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出 版 说 明 

《简明 数学 全 书 ? 是 一 本 通俗 简要 她 介绍 数学 学 科 的 实用 读物 ， 内 容 
包括 数学 各 分 支 的 概念 ,原理 、 实 际 应 用 ， 以 及 对 数学 史 的 回 磊 和 对 现代 
数学 的 综述 等 ; 既 可 用 作 自学 ， 义 可 用 作 复 习 。 本 书 的 文字 叙述 ,强调 了 
数学 概念 的 互相 联系 , 并 且 与 公式 、 定理 及 例题 密切 而 有 机 地 相 结 合 ， 因 
此 条 理 清晰 , 容易 理解 ; 文中 配 有 大 量 的 插图 , 使 数学 题材 更 为 生动 而 形 
象 化 ; 编排 形式 也 有 别 于 一 般 教 科 书 ， 读 起 来 有 清新 感 。 原 书 出 版 后 , 深 
受 广 大 读者 的 欢迎 。 
”为 了 满足 我 国 读者 的 需要 , 我 们 决定 组 织 翻 译本 书 。 但 因原 书 篇 幅 
较 大 , 故 分 两 部 分 出 版 ， 第 一 部 分 为 基础 数学 ， 第 二 部 分 为 高 等 数学 与 现 
代数 学 , 各 自 独立 成 册 。 书 中 用 工 或 II. 来 表示 本 书 的 第 一 部 分 或 第 二 
部 分 。 

原 书 名 教学 小 百科 全书 >， 英 译作 < 数学 概观 > 根据 本 书 的 内 容 , 我 
们 改 用 现 名 。 在 版 式 方面 , 我 们 采用 不 同 字体 和 符号 来 体现 原 书 的 特点 ， 
以 求 醒目 。 如 重要 的 定义 和 公式 组 加 粗 线 框 ; 例题 用 黑 括号 , 定理 在 文字 
下 加 曲线 ; 原文 中 的 黑体 、 斜 体 和 正体 , 现 采用 黑体 ,活体 和 宋体 。 

本 书 对 共有 中 等 文化 程度 的 学 生 、 教 师 以 及 对 数学 有 兴趣 的 读者 来 
说 ,是 一 本 有 价 信 的 参考 书 。 ， . 

在 出 版 工作 方面 如 有 不 足 之 处 ， 热切 希望 广大 污 者 批评 指正 。 


序 


在 我 们 的 时 代 , 要 掌握 科学 和 技术 而 不 借助 数学 工具 , 无疑 是 不 可 能 
的 ; 科学 和 技术 的 运用 范围 又 日 益 扩 大 , 直至 日 常生 活 的 许多 领域 。 这 就 
普遍 要 求 对 数学 的 成 果 能 有 全 面 的 了 解 , 并 要 求 采用 非常 规 的 方法 , 以 便 
有 可 能 填补 我 们 知识 的 空白 。 欲 达 此 目 的 , 光洁 罗列 定理 或 搜集 公式 看 来 
是 不 行 的 , 因为 这 样 做 的 话 , 势必 会 过 于 强调 由 数学 符号 和 字母 构成 的 符 
号 语言 的 作用 , 而 忽视 数学 概念 的 作用 ; 但 恰恰 是 数学 概念 , 才 是 真正 起 
决定 作用 的 东西 。 我 们 的 任务 是 尽 可 能 简明 扼要 而 又 精确 地 叙述 数学 的 
内 在 关系 。 鉴 于 数学 材料 的 浩瀚 , 不 消 说 , 我 们 所 做 的 并 非 是 把 数量 繁多 
的 各 数学 分 支 的 教科 书 的 细 目 编制 起 来 而 已 。 我 们 的 目的 是 为 尽 可 能 多 
的 读者 阅读 专业 的 文献 铺 平 道路 。 本 书 的 德 文 版 已 销售 七 十 多 万 册 , 故 
可 企 望 我 们 达到 了 这 一 艰难 的 目标 。 

本 书 广泛 利用 色彩 来 项 助 读者 阅读 ”， 还 有 充足 的 例题 以 助 庶 者 现 
解 一 般 的 论述 。 通 常 将 数值 计算 分 开 书写 , 这 样 可 将 问题 当 作 注 释 阅 读 ， 
不 需 参阅 计算 ; 而 计算 又 可 看 作 有 解 题 细节 的 例子 。 有 些 例 子 中 的 物理 
单位 使 用 国际 单位 制 (8I 制 ), 因为 国际 单位 制 正 越 来 越 成 为 法 定 的 实用 
单位 。 日 常生 活 中 的 例子 使 用 日 常 单位 , 既 有 公制 , 也 有 其 他 单位 制 。 

本 书 将 题材 按 系统 分 目 ， 并 给 出 许多 简明 的 届 落 标题 和 数 家 以 使 读 
者 能 迅速 而 可 靠 地 掌握 题 意 。 ， 

谨 向 各 章 作者 ;特别 是 应 邀 参与 校正 与 常用 术语 不 符 的 措 词 , 以 使 全 
书 通俗 易 懂 而 做 出 贡献 的 人 致 以 谢意 。 在 此 人 简短 的 说 明 中 特别 需要 指 
出 , 有 很 多 反目 , 尽管 作者 是 有 关 方 面 的 专家 , 但 也 感到 仅 靠 浅 涉 条 目 , 很 
难 做 到 令 人 满意 。 

我 们 应 特别 感谢 我 们 的 顾问 一 一 伦敦 大 学 玛丽 女王 学 院 的 及. A. 孝 
奇 (区 . A. Hirseh) 教 授 和 柏林 洪 博 尔 特大 学 数学 系 耳 . 理 查 德 (HH. Rei- 
chardt) 教授 , 他 们 孜孜 不 伴 地 为 本 书 作 了 修改 , 帮助 我 们 撰写 了 这 样 一 
部 著作 , 使 读者 们 能 从 中 取 用 可 靠 的 资料 。 这 也 将 使 我 们 大 家 相信 , 数学 
从 其 本 质 来 说 是 一 门 简明 易学 的 学 科 。 


编者 和 出 版 者 
* 现 中 译本 改 用 不 同 字体 和 符号 以 示 区 别 。 一 一 译 省 注 
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技术 上 绚丽 多 彩 的 伟大 成 就 深刻 地 影响 着 每 个 人 的 生活 ， 使 人 们 普 
遍 认 识 到 数学 的 重要 性 。 人 人 都 知道 , 或 至 少 相信 , 没有 数学 , 就 不 能 产 
生 这 一 系列 的 成 就 。 因 此 , 人 们 对 数学 的 兴趣 便 不 断 增长 ， 从 而 造成 对 这 
门 科学 的 资料 的 需求 日 益 增 长 。 

现在 ,数学 在 很 多 方面 ， 特别 是 在 提出 问题 和 解答 问题 方面 ， 已 经 成 
了 一 门 特殊 的 科学 。 尽 管 在 医学 ,动物 学 .植物 学 、 地 理学 和 地 质 学 方面 ， 
或 是 在 语言 学 、 历 史学、 天 文学 方面 , 一 位 博 闻 广 见 、 精 熟 当 代 学 识 的 学 
者 , 可 以 成 功 地 向 一 个 门外汉 讲解 他 的 研究 的 绝 大 部 分 问题 及 其 成 果 , 甚 
至 还 可 以 介绍 他 特别 感 兴趣 的 方法 和 基本 原理 ， 使 人 对 这 一 领域 的 内 容 
有 一 定 的 了 解 ,但 是 在 当代 化 学 和 物理 方面 ， 他 想 达 到 这 一 目的 , 就 会 感 
到 困难 得 多 , 而 在 数学 方面 则 几乎 是 不 可 能 的 。 这 不 仅 是 因为 数学 成 果 
在 数量 上 有 了 极为 可 观 的 增长 , 而且 也 因为 数学 问题 太 难 解 、 太 深奥 ， 即 
使 是 数学 家 , 对 数学 的 全 局 也 只 能 有 一 个 肤浅 的 认识 而 已 。 

为 了 不 使 数学 分 成 许多 特别 的 分 支 ， 人 们 便 尽 可 能 地 从 各 个 不 同 的 
领域 中 概括 出 共同 的 特性 ， 尽 管 这 些 特性 有 了 时 从 表面 上 看 来 是 互 不 相关 
的 , 以 此 创立 新 的 更 加 抽象 的 理论 。 正 是 通过 这 种 努力 , 人 们 在 那些 初夏 
起 来 相 击 甚 远 的 领域 之 间 建 立 了 新 的 纽带 。 这 可 以 看 成 是 一 个 反复 抽象 
的 过 程 ， 既 然 象 代数 和 妃 何 这 些 基本 原理 是 来 源 于 对 日 常生 活 经 验 的 抽 
象 ， 人 们 就 可 以 对 代数 和 几何 作 进 一 步 的 抽象 ， 以 得 出 一 个 统一 的 理论 ， 
而 县 在 某 些 懂 况 下 ,这 种 抽象 的 过 程 可 以 一 环 套 一 环 地 反复 进行 。 这 里 
“抽象 * 这 个 词 要 严格 地 理解 为 “去 除 ” 的 意思 ， 也 就 是 去 掉 那些 对 有 关 问 
题 的 来 龙 去 脉 或 对 某 特 定 目 的 来 说 是 非 本 质 的 东西 。 例如 , 在 研究 几何 
图 形 时 不 去 考虑 其 色彩 , 尽管 色彩 在 装潢 方面 很 有 用 处 。 

这 一 切 说 明 ， 即使 要 使 门外汉 对 当代 数学 的 全 狐 有 一 孔 之 见 也 是 不 
可 能 的 。 在 这 里 ， 门 外 汉 不 只 是 指 知识 仅 限 于 教学 大 网 所 规定 的 内 容 的 
人 ， 取 得 毕业 文凭 或 获得 理学 士 学 位 的 数学 家 和 数学 教师 也 都 可 以 看 作 
是 许多 专门 的 数学 分 支 的 门外汉 。 要 想 通 过 三 、 四 年 的 学 习 , 掌握 数学 各 
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个 分 支 的 专业 知识 , 简直 是 不 可 能 的 。 因 此 ,本 书 的 局 限 性 势 在 难免 , 我 
们 并 不 奢望 它 能 广 涉 数学 各 领域 的 专门 知识 。 

在 历史 上 数学 最 初 是 以 非常 朴素 的 方式 发 展 起 来 的 。 它 从 数 二 2 
3, … 和 直观 易 见 的 几何 图 形 如 点 、 线 女 、 直 线 、 空 间 中 的 平面 \ 角 、 三 角形 、 
圆 等 出 发 , 逐步 发 展 成 具有 数 域 和 图 形 域 的 较为 复杂 的 结构 , 这 些 数 域 和 
图 形 域 的 研究 并 不 各 自 成 一 体系 ， 而 是 通过 测量 这 个 概念 米 相 互联 系 着 
的 。 正 是 在 这 种 从 直观 简单 明了 的 问题 到 较为 复杂 的 问题 的 发 展 中 , 才 
产生 了 数学 ， 这 在 巴比伦 和 埃及 就 可 见 一 班 。 巴比伦 人 和 埃及 人 在 天 文 
方面 取得 了 惊人 的 成 就 , 比如 ， 他 们 能 预言 月 食 。 但 是 , 将 数学 发 展 到 一 
个 绒 新 的 阶段 的 却 是 希腊 人 , 因为 他 们 总 觉得 不 能 光 是 向 前 探索 , 更 应 回 
顾 思 索 , 在 数学 的 研究 方面 ， 人们 究竟 二 了 些 什么 ? 其 结果 是 , 通过 他 们 
的 努力 数学 才 发 展 成 为 具有 现代 观念 的 一 门 科学 。 一 方面 , 他 们 已 认识 
到 , (数学 ) 证 明 就 是 将 数学 命题 通过 最 简单 的 合乎 逻辑 的 推论 , 归纳 为 其 
他 一 些 已 知事 实 , 即 归 纳 为 那些 常 为 现实 或 经 验证 实 、 足 以 令 人 信服 的 东 
西 。 另 一 方面 , 他 们 也 已 意识 到 ， 这 种 归纳 过 程 不 可 能 无 限 进行 下 去 ， 而 

只 能 局 限于 数 或 图 形 的 某 些 最 简单 的 性 质 ， 这 些 性 质 的 可 睹 性 又 可 由 直 
疯 或 经 验 来 确定 。 

就 这 样 , 他 们 第 一 次 有 意识 地 收集 了 一 系列 的 基本 事实 ,如 过 两 点 只 
能 引 一 条 直 组 等 , 并 将 其 编纂 成 集 , 他 们 还 商定 了 罗 辑 学 的 基础 。 这 两 方 
面 的 专著 使 几何 学 由 简单 到 复杂 地 建立 起 来 了 。 

长 期 以 来 , 一 本 网 几 里 得 (Buclidean) 几何 学 除了 作 过 几 个 小 的 增 
补 之 外 ,一直 是 这 门 学 笠 的 典范 。 但 是 约 两 干 年 以 来 , 却 没有 人 试图 用 同 
样 方法 来 处 理 代数 和 稍 晚 的 解析 问题 。 希 腊 人 对 自然数 的 基本 性 质 相当 
清楚 , 对 可 除 性 问题 和 有 关 质数 的 问题 也 感 兴趣 。 他 们 知道 如 何 处 置 普通 
分 数 , 但 却 未 曾 试 图 引入 负数 的 概念 。 但 是 , 在 研究 直角 等 乃 三 角形 时 ， 
他 们 却 碰 上 了 这 么 一 个 问题 , 即 分 数 不 足 以 表述 所 有 量 的 比 。 他 们 发 现 ， 
在 这 样 的 三 角形 中 ,直角 边 对 斜 边 的 比 不 能 用 分 数 来 表示 。 可 惜 他 们 并 
未 由 此 得 出 结论 , 即 分 数 域 必 须 扩 大 , 以 使 该 比值 和 其 他 所 有 可 能 出 现 的 
妃 何 比 都 可 以 在 数值 上 用 更 大 的 数 域 中 的 新 数 来 表述 。 恰恰 相反 ， 他 们 
使 代数 几何 化 。 诚 然 , 由 此 曾 得 出 一 个 与 我 们 的 实数 理论 等 价 的 理论 , 但 
是 这 种 几何 化 的 做 法 造成 了 极 大 的 麻烦 , 使 希腊 数学 走 进 了 死胡同 。 

几 个 世纪 议 后 , 天 文学 家 和 航海 家 的 实际 工作 迫切 需要 三 角 计算 , 而 
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这 种 计算 只 有 借助 某 种 三 角 函 数 表 才能 进行 。 由 于 观察 值 只 能 测量 到 有 
有限 的 精度 , 故 对 需 计 算 的 量 只 要 给 出 近似 值 即 可 , 这 就 逐步 导致 有 尽 小 数 
的 发 明 。 事 实证 明 , 有 尽 小 数 比 普通 分 数 更 利于 实际 计算 。 很 可 能 就 产 
生 了 这 种 想法 , 即 小 数位 数 越 取得 多 , 结果 便 越 精确 , 甚至 认为 任何 预定 
精度 均 可 通过 充分 多 的 小 数位 数 来 求 得 。 归根 结 底 , 这 个 方法 毕竟 抓 住 
-了 实数 的 本 质 , 于 是 数学 家 们 对 无 限 多 位 的 十 进 小 数 不 再 避 而 不 谈 。 要 
是 这 个 理论 一 直 发 展 下 去 的 话 , 本 来 是 可 以 得 出 精确 的 实数 理论 的 。 
一 个 有 趣 的 、 具 有 十 分 重要 意义 的 例子 说 明 , 早 在 阿 基 米 德 
《Archimedes) 设 法 计算 平面 上 某 些 以 曲线 为 边界 的 区 域 的 面积 时 ,上 述 
想法 就 以 大 同 小 异 的 形式 在 他 的 研究 工作 中 表现 出 来 了 。 首先 , 阿 基 米 
德 用 其 著名 的 逼近 法 成 功 地 计算 了 以 抛物 线 的 某 一 外 及 其 驴 为 边界 的 图 
形 的 面积 。 结果 发 现 这 类 图 形 的 面积 有 一 个 确定 的 比值 1/3, 这 个 比值 
意义 重大 。 但是, 阿 基 米 德 却 未 能 成 功 地 为 贺 面 积 求 出 一 个 相应 的 简单 
结果 , 因为 要 解决 这 个 问题 , 他 就 得 算出 w 的 值 。 现在 我 们 知道 , 仅 有 分 
数 知识 , 他 是 不 可 能 算出 的 , 他 所 能 证 明 的 只 是 , w 的 值 介 于 两 个 分 数 , 即 


3 二 和 3 之 间 。 为 了 计算 加 的 面积 , 他 反复 利用 了 毕 达 哥 拉 斯 (Pytha- 


goras) 定理 ， 计算 了 圆 的 内 切 和 外 切 正 凸 96 边 形 的 面积 ， 得 出 了 加 面积 
的 近似 值 。 显 然 ， 他 当时 已 经 意识 到 ， 只 要 将 边 数 和 顶点 数 取得 充分 天， 
就 可 以 将 = 限制 在 越 来 越 小 的 范围 内 ， 并 能 将 它 计算 到 任何 指定 的 精确 
度 。 用 分 数 可 以 将 一 个 数 的 近似 值 计算 到 预定 精确 度 ， 这 正 是 实数 的 一 
个 特性 。 
随 着 时 间 的 流逝 ， 实数 的 这 一 性 质 已 在 很 多 不 同 场合 为 人 们 所 熟识 。 
例如 早 在 微 积 分 计算 创立 之 前 , 在 对 数 表 的 编制 中 ,在 笛 卡 尔 (Descarte) 
的 解析 几何 中 , 用 坐标 表示 平面 或 空间 的 点 , 天 们 就 已 经 牢固 地 锁定 了 对 
这 一 性 质 的 认识 。 后 来 在 微 积分 讨 算 的 发 展 中 , 这 种 认识 又 有 了 进一步 
的 加 深 。 微 积分 计算 始 于 莱 布 尼 茨 “〈Leibnizy 和 和 牛 辆 (Newtony， 后 来 ， 
似乎 是 为 发 现 的 欢乐 所 陶醉 ， 伯 努 利 (Bernoulli) 、 欧 拉 (Blerz)、 费 尔 马 
(Fermatj、 柯 西 (Cauchy)、 高 斯 {dauss) 和 其 他 一 些 人 又 相继 发 展 了 它 。 
现在 再 没有 人 认为 对 实数 理论 的 建立 还 需 作 进 一 步 深 入 细致 的 研究 了 。 
但 是 ;建立 实数 理论 的 问题 也 曾 在 数学 的 另外 两 个 分 支 , 即 几何 和 代 
数 中 起 过 作用 。 媳 已 经 指出 的 , 欧 几 里 得 风行 是 以 一 组 非常 简单 的 凡 何 
命 丁 为 出 发 点 的 ， 从 这 些 简单 的 筷 何 命题 中 可 以 推导 出 其 他 的 定理 。 这 
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些 称 为 公理 的 简单 命题 集中 表现 着 当时 的 几何 知识 ， 从 直观 上 看 来 极为 
显然 , 以 致 无 人 认为 需 加 证 明 。 堆 有 平行 线 公 理 ( 或 公设 ) 是 一 个 例外 。 这 
个 公理 说 ; 过 一 已 知 直线 外 的 一 已 知 点 ,有 且 仅 有 一 条 直线 不 与 已 知 直线 
相交 。 是 否 能 将 它 排除 在 公理 之 外 , 而 用 其 他 公理 来 加 以 推导 呢 ? 两 年 
来 , 数学 家 们 为 此 绞 尽 脑汁 , 却 一 无 所 获 , 直到 德国 的 高 斯 \ 俄 国 的 罗 巴 契 
夫 斯 基 (Lobachevskii) 和 匈牙利 的 波 约 (Bglyei 才 成 功 地 证 明 了 平行 线 
公理 是 独立 于 其 他 公理 的 。 这 一 结果 的 重要 意义 只 有 在 与 其 他 方面 的 发 
展 联系 起 来 时 才能 看 清 。 - 

在 代数 中 ， 从 二 次 方程 根 的 公式 可 以 得 到 表达 式 V = 了 了 二。 这 个 式 子 企 
看 起 来 毫 无 意义 ,但 是 ,只 要 将 它 按 一 般 的 根 式 ,如 M3, M3 或 者 Vw 
一 样 进行 计算 ; 所 得 结果 却 都 有 意义 。 这 就 无 可 置 辩 地 令 人 相信 V ~~ 这 
个 式 子 的 合法 身份 , 并 采用 符号 i 来 表示 它 。 差 不 多 过 了 三 百年 , 高 斯 和 
甘 他 一 些 人 才 证 明 ， 人 们 一 直 沿 用 着 的 做 法 可 以 用 一 个 完全 有 意义 的 方 
趟 来 解释 ， 即 将 实数 域 扩 大 这 样 一 来 , 就 产生 了 一 个 新 数 , 其 平方 二 
一 三。 

尽管 高 斯 对 实数 非常 熟悉 ,能 够 毫 无 顾忌 不 加 证 明 地 使 用 它们 , 但 只 
是 到 了 柯 西 和 当时 的 其 他 数学 家 在 阐明 权限 概念 的 过 程 中 遇 到 了 一 些 困 
难 时 , 实数 才 成 了 认真 考虑 的 对 象 。 当时 大 家 都 认识 到 , 实数 理论 实际 上 
可 以 用 不 同方 式 通 过 对 分 数 的 归 纳 来 建立 ,反之 ,分数 又 可 以 归纳 为 自然 
数 。 从 而 青 次 素 明 ， 在 自然 数 领域 中 ， 自然 数 的 所 有 性 质 都 可 以 归纳 为 少 
数 几 条 十 分 显然 的 基本 事实 , 即 皮 亚 诺 (Peano) 公理 。 

对 自然 数 的 这 种 归纳 , 为 实数 和 复数 理论 提供 了 依据 ， 也 为 整个 实数 
和 复数 的 解析 理论 , 乃至 几何 学 提供 了 依据 ; 因为 解析 几何 所 阐明 的 是 如 
何 用 坐标 表示 基本 的 几何 对 象 , 特别 是 点 ， 而 坐标 都 是 实数 。 - 

本 书 还 提 肥 数学 的 男 一 个 发 展 。 这 一 发 展 系 于 一 百 五 十 年 前 才 初步 
开始 。 众所周知 ; 数 的 乘法 和 加 法 的 某 些 法 则 在 形式 上 非常 相似 。 同 样 ， 
在 其 他 数学 运算 中 , 例如 在 连续 进行 几 种 运算 时 , 也 可 以 看 到 一 些 形式 上 
非常 简单 的 规律 。 但 是 ,数学 家 们 却 非常 缓慢 地 才 跨 出 合 了 多 辑 的 第 二 
步 , 即 概 括 出 这 些 共同 的 基本 性 质 ,并 从 这 些 性 质 出 发 , 通过 纯粹 的 逻辑 
推导 , 使 得 这 一 领域 逐步 发 展 成 了 今天 的 群 论 ,在 这 儿 正 象 在 欧 几 里 得 几 
何 中 一 样 , 人 们 再 次 看 到 了 随 着 后 来 的 各 种 发 展 而 出 现 的 一 个 公理 体系 。 

” 现代 数学 的 一些 犬 的 分 支 , 特别 是 代数 , 以 及 在 越 来 越 大 的 程度 土 分 
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析 和 几何 , 都 是 建立 在 公理 体系 上 的 。 其 建立 过 程 大 致 如 下 : 已 知 为 一 组 
数学 对 象 (通常 称 为 集 )、 该 集 的 各 个 元 素 和 用 于 描述 这 些 数学 对 象 的 基 
本 性 质 的 一 组 公理 ， 接 着 就 提出 下 列 工 作 ， 首 先 由 这 些 公理 推出 尽 可 能 
多 的 推论 , 即 尽量 将 这 一 数学 结构 的 理论 扩展 到 最 大 范围 ; 然后 将 有 关公 
理 体系 的 所 有 处 理 方法 进行 全 面 考 察 。 可 能 发 生 的 情况 基本 上 是 : 仅 有 
一 种 可 能 的 处 理 方法 ; 或 有 数 种 乃至 无 限 多 种 处 理 方法 * 也 可 能 不 存在 任 
何 处 理 方法 。 例 如 ， 当 给 定 公理 互相 矛盾 时 就 是 这 样 。 如 存在 数 种 处 理 
模式 , 即 对 这 些 公理 有 若干 种 处 理 方法 , 则 应 寻求 一 些 煌 征 , 以 便利 用 这 
些 特 征 , 经 过 有 限 步 的 推导 , 有 效 地 将 各 种 可 能 性 彼此 分 辩 开 来 。 对 于 某 
些 数学 结构 , 这 些 工作 早已 完成 , 但 对 另 一 些 数学 结构 , 则 离 解 决 之 日 尚 
相去 其 还。 这 种 情况 也 表明 了 公理 学 和 数理 逻辑 彼此 交织 得 有 多 人 么 紧密 ! 

本 世纪 初 , 在 一 个 新 的 结构 理论 一 一 集合 论 中 产生 了 矛盾 , 这 就 更 加 
迫切 需要 有 一 个 有 效 的 数理 远 辑 和 集合 论 是 最 简单 的 结构 理论 , 因为 它 涉 
及 的 是 完全 任意 的 集合 ,如 点 , 数 ,运动 .函数 、 图 形 , 同样 还 可 以 是 人 、 星 
球 ,椅子 以 及 其 他 种 种 东西 , 这 些 集合 的 元 素 不 受 任何 公理 的 约束 。 因 为 
没有 做 出 任何 结构 上 的 假设 ， 所 以 如 果 两 个 这 样 的 集 具 有 相同 数量 的 元 
素 ,就 可 以 看 成 是 等 价 的 , 或 等 势 的 。 存 有限 集 的 情况 下 , 这 方面 的 含义 是 
显而易见 的 。 但 是 , 甚至 对 无 限 集 也 确定 了 诸如 所 谓 寡 , 即 基 性 的 元 素 的 
数目 , 那 确 是 个 了 不 起 的 成 就 当然, 当 问 题 涉及 有 限 集 的 元 素数 目 时 , 我 
们 所 热 悉 的 某 些 性 质 对 无 限 集 便 不 复 适 用 了 , 例如 在 等 价 性 方面 , 自然 数 
的 个 数 和 分 数 相 等 , 但 是 分 数 的 个 数 则 少 于 实数 的 数量 , 线 上 的 点 的 集合 
与 面 上 的 点 的 集合 基 性 相同 。 所 有 这 些 ， 从 数学 的 严密 性 来 说 是 完全 无 
可 非议 的 ; 尽管 它们 服 然 缺乏 喜 观 性 。 但 是 矛 再 出 现在 集 的 非 限 定形 式 ， 
例如 ,“ 所 有 集 的 集 ” 这 一 概念 就 是 自 相 矛盾 的 。 然 而 , 这 并 非 是 数学 危 宙 ， 
尽管 有 时 是 这 么 叫 的 。 相 肥 ， 数学 家 们 借 此 机 会 更 彻底 地 思考 了 在 定义 
数学 概念 时 涉及 到 的 问题 。 于 是 , 一 门 系统 的 数理 逻辑 便 发 展 起 来 了 。 今 
天 , 人 们 已 完全 懂得 如 何 去 回 避 这 些 矛 盾 。 i 

入 们 可 能 会 认为 ， 在 形成 这 些 极 为 一 般 化 的 结构 理论 和 数理 逻辑 的 
公理 系统 的 过 程 中 ， 这 种 高 度 的 抽象 可 能 会 越 来 越 偏离 实事 求 是 的 应 用 
数学 。 但 这 是 绝对 不 会 的 。 莱 布 尼 芯 在 解决 一 些 基本 的 逻辑 问题 而 直接 
进行 了 创造 性 的 数学 工作 的 同时 ， 创造 了 一 架 中 用 (切实 可 行 ) 的 计算 机 )， 
这 绝 不 是 侦 然 的 s 
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工厂 生产 的 人 工 或 电动 的 计算 机 的 诞生 ， 并 没有 引起 重大 的 原则 纷 
争 。 但 是 这 一 情况 随 着 电子 计算 机 的 产生 发 生 了 根本 的 变化 , 因为 有 了 
电子 计算 机 , 计算 速度 大 大 提高 了 。 诚 然 , 这 些 计算 机 是 按 此 单 的 黑白 原 
理工 作 的 , 即 在 机 器 的 每 一 个 部 件 中 , 不 是 通电 就 是 断 电 。 然 而 , 它们 却 
能 对 付 非 其 不 能 对 付 的 计算 问题 。 它 们 以 难以 想象 的 速度 进行 大 量 最 简 
单 的 运算 , 因而 能 在 不 太 长 的 时 间 内 处 理 完 一 个 程序 复杂 而 宛 长 的 问题 。 
当然 , 这 种 计算 的 所 费时 间 还 有 赖 于 程序 编制 技术 。- 电 子 计算 机 发 明 以 
前 , 入 们 已 做 过 一 些 初步 工作 ,并 很 快 发 现 程序 编制 要 遵循 一 定 的 规则 ， 
这 些 规则 在 数理 逻辑 , 例如 算法 理论 中 也 起 着 作用 。 这 再 次 表明 某 些 仅 
仅 为 了 理论 上 的 需要 而 发 展 起 来 的 纯 数 学 研究 的 实用 价值 。 计 算 技术 方 
面 的 这 一 情况 为 纯 数 学 和 应 用 数学 在 本 质 二 密切 相关 提供 了 一 个 确实 的 
典型 例子 。 

本 书 还 适当 地 强调 了 数学 问题 的 理论 可 解 性 和 实际 可 解 性 之 间 的 区 
别 。 在 数学 中 , 讨论 的 常常 不 是 个 别 的 、 有 给 定数 值 的 问题 ， 而 是 取决 于 
某 些 数据 的 一 般 人 性 问题 , 这 些 数据 的 数值 有 很 多 种 , 实际 上 有 无 限 多 种 取 
法 。 举 一 个 简单 的 例子 吧 : 三 角形 的 面积 取决 于 它 的 三 条 边 , 虽然 有 一 个 
适用 于 所 有 三 角形 的 面积 计算 公式 。 但 每 条 说 的 长 度 却 有 无 限 多 个 可 能 
值 。 

_ 如果 能 给 出 一 个 公式 , 即 ， 即 一 种 工法， 用 它 来 算出 各 个 特例 的 解 ， 那 么 
这 种 问题 就 算 解 决 了 。 这 里 我 们 假定 可 用 这 个 公式 或 程序 经 过 有 限 步 的 
运算 求 得 数值 结果 。 如 果 能 做 到 这 一 点 , 在 单纯 的 数学 家 看 来 , 这 个 问题 
就 算 解决 了 。 然 而 , 实际 上 问题 仍 可 能 得 不 到 解决 , 因为 尽管 须 进行 的 运 
算 步 豫 是 有 限 的 ， 但 从 时 间 和 经 济 上 来 考虑 却 可 能 因为 所 费 太 大 而 不 可 
解 。 这 就 会 导致 新 的 更 有 意义 的 纯 数 学 问题 , 即 找 出 更 有 效 的 计算 程序 ， 
除非 人 们 满足 于 近似 解 , 或 制造 出 更 高 速 的 计算 机 。 

电子 计算 机 的 发 明 是 这 一 方面 的 巨大 进步 ， 其 结果 是 首先 在 应 用 数 
学 中 产生 了 一 些 新 的 分 支 ， 一 些 前 所 未 有 的 分 支 因为 一 开始 问题 就 很 明 
显 ， 即 它们 所 涉及 的 主要 间 题 不 可 能 在 实际 允许 的 时 间 内 攻克 或 解决 。 
“ 九 人 英利 斯 舞 ”" 和 弃 棋 问题 是 原则 上 可 解 问题 的 两 个 例子 。 说 它们 在 原 
则 上 可 解 , 是 因为 根据 法 则 , 它们 只 可 能 有 有 限 多 种 玩法 。 而 现在 九 人 莫 
利 斯 细 在 实际 上 也 已 是 可 解 的 了 ， 因 为 在 玩 的 时 候 可 以 先 给 第 一 个 游戏 
者 以 严格 的 训练 , 使 他 懂得 如 何 应 付 对 手 的 各 种 可 能 的 动作 , 以 便 能 赢得 


引 言 辜 


每 一 局 。 在 下 棋 时 , 同 祥 有 个 走 白 子 者 能 否 一 直 鼎 先 的 问题 。 尽管 这 是 
个 有 限 性 的 问题 ,但 至 今 未 获 解决 。 而 且 , 即使 动用 当今 世界 上 所 有 的 电 
子 计 算 机 一 起 来 解 这 么 一 个 弈 棋 问 题 , 丽 怕 也 得 不 出 问题 的 解 , 这 可 能 需 
要 比 现 在 的 计算 机 运转 得 不 知 快 多 少 倍 的 计算 机 才 行 。 

以 上 粗略 地 谈 了 数学 的 发 展 , 它 从 数 、 运 算 、 图形 和 测量 的 最 简单 的 
基本 菇 念 发 展 到 今天 包括 大 量 高 度 抽象 结构 的 完全 公理 化 的 形式 ， 发 展 
到 现代 计算 可， 但 其 发 展 远 未 到 项。 将 数学 的 这 一 发 展 和 本 书 的 目录 才 
作 一 比较 就 可 以 看 出 很 多 直接 和 间接 的 关系 。 

第 一 部 分 “基础 数学 ”的 题材 ， 在 很 大 程度 上 则 从 十 代 经 中 世纪 直到 
建立 微 积分 计算 之 前 数学 的 发 展 相 吻 合 。 所 不 同 者 仅 是 算术 、 数论 和 几 
何 并 非 同时 列 出 , 而 是 按 顺 序 先 后 排列 的 。 我 们 从 自然 数 和 初等 运算 法 
则 开始 , 就 是 因为 它们 对 一 般 人 来 说 是 显而易见 的 , 随后 便 建立 一 整 赛 的 
公理 学 系统 , 从 自然 数 起 直到 引入 复数 为 止 。 

即使 对 这 些 简单 的 概念 ， 现 行 数学 符号 却 是 为 从 前 的 希腊 人 所 未 知 

的 , 正 因为 如 此 ， 就 产生 了 极其 烦琐 、 箱 拙 的 用 字母 代 夫 数 字 的 方法 。 今 
天 , 学 校 里 已 理所当然 地 采用 了 这 种 符号 。 这 几 , 数学 符号 与 数学 基本 概 
念 极为 殉 合 , 但 是 由 于 它 过 于 简单 易学 , 有 时 竞 会 产生 轻率 而 机 械 地 搬 弄 
字母 的 危险 。 对 于 这 种 潜在 的 影响 必须 坚决 反对 , 特别 是 在 学 校 里 ; 必须 
坚持 数学 概念 第 一 , 运算 技巧 第 二 ,而 绝 不 能 反 其 道 而 行 之 。 关 于 这 个 问 
题 ， 高 斯 在 1850 年 9 月 I 日 给 斯 库 马 柯 (Schumacher) 的 信 中 写 道 :“ 现 
代数 学 的 一 个 特征 …… 就 是 在 我 们 的 符号 和 阁 词 的 语言 中 , 有 一 个 杠杆 ， 
通过 这 个 杠杆 可 以 将 非常 复杂 的 论证 简化 成 某 一 个 机 理 …… 尽 管 在 大 多 
数 情况 下 ， 这 样 做 的 实质 就 是 默认 某 些 假设 ， 然 而 机 械 地 使 用 这 个 杠杆 ， 
却 是 多 么 的 屡见不鲜 。 我 认为 , 每 当 进 行 计 算 ， 每 当 运 用 概念 时 ， 我 们 都 
必须 始终 不 忘 初始 条 件 , 决 不 应 把 通过 这 种 机 理 得 出 的 结果 ,看 成 是 超出 
明确 规定 范围 的 数学 性 质 。” 
” .有 很 多 问题 要 求 从 已 知 量 求 得 未 知 量 。 一 般 说 来 , 采用 字母 能 使 我 
们 简单 明了 地 表达 这 类 问题 。 常 有 这 样 的 情况 ,有 些 问 题 初 看 起 来 完全 
不 同 , 却 能 得 出 形式 完全 相同 的 最 终 方程 或 方程 组 。 这 再 次 表明 数学 解 
题 方法 和 抽象 之 河 的 相似 , 所 谓 抽 象 者 ， 即 不 计 已 知 量 和 需 解 量 的 含义 ， 
仅 保留 其 数学 内 核 而 已 。 

函数 概念 乃 是 现代 数学 的 一 个 重要 特征 。 这 就 是 说 ,现代 数学 是 研究 


Ti Gi 富 
。 函数 关系 的 数学 ， 即 研究 一 些 量 对 另 一 些 量 的 依赖 关系 。 例 如 ， 三 角形 
的 面积 或 角 对 它 的 边 长 的 依赖 关系 。 在 分 析 函 数 概念 时 . 我 们 将 会 熟 和 
这 类 问题 的 另 一 些 例子 。 

初等 几何 是 研究 平面 或 空间 中 的 点 .线段 、 角 、 家 线 .三 角形 .四 边 形 、 
圆 、 四 面体 等 问题 的 。 由 于 需要 对 物体 进行 测量 ,所 以 在 这 里 起 主要 作用 
的 是 前 面 讨论 过 的 数 的 概念 。 当 然 ,不 应 由 此 而 忽视 纯 几 何 概念 , 特别 是 
在 解 题 时 。 人 们 试图 用 纯 几 何方 法 ， 即 作 图 法 来 解 几何 问题 。 如 何 用 平 
面 作 图 法 处 理 空间 问题 , 这 是 画 法 几何 的 内 容 。 几何 和 数值 计算 在 解析 
几何 中 融合 得 最 为 紧密 ; : 任 借 坐标 概念 ， 可 以 将 几何 问题 化 为 数值 问题 。 
这 样 一 来 , 几何 就 成 子 应 用 广泛 的 解析 法 的 入 门 。 
. ”解析 基本 原理 放 在 第 二 部 分 “高 等 数学 ”中 加 以 讨论 。 虽 然 极限 概念 
已 在 初等 数学 中 以 直观 的 方式 作 过 使 用 ， 但 高 等 数学 却 恰恰 是 从 严格 的 
极限 理论 开始 的 。 这 样 极限 一 方面 是 无 穷 数 列 和 函数 理论 的 基础 ， 另 一 
方面 又 是 应 数 的 连续 性 概念 和 搬 积 分 计算 的 基础 。 连 续 函 数 和 微 积 分 的 
重要 性 不 仅 在 于 是 整个 数学 结构 的 基础 , 而且 在 物理 .技术 等 方面 都 有 很 
重要 的 应 用 。 很 多 几何 物理 问题 本 身 都 是 以 微分 方程 的 形式 出 现 的 , 也 
就 是 以 一 个 函数 和 它 的 微 商 的 关系 式 出 现 的 。 这 个 理论 发 展 至 今 已 有 很 
大 篇 幅 , 这 里 只 能 粗略 地 谈 及 其 中 最 简单 的 一 些 部 分 。 微分 几 仔 也 是 一 
全 引 人 人 用 的 数学 分 支 ， 它 是 微 积分 计算 在 平面 和 空间 曲线 及 空间 曲面 
理论 中 的 应 用 。 ， | 
前 面 我 们 已 经 注意 到 ， 一 个 问题 的 理论 解法 常常 与 其 直接 应 用 的 一 
些 特例 过 然 不 同 , 因为 必要 的 数值 计算 往往 过 于 累 烤 。 图 示 法 和 数值 法 
的 任务 就 是 将 理论 解 变 成 直接 可 以 应 用 的 解 。 此 外 , 概率 论 和 统计 学 在 
实际 应 用 中 也 起 着 很 重要 的 作用 。 . 
: 最 后 一 部 分 是 “现代 数学 简介 ”。 这 一 部 分 的 目的 是 使 读者 对 现代 数 
学 的 若干 研究 领域 有 所 了 解 。 正如 文 首 所 述 理由 ,不 可 能 对 各 问题 分 别 
作 较 详尽 的 讨论 ， 也 不 可 能 将 现在 仍 处 于 萌芽 阶段 或 仍 处 于 深刻 变革 过 
程 中 的 那些 领域 收编 进 本 书 之 中 。. 读 者 如 欲 更 透彻 地 了 解 各 数学 分 支 ， 
可 以 参阅 专著 ,这 对 前 两 大 部 分 同样 适用 。. 


” 汉 南 , 理 查 德 
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合 论 是 现代 数学 大 区 的 基石 。 所 有 此 学 概念 的 精确 定义 都 是 建立 

在 集合 论 基 础 上 的 ， 而 且 数 学 演绎 方法 就 具有 远 辑 论证 与 集合 论 论证 扯 
结合 的 特征 简单 地 说 ,集合 论语 言 是 全 世界 数学 家 表达 和 领会 的 公共 
期 语 。 由 此 可 见 ， 如 果 稚 想 在 高 等 数学 本 身 或 者 它 的 实际 应 用 中 到 得 任 
何 进展 ， 那 末 他 就 必须 装 到 集合 论 的 基本 概念 和 结 果 ， 以 及 表达 它们 的 语 
各 

下 面 引用 的 集合 定义 给 出 这 样 _ 个 印象， 可 的 沫 台 模 念 由 于 它 一 
上 且 了 然 ,所 以 是 不 难 掌握 的 。 实 际 目 它 导 致 请 大 的 困难 ， 而 这 些 科 难 只 有 
通过 发 展 集合 论 的 公理 系统 才子 以 克服 。 

当 G, 康 托 尔 C(Georg Cantor,，1845~1918 全 人 大 
与 新 论证 而 建立 集合 论 的 时 候 ， 集 合 论 的 重要 性 仅仅 为 少数 几 个 数学 
所 烛 识 。 然 而 在 其 进一步 的 发 展 中 ， 含 论 天 和 到 了 几 和 所 有 的 划分 
支 ,对 这 些 数学 分 支 的 发 展 有 着 深远 的 影响 , 还 改变 部 上 已 经 确立 的 理论 
的 面貌 。 确 实 , 有 些 学 科 , 诸如 拓扑 学 的 发 展 ， 必 不 可 少 地 依赖 于 集合 论 
的 方法 。 更 加 重要 地 ,集合 论 表 明 是 一 种 统一 的 力量 , 它 给 所 有 数学 分 支 
以 一 个 公共 的 基础 ,给 它们 的 梳 念 带 来 一 种 新 的 清晰 和 准确 得 。 、 

以 下 各 节 ， 着 重 于 集合 论 在 各 个 数学 分 支 的 发 展 中 有 着 特别 重要 应 
用 的 那些 部 分 。 ， 四 ” ， “ 


1.1 集合 的 概 人 


” ”通常 ， < 妇 合 这个 调用 来 指称 某 各 意义 下 其 有 闪 辐 属 广 者 同类 事 
物 的 入 总 。 这 后 二 方面 难以 准确 表述 , 因而 不 纳入 数学 概念 ， 
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康 托 尔 的 集合 定义 : 集合 是 我 们 的 感 党 或 者 思维 所 完全 确定 的 
某 些 对 象 汇总 成 一 个 整体 的 结果 ; 这 些 对 象 称 为 该 集合 的 元 素 。 


尽管 这 个 定义 缺乏 准确 性 一 一 它 实 际 上 导致 子 盾 ( 见 例外 一 一 但 它 
足以 引进 几 个 重要 的 定义 和 概念 。 


如 果 对 象 a 是 集合 8 的 元 素 , 就 写 为 4ES( 读 作 “ a 属于 5” 或 
“5S 包含 o”); 如果 a 不 是 集合 8 的 元 素 , 就 写 为 c 皇 8。 如 果 吕 是 元 
| 来 a5.o，… 的 集合 , 就 写 为 8 一 {a 5 6; …}。 例如 ,人 3 是 | 
自然 数 集 。 如 果 5S 只 包含 一 个 元 素 w 那 末 8 就 叫做 独 集 , 5 二 {4}。 
如 果 8 包含 两 个 不 同 的 元 素 “ 与 b， 那 来 全 就 称 为 非 有 序 对 ， 5= 
{6, 从。 : 


集合 8 的 子 集 全 是 指 其 元 素 全 都 属于 8 的 任意 一 个 集合 ; 标记 为 
ZESS。' 不 同 于 号 自身 的 8 的 于 全 了 加 做 如 的 真子 集 ; 在 这 种 情况 下 
就 写 为 TCS。 空 集 是 一 个 根本 没有 元 素 的 集合 。 正 如 数 0( 历 史上 后 期 
的 一 项 发 明 ) 使 得 算术 的 命题 和 演算 完美 那样 , 引进 空 集 业已 表明 便于 集 
含 论 的 命题 和 论证 得 以 完美 。 空 集 通常 的 符号 是 g。 

其 元 认 本 身 就 是 集合 的 这 和 集合 和 为 吉 续 ， 全 如， 民族 是 人 的 

合 , 而 它 又 是 民族 “ 族 ” 的 一 个 元 素 。 一 个 十 分 重要 的 系统 就 是 给 定 集 

合 8 的 所 有 子 集 的 集合 ; 它 称 为 5 的 私信 并 记 为 P(S)。 

【例如 - 某 一 时 刻 碳 在 茶座 大 楼 3 内 所 有 人 的 集合 85 即使 在 选 定 
的 时 刻 这 座 大 楼 内 没有 人 ， 这 个 集合 也 是 完全 确定 的 ; 在 那 种 情况 下 8 
是 空 集 。 时 刻 $ 在 B 内 所 有 女人 的 集合 不 是 ,8 的 一 个 子 集 , 刺 ES; 三 
不 一 定 是 5S 的 真子 集 。 - 

[【 例 2] 所 有 素数 的 集合 。 网 几 里 得 早已 证 明 这 个 集合 是 无 限 的 ， 
学 例 工 的 那 种 集合 总 是 有 限 的 。 -、. 加 

【 例 3] 在 计算 王 时 使 用 的 单位 圆 所 有 内 接 正 多 边 形 的 集合 。 

【 例 4 自然数 的 所 有 子 集 的 集合 。 这 也 是 无 限 的 ， 事 实 上 后 面 将 
要 证 明 , 它 比 自然 数 本身 “ 更 加 ”无 限 。 : : 

【 例 5】 未 包 含 自身 作为 元 素 的 所 有 集合 的 集合 。 这 个 集合 
托 尔 定义 下 是 完全 允许 的 , 它 导致 著名 的 罗素 (Bertzand Russell, Ia72~ 


加 人 
i ; 
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4970 年 ) 悖 论 。 如 果 这 个 集合 记 为 B 而 且 假 定 B 是 其 本 身 的 一 个 元 素 
(RER), 1 ; 站 不 包含 它 

元 素 的 集合 (RFR); 也 就 是 说 , 该 假定 导致 矛盾 。 另 一 方面 ， 如果 如 不 
是 自身 的 一 个 元 素 《B 任 有 R), 那 末 由 于 下 包含 每 一 个 不 包含 自身 的 集合 ， 
五 不 能 是 这 些 集合 中 的 某 一 个 。 因此 忌 包含 它 自身 (REER), 这 又 是 一 
个 矛盾 。 因为 这 两 个 假定 之 中 必定 有 一 个 为 真 ， 所 以 整个 情形 处 于 与 志 
辑 定律 相 巴 盾 的 境地 。 ” 

- 例 5 表明 ， 如 果 要 回避 了 矛盾 ， 那 末 构 造 新 的 集合 就 不 准 无 限制 地 扩 
充 。 

这 些 例子 搞 清楚 了 集合 是 怎样 构造 的 。 集 合 是 由 属性 的 摹 状 所 确定 
的 。 说 得 稍为 精确 一 点 ,集合 是 由 所 有 这 样 的 对 象 E 组 成 的 , 溃 有 对 旬 
元 x 的 命题 4(z) 当 用 这 些 § 代 入 时 为 真 。 

例 工 到 例 生 申 的 命题 依次 是 

z 是 时 刻 上 在 大 楼 刁 内 的 人， 

和 是 素数 ， 

”iz 是 单位 阅 的 内 接 正 多 边 形 ， 

z 是 自然 数 集合 的 子 集 。 

如 果 z 由 任意 一 个 对 象 末代 赫 , 则 所 得 的 命题 或 为 真 或 为 假 。 集合 
论 的 公理 系统 中 十 分 重要 的 就 在 于 确切 地 描述 一 个 命题 句 ， 为 了 使 它 能 
用 来 定义 一 个 集合 所 必须 具有 的 逻辑 形式 。 


' 由 命题 五 (2) 定 义 的 集合 记 为 全 | 五 (x)} 读 作 :“ 使 得 豆 (o) 为 
奕 的 所 有 2 的 集合 ”)。 


C6] 甸 |z 是 自然 数 并 有 存在 一 个 自然 数 甸 使 5 一 是 所 有 平 
方 数 的 集合 。 这 个 记号 可 以 缩写 为 : {ze 页 |z 一 y?; 就 某 个 yEN}。 

本 世纪 前 半 叶 发 展 起 来 的 集合 论 公理 系统 一 般 都 具有 四 个 基本 原 
则 : 外 延性 原则 、 集 合 构 造 原则 ,无 限 集合 的 存在 疆 和 选择 公理 。 

让 延性 原则 是 说 , 两 个 具有 相同 元 素 ( 即 具 有 相同 外 延 ) 的 集合 8 和 
7 是 恒 等 的 (8 一 7) 。 这 里 杜 等 这 个 词 是 在 莱 布 尼 获 (Leibniz) 意 义 下 采 
用 的 , 就 是 说 ,在 任何 一 个 命题 中 8 可 以 由 了 来 代 畔 ,反之 亦 然 , 币 不 会 
改变 该 命 晤 的 真 假 。 ， 
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构造 原则 断言 , 一定 的 限制 类 型 的 帝 题 方 能 定义 集合 ;通常 的 限制 是 
命题 只 包含 对 象 符号 、 逻辑 符号 以 及 符号 E。 

现在 说 一 下 无 限 集 合 的 在 在 性 。 当 然 ,必须 将 无 限 的 合 义 弄 确切 。 这 
个 原则 难以 由 直接 参照 现实 而 促成 。 然而 少 了 它 , 大 部 分 数学 以 及 理论 
科学 , 诸如 微 积 分 和 经 典 力 学 ,将 变 得 毫 无 音义 。 甚至 不 可 能 对 自然 数理 
论 给 出 一 个 集合 论 的 基础 。 

最 后 还 有 选择 公理 , 它 是 许多 数学 论证 的 基础 。 然 而 许多 学 
者 对 这 个 公理 怀 有 疑虑 ， 类 似 于 先前 对 软 几 里 得 平行 公设 那样 的 不 要 
信 。 


选择 公理 。 如 果 & 为 非 空 集 的 一 个 系统 , 那 末 存 在 一 个 集合 4， 
它 与 8 中 的 每 一 个 集合 8 严格 地 有 一 个 公共 元 素 。 


1.2 集合 的 运算 
集合 的 运算 用 来 从 给 定 的 集合 构造 出 新 的 集合 。 最 重要 的 是 集合 5 
与 集合 了 的 交 、 并 和 差 。 


交 ; SNT=aorlz|zES 并 有 xET} 
”并 : AUT=oo{zlzE8 或 者 2ET} . 
关 SarirlsES 并 且 7 和 7 


[ 岗 4. {a, b, a} na, 5 dQ}= 他 可， {a 6 duto e 0， ,可 = -人 
ab, c, da}, {os b, cM\{a, c Qo} = {0}, 

[ 鲍 3] 所 有 算 形 的 集合 与 所 有 区 形 的 集合 的 交 ， 是 所 有 证 为 形 的 
集合 

[全 站 所 有 矩形 的 集合 与 所 有 平行 四 边 形 的 集合 的 并 ， 是 所 有 平 
行 四 边 形 的 集合 ;由 于 每 一 个 乱 形 部 是 平行 四 边 形 因而 对 于 所 有 平行 四 
边 形 的 集合 并 没有 增 滩 什么 东西 。 | 

重要 的 是 要 区 别 并 集 SU 了 与 或 者 属于 如 或 者 属于 了 (但 不 同时 属 
于 二 者 ) 的 所 有 元 素 的 集合 。 后 面 这 种 集合 称 为 3 和 了 的 对 称 差 , 而 这 
仅仅 为 了 特殊 目 的 才 信 尔 使 用 。 | 

集合 8 和 了 ZT, 如果 它们 的 交 是 空 集 , 则 称 为 不 相交 的 。 如 果 8 是 -如 


1.8 集合 的 运算 5 


的 任何 子 集 , 那 末 U\5 就 称 为 ,5 在 UU 中 的 补 集 。 
下 面 表 中 集合 运算 的 基本 性 质 ， 可 南平 而 上 有 甸 区 城 代表 集合 来 加 
以 说 明 ( 见 图 1.2-1)。 


交换 律 ”| 结 合 律 
SNT=7TNS  ， SNTNB= SNT) NR 
SUT= -TUS SUC(TUB= OUT) UR 
分 配 律 配 呈 ， 律 . 等 等 律 
SN(TUR) TMNT (SNT)U CS NR) SNS=S 
SUTNE)=SUTIN UR) SUS=S 


“(0 2 


SNMCTUE) SU TNA 
= (SND USNE) = (SUT) 站 (SU 已 
图 1.3-1 由 和 U 的 分 配 律 图 1.2-2 德 :摩尔 


根 规则 : (8 门 切 :一 SU 杰 


如 果品 和 了 工 是 也 的 子 集 : 它 们 在 忆 中 的 补 集 简 写作 8 外 8 .和 7， 那 末 
成 立 德 -摩尔 根 C 尔 根 CDe Morgan Morgan) 规则 : 规则 :8 ND) 8 UT SUT' GUT NT 

作为 一 个 例子 ， 这 里 是 第 一 个 命题 的 证 明 ( 见 图 1. 人 人。 为 了 说 明 
《8 NT)'=8'UXT', 来 证 两 个 命题 人 (SNT)'ESUT 以 及 (ii(Sn 2 二 
S'UT', 

为 了 证 明 Q), 设 ECGNT)', 即 zzEVW, 但 x 人 SNT。 现 在 或 省 $E5 
或 者 zx.S8。 落 为 后 者 ; 则 z 革 5 因而 xES' UT'。 落 为 前 者 , 则 x 人 ZT, 否 
则 z 将 是 8NT 的 一 个 元 素 。 因 此 ?ET', 又 有 2ES'UT'。 这 就 完成 了 
的 证 明 。 | 

为 了 证 明 Gii)， 设 5ES'UXZ'， 即 xE8' 或 者 xET' (当然 也 可 能 二 
者 都 成 立 )。 在 第 一 种 情形 下 z 针 SS， 从 而 >&. SnZ。 在 第 二 种 情形 下 
2 人 了 又 有 ZLSn7。 

集合 的 广义 运算 。 交 和 和 并 的 运算 ， 起 初 定义 为 二 元 运算 。 然而 , 它们. 
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不 但 能 推广 到 3, 4, … 个 集合 , 而 且 还 能 推广 到 任意 一 个 集合 系统 上 去。 
不 过 首先 要 有 几 点 说明 。 - .i 

用 黑体 字母 来 记 集合 的 系统 。 系统 S 的 成 员 38， T，… 有 时 带 下 标 
或 者 依赖 于 参数 。 例如 ,有 限 系统 8 可 以 写成 {51,…， sy 或 者 5S= 
{Sa]iz.… 寻 。 常 常 采用 S= {S44icx。 这 样 ,如 果 4, 一 {rEN|z<< 忆 , 那 
未 {4a}nen 是 自然 数列 所 有 起 首 截 段 的 族 。 

一 般 地 ， {Saver 称 为 有 标 集 族 ， 其 中 给 定 下 标 集合 荆 并 且 对 于 每 一 
个 ie 指定 族 中 的 集合 Se 族 中 的 每 一 个 集合 必须 至 少 出 现 一 次 ,但 并 

要 求 不 同 的 下 标 给 出 不 同 的 集合 。 用 映射 的 术语 ( 见 工 . 工 . 生 节 ), 一 个 

有 标 族 S' 是 工 到 S 上 的 一 个 满 射 ; 这 里 S 本 身 是 映射 的 值 域 。 每 一 个 
族 S 都 可 以 将 S 本 身 取 作 下 标 集 合 而 成 为 有 标 族 。 


任意 一 个 系统 S 的 交 和 并 的 定义 : 
nnS=ao 世 |zEG, 就 所 有 的 8ES}; US 一 ant elses, 就 某 
个 SES}。 

如 果 S 是 有 标的 ，S={Ssher， 则 写成 nS= -Bs US= 


当 该 系统 仅 有 更 个 成 只 的 时 候 ;、 这 上 定义 也 就 包括 原 米 两 个 集合 的 
情况 。 ，. 
分 配 律 的 推广 Sn sns: SUN 8 Sus 


AAA 人 只 全 下 人 站 


[SJ] 一 Eh -sty Sj]'= (Sse 


1.3 关系 

已 知 如 果 a 和 5 是 不 同 的 实数 , 那 末 a。<b 或 者 5<a。 如 果 a<b, 屠 
未 也 可 以 说 对 于 数 对 (a, 功 成 立 * 小 于 关系。 这 个 关系 可 记 六 五 。 而 它 
这 全 由 所 有 成 立 这 个 关系 的 有 序 实 到 的 集合 表征 。 这 开拓 
就 导致 下 述 基 本 定义 。 


集合 8 上 的 一 个 关系 是 8 的 有 序 元 素 对 的 一 个 集合 。 如 果 
4 D) ER, 那 末 也 说 五 对 于 有 序 对 (a,b) 成 立 ,有 时 就 将 此 写成 aRb。 


在 上 面 的 定义 中 “有 序 对 ”这 个 词 是 在 朴素 的 、 直 观 的 意义 下 使 用 

它 是 对 象 4 和 5 的 这 祥 一 种 聚合 , 其 中 4 表现 为 有 序 对 (4, 如) 的 第 二 
个 六 而 2 则 为 第 二 个 元 素 。 本 节 的 后 面 ,将 给 出 有 序 对 概念 严格 的 集 
合 论 定义 。 

【 例 此 刻 所 有 活着 的 人 的 集合 8 中 , 可 由 “4 是 B 的 父母 "或 者 
“B 是 4 的 陀 子 ”来 定义 一 个 关系 Co。 

【 例 3] 集合 8= 卫 ,2,3, 4 6, 123} 上 的 关系 Bs 用 命题 党 整除 
多 来 定义 ， 它 由 数 对 ( 1 ，(, 2),…，(2, 2)，(2, 9 等 等 组 成 。 在 
图 1.3-1 中 ,这 个 关系 由 一 个 第 头 图 来 表示 , 其 中 用 圆 点 表示 数 , 如果 在 
它们 之 阅 成 立 这 个 关系 , 就 用 第 头 连 结 起 来 。 因 为 每 一 个 数 整除 它 自 身 ， 
所 以 每 一 个 点 都 用 环形 箭头 (圆圈 ) 与 自身 连结 起 来 。 


ri 


图 1.3-1 {1， 2, 3, 4, 6, 12} 上 整除 关系 的 箭头 图 


集合 frES1(%, y) ERR, 至少 一 个 yES} 称 为 玉 的 支 集 。 集合 
{rES1 GY, 2) ER, 至 少 一 个 yES} 称 为 BR 的 值 域 。R 的 支 集 和 值 


域 记 为 SuppR 和 RanR。 集合 Dom= SuppRU RanB 称 为 定义 
域 。 显 然 , DomRES。 


例如 在 例 1 中,C 的 支 集 由 至 少 有 一 个 孩子 的 人 全 体 组 成 , 值 域 则 由 
其 父母 之 中 有 一 个 还 活着 的 人 全 体 组 成 。 在 例 3 中 所 有 的 元 素 既 属于 支 
集 又 属于 值 域 。 

在 数学 中 ,关系 的 某 些 性 质 起 着 特殊 的 作用 ; 下 面 表 中 给 出 几 个 最 重 
要 的 性 质 \ 这 里 吾 为 8 上 的 一 个 关系 )。 


已 是 自 反 的 一 det 对 于 所 有 的 XE5 成 交 2ZPRz。 

也 是 非 自 反 的 “一 tet 不 存在 ER8 使 5Bz 成 立 。 

刀 是 对 称 的 ”一 se 对 于 所 有 的 > 9E5, 如 果 zRy, 则 yBz。 

且 是 非 对 称 的 ”一 aoe 不 存在 元 案 2% YES 具有 zy 并 且 %Rz。 

吾 是 反对 称 的 ”一 def 对 于 所 有 的 xz，yES， 如 果 zBRy 并 且 
yRx, MM| w= yo 

忌 是 传递 的 一 def 对 于 所 有 的 x, y, *E5:， 如 果 wRy 并 且 


482 WM] wRe 
有 是 连通 的 。 =aot 对 于 所 有 的 myES: 如 果 2y 则 zBRy 
或 者 yRe。 | 
尼 是 左 方 叭 一 got 对 于 所 有 的 %, y，z 人 8; 知 果 wRs 并 且 
一 的 YRs, 则 X=y。 
五 是 右 方 唯 ” 一 ao 对 于 所 有 的 名 y，sE5: 如 果 xRy 并 且 
一 的 ZRs, 则 y=86 
如 是 两 方 唯 。” =ao B 是 左 方 唯一 的 并 且 是 右 方 唯一 的 。 
一 的 让 


关系 的 限制 如果 忌 是 8 上 的 一 个 关系 ， 并 且 人 是 5 的 一 个 子 
集 , 那 末 {Cz, y) ERIz, yET} 是 外 上 的 一 个 关系 。 它 称 为 于 了 的 
限制 , 常 记 为 Rlz。 例 好 , 自然 数 贡 上 的 “小 于 ”关系 是 实数 有 上 “小 于 ” 
关系 于 贡 的 限制 。 

等 价 关系 集合 上 的 等 价 关系 是 这 样 一 个 关系 , 它 是 自 反 的 、 对 
称 的 ,传递 的 , 并 且 具 有 支 集 8。 等 价 关 系 不 仅 在 数学 的 每 一 个 角落 , 而 
县 在 几乎 所 有 的 科学 中 都 会 遇 到 。 

【 例 31 线 ? 平行 于 线 六 2。 

【 例 和 数 a 按 模 m 同 余 于 数 b.a==b(modm)。 : 

{ 例 5] 三 角形 4BG 相似 于 三 角形 4'B'C'; 八 4BOC~ 信 4'B'C', 或 
图 形 玉 同 胚 于 图 形 FF( 见 II. 第 21 章 )。 

【全 6 > 恒 等 于 y。 3 上 的 恒 等 关 系 ids 为 集合 {(z，2)1z 
ESB}, 

上 的 一 个 等 价 关 系 五 诱导 出 8 的 一 个 划分 ,将 8 划分 成 类 , 每 一 
个 类 由 彼此 之 间 成 立 该 等 价 关系 的 那些 元 素 组 成 。 


集合 8 的 一 个 划分 是 8 的 非 空子 集 族 P, 这 些 非 空子 集 称 为 


该 划分 的 类 , 具有 下 述 两 个 性 质 , 工 . 任何 两 个 不 同 的 类 是 不 相交 的 ， 
2. 8 的 每 一 个 元 素 处 于 某 个 类 中 ( 见 图 1.3-2) 。 


Ca=Car ) 0 


图 .8-2 集合 上 分 成 三 个 类 的 划分 


如 果 PP 是 一 个 划分 ， 那 未 8 的 每 一 个 元 素 4 就 严格 地 处 于 一 个 类 
aeP 中 , 这 个 类 便 记 为 Cu。 显然 0 一 0w, 当 且 仅 当 召 处 于 0。 中 。 

! 下 面 的 简单 定 再 具有 基本 的 重要 竹 。 它 是 抽象 和 理 的 基础 。 
存在 S 其 的 一 个 贿 分 PP， PP， 使 元 束 a ES 处 于 罗 册 二 关中 当 上 且 仅 当 
aRb 成 立 。 反 之 ,如 果 忆 是 5 的 一 个 九 分 , 那 分 , 那 末 关 系 te 5) | 存在 = 二 
CEP 以 CEP 以 及 .av REQ} 是 一 个 等 价 关 系 。 

”证 明 。 设 记 。 设 五 为 给 定 。 定 义 Os 二 oct C afzE8loRa 并 称 之 为 a 的 等 价 
类 。 设 了 是 8 元 素 的 等 价 类 族 。 因 为 对 于 8 的 所 有 元 素 成 立 aRa, 所 

以 如 E06。 干 是 ,3 的 每 一 个 元 素 处 于 .P 的 某 床 类 中 。 列 下 要 证 明 的 
不 同类 是 不 相交 的 。 假 定 Cs 和 Ce 不 是 不 相交 的 ,莫如 说 c 蕊 0sn Cu 屠 
末 aBc 并 且 bRc。 的 为 B 是 对 称 的 , 这 蓝 洱 着 cB6; 再 由 号 的 传递 律 得 
4Bb。 现 在 如 果 *ECo 那 末 bRe; 并 且 再 由 传递 律 有 46 的 此 6E0。 
从 而 Cse0,。 用 同样 的 方法 证 骨 ECo， 所 以 以 一 这样， 非 不 相交 
的 类 是 惜 等 的 , 从 而 P 是 所 要 求 的 划分 。 

。 另 一 方面 , 设 已 是 8 的 一 个 划分 ， 并 设 五 如 定理 的 命题 那样 地 定 
义 ， 忆 显然 是 自 反 的 和 对 称 的 。 假 定 aBb 并 且 DRo， 屠 未 根 据 定义 存在 
P 的 类 0, 0'， 使 4, bE0 而 b, eEC'。 这 两 个 类 不 是 不 相交 的 ， 因 为 
bECNO', 因此 它们 是 恒 等 的 。 然 而 现在 @, cE0, 因而 根据 的 定义 有 
aRc。 所 以 五 是 传递 的 。 这 就 完成 了 证 明 。 

上 述 例 工 的 等 价 类 是 同年 出 生 的 人 的 集合 ， 例 2 的 等 价 类 是 有 理 数 
合 ,而 例 6 的 等 俐 类 是 8' 中 沟 狼 沫 &:  ，，“ | 
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次 序 关 系 。 集 合 8 上 的 一 个 关系 ,如 果 R 是 自 反 的 ,传递 的 
并 且 反对 称 的 ， 则 称 五 为 8 上 的 一 个 偏 序 。 如 果 互 还 是 连通 的 ， 
则 它 就 称 为 全 序 或 者 线性 有 序 。 


【 例 7】 整除 性 关系 Rs 是 自然 数 的 - -个 偏 序 。 
【 例 8 “5 是 了 的 子 集 ”关系 是 集合 0 的 子 集 的 一 个 仿 
【 例 9] 关系 a<b“a 小 于 或 等 于 b” 是 实效 集合 的 一 个 偏 序 ， 事实 
上 是 实数 集合 的 一 个 全 序 。. 


一 个 有 序 集 定 义 为 一 个 对 (S，A)， 这 里 是 集合 8 的 一 个 偏 
序 。 遂 常 也 用 符号 .8 代表 有 序 集 (S, RB) 。 吾 于 5 的 子 集 T 的 限 ) 
| 逢 五 lz 还 是 一 个 次 序 , 换言之 , 有 序 集 的 子 集 也 是 有 序 的 。 如 果 8 
| 是 具有 偏 序 关系 BR< 的 有 序 集 ， 屠 末 要 是 对 于 所 有 的 zE7， 成 立 
zB 的话 ， 就 称 元 囊 4EB 为 8 的 子 集 包 的 一 个 上 界 。 如 果 在 8 中 
不 存在 om 少 忆 me 则 元 娄 mE8 称 为 9 中 最 大 的 ， 


下 面 是 整个 教学 中 最 常用 的 引 理 之 一 ， 它 等 价 于 选择 公理。 

库 拉 托 夫 斯 基 - 一 位 转 (Kuratowski Zorn) 引 理 。 如 果 有 序 集 
《S, 《S, BR) 的 每 一 个 全 序 子 集 在 S 中 有 J S 中 有 上 界 , 那 末 那 末 S .S 有 一 个 最 大 元 素 。 

“在 基数 的 那 一 节 有 一 个 应 用 这 个 引 理 的 重要 例子 。 

- 有 序 对 的 集合 论 定义 -因为 4 表现 为 有 序 对 (@， 2) 的 左边 成 员 ， 而 
b 为 右边 成 员 ， 所 以 有 序 对 不 能 简单 地 定义 为 {a 5} 。 这 个 困难 通过 如 
下 巧妙 的 定义 而 得 以 克服 。 


ee Co Dafiy 世 中 


如 果 -a 拓 2 则 可 将 有 序 对 (a, 5) 的 左边 元 素 表 现 为 该 集中 独 集 的 那 
个 元 素 , 而 右边 元 素 就 是 不 在 独 集中 的 另外 一 个 元 素 了 。 

由 这 个 定义 可 以 导出 有 序 对 的 下 面 一 个 基本 性 质 。 

命 通 (al ca) 二 (bt pb 成立, 当 且 仅 当 吗 二 00 并 县 一 ba。 、 


14 了 喘 射 重 


两 个 集合 8 与 4 的 笛 卡尔 乘积 Sx 了 是 所 有 有 序 对 (4a, 5) 的 
集合 , 其 中 aE8 而 5ET。 乘 积 8XS 缩写 为 82 52XS 缩写 为 
5 等 等 。5" 的 元 素 称 为 元 素 的 如 元 组 。 三 元 组 ,或 三 重组 (( 
5b), 0 缩写 为 (a, 5b, 0), 以 此 类 推 。 


[ 例 11] 复数 集 6 可 以 看 作为 所 有 实数 集 与 它 自身 的 乘积 及 xR 
一 R2。 


S" 的 一 个 子 集 称 为 8 上 的 一 个 元 关系 。 如 果 S51 定义 为 
二 自身, 那 末 § 上 的 一 元 关系 就 是 8 的 子 集 。 二 元 关系 正 是 本 节 一 直 
在 讨论 的 关系 。 侦 尔 % 元 关系 也 称 为 谓词 。 


[ 例 12】 “点 六 位 于 点 了 与 之 间 “关系 是 平面 上 点 的 一 个 三 元 
关系 。 

[ 例 18】]】 “ 是 > 与 9 的 和 ”是 在 自然 数 集 上 的 ， 也 是 在 其 他 数 集 上 
的 一 个 三 元 关系 。 “ 

【 例 区】 “平面 上 构成 平行 四 边 形 的 四 点 组 [0O, P, 9, BJ” 是 平面 
点 集 上 的 一 个 四 元 关系 。 


1.4 映射 


集合 3 上 的 其 值 在 集合 内 的 一 个 函数， 是 支 集 在 5 内 , 值 域 
在 工 内 的 一 个 右 方 唯一 的 关 隶 。 如 果 支 集 为 整个 8, 则 称 之 为 从 
仿 到 了 内 的 一 个 映射 。 如 果 上 映射 的 值 域 是 整个 TZ， 则 称 之 为 8 到 
了 上 的 一 个 映射 ,或 称 为 满 射 。 


注意 。 显 然 8$ 上 的 其 值 在 了 内 的 函数 是 SX 了 7 的 特殊 子 集 。 在 有 
些 数学 分 支 (例如 复 分 析 ) 中 函数 不 必 取 成 右 方 唯一 的 。 这 里 给 出 的 定义 
符合 数学 中 的 普通 习惯 。 
函数 与 映射 遍及 整个 数学 。 最 常见 的 是 从 一 个 集合 8 到 另 一 个 集 
合 了 内 的 映射 , 也 写 为 也 :58 -> 了。8 到 内 所 有 映射 的 集合 记 为 75。 
因为 常常 要 同时 涉及 几 个 不 同类 型 的 映射 ， 例 如 其 变 元 是 函数 或 映 
射 的 那些 映射 ( 见 例 3), 所 以 对 于 映射 或 者 特殊 类 型 的 映射 有 一 些 同 义 
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词 。 最 常见 的 是 运算 (主要 就 3? 到 S 内 的 映射 而 言 )、 算 子 汽 汪 ( 主 要 
就 函数 的 实 值 冰 数 而 言 )、 丞 子 以 及 同 态 (多 半 是 就 在 某 种 意义 上 保持 结 
。 构 的 映射 而 言 )。 


象 与 逆 象 。 如 果 玉 是 一 个 在 态 上 而 其 值 在 内 的 函数 , 并且 
如 果 (z, y) EF， 闭 未 称 y 为 在 矿 之 下 zz 的 象 , 或 者 称 为 了 在 > 处 
的 值 。 这 可 以 用 几 种 记 法 :4 一 zz y= 二 X,Y 二 了 (2) 或 Yy 二 了 so。 如果 


yy 一 了 P(x)， 那 末 称 x 为 在 五 之 下 yy 的 一 个 逆 象 。 集合 7 所) 一 
act{T ES | 如 (z) = 外 是 的 完全 道 象 。 


特定 函数 ”在 实数 集 卫 上 且 其 值 还 在 及 内 的 函数 称 为 实 函数 或 一 
元 实 变 函 数 。 元 实 变 函 数 是 在 R" 上 且 其 值 在 了 内 的 函数 。 自 然 数 了 
到 自身 内 的 映射 称 为 算 尺 函数 或 者 数论 函数 。 

[ 例 1] yz? 是 一 个 实 函数 ; 这 个 记号 虽然 常用 , 但 容易 引起 误解 ， 
比较 好 的 记号 是 了 :x -> 22。 此 时 函数 就 叫 笋 Be。&us 的 支 集 显然 是 整 
个 B, 它 的 值 域 是 R>", 非 负 实数 集 。 

集合 {0,…, 2 一 二 到 集合 8 内 的 映射 称 为 8 元 素 的 % 项 序列 。 如 
果 百 人 =aG=0, …， 1% 一 了 , 则 瑟 就 写成 刺 = 《ao,…; an 人。 自然 数 集 
贾 到 有 内 的 映射 简称 为 8 元 素 的 序列 。 具 有 (i) 一 的 序列 FP 写成 
(al，a2 ，…) 或 者 (ao)ieNo 

映射 的 限制 ”如 果 玉 是 8 到 工 内 的 一 个 映射 , 并 且 如 果品 是 8 
的 一 个 子 集 , 则 {Cz, ) EFIzED} 是 0 至 工 内 的 一 个 映射 。 它 称 为 下 
对 可 .的 限制 , 记 成 了 |z。 例 如 , 自然 数 的 加 法 运算 是 实数 上 同名 运算 的 
限制 。 正 如 这 个 例子 所 表明 的 那样 ， 映 射 的 限制 常常 记 成 同 未 限制 的 映 
射 一 样 的 符号 。 


内 射 函数 。 一 个 在 5 上 而 其 值 在 了 内 的 函数 ， 如 果 它 还 是 一 

个 左 方 唯一 的 关系 , 则 称 之 为 内 射 的 、 可 送 的 或 一 对 一 的 。 在 这 种 情 

形 下 , PF 值 域 的 每 一 个 元 素 具 有 唯一 的 逆 象 ， 从 而 集合 {(y, 2) ET 

xS|(z, 嫉 EF} 是 在 了 上 而 其 值 在 8 内 的 一 个 函数 。 它 称 为 了 

中 的 反 苑 数 ， 记 为 PF"1。 如 果 是 一 个 内 射 ， 那 末 :是 一 个 映射 ， 

当 且 仅 当 刃 是 满 射 。 这 样 的 映射 就 称 为 双 射 的 。 一 个 双 射 的 逆 还 
是 双 射 的 。 


LT 
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[ 例 2] jos 是 8 到 自身 上 的 一 个 汉 身 ; 它 就 等 于 其 遂 。- 
【 例 3] 8%b 是 {0; 直到 8 内 所 有 映射 的 集合 ， 即 8 元 素 的 所 有 
责 项 序列 的 集合 : {(ao, dp) lao, oyES}。 设 FM 人 9 1 是 将 序列 
(qo, aD) 与 有 序 对 (ao 4) 联系 起 来 的 映射 ,显然 7 是 双 射 的 。 由 此 可 见 ， 
在 5 元 素 的 n 项 序列 与 5 元 素 的 %* 元 组 之 间 没 有 实质 性 的 差异 。 
{ 例 筷 设 S 是 一 个 集 族 而 4 是 与 该 族 的 每 一 个 成 员 严 格 地 有 一 
个 公共 元 素 的 集合 。 将 该 族 的 每 一 个 成 员 8 与 SN 4 的 唯一 元 素 联 系 
起 来 。 这 样 定义 的 从 8 到 4 上 的 映射 = 就 称 为 对 于 8 的 一 个 选择 函 
数 。 馅 择 函数 只 是 在 特殊 情况 下 才 是 可 逆 的 。 
映射 的 组 合 如 果 了 和 G 是 函数 , 则 集合 
五 =ast{f(z 8)| 存 在 一 个 y 使 (%， 切 ER 并 且 人 2 EG} , 
又 是 一 个 函数 , 它 的 支 集 包含 在 的 支 集 内 , 而 它 的 值 城 包含 在 G- 的 人 
域内 。 这 个 五 称 为 .F 和 G 的 组 合 、 复 合 斌 来 积 。 如 果 在 函数 之 下 的 象 
写 为 (vw) 等 等 , 那 来 它 就 记 为 全 :也 ,因为 “一 五 (意味 着 * 一 G (8 (2))。 
如 果 使 用 记号 y=:zz 和 8=-%8， 那 末 染 积 就 以 相反 的 次 序 写 成 gs (v7) 
一 zzd。 必 须 注意 确保 所 用 的 记号 是 明白 无 误 的 。 
如 果 互 是 从 8 到 可 的 一 个 映射 , 而 G 是 从 也 到 了 的 一 个 映射 
则 吾 =G.( 这 里 取 前 一 段 的 次 序 ) 是 从 8 到 卫 的 一 个 上 映 射 。 这 里 忆 .G 
其 至 不 必 含 有 任何 一 个 有 序 对 。 映射 的 厂 积 满足 结合 律 ， 即 对 于 任 沿 三 
个 映射 了， 全 和 五 ,有 FF'(G。 H)= 《有 .GD 五。 
: [ 例 引 立行 位 移 是 平 曾 二 入 到 自身 上 的 尾 殊 映 射 ( 波 射 )。 在 这 者 
情形 下 ,两 个 平行 位 移 -和 q 的 复合 写 为 和 p 十 go 运算 十 满足 交 换 律 
但 是 一 般 池 说 , 函数 的 复合 不 满足 交换 律 
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。 有 限 性 定义 “在 梓 素 的 意义 下 ,如 果 存 在 一 个 自然 数 t 使得 集合 A 

的 元 素 可 以 用 二 之 前 的 自然 数 一 一 数 出 ， 则 集合 8 是 有 限 的 更 确切 地 

说 ,假如 存在 从 小 于 ”的 自然 各 合 到 9 上 的 一 个 双 儿 就 称 为 有 限 
合 。 

个 定义 有 一 个 续 吉 , 即 把 自然 歼 作 为 早已 给 定 了 的 。 另 一 方面 ,为 

让 从 反 过 来 又 项 要 有 限 集合 的 概念 。 这 个 困难 首先 由 莽 德 金 

CDeisking) 明 确 好 认识 到 。 他 如 免 使 用 自然 数 而 代 之 以 使 用 映射 给 出 有 
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限 性 的 一 个 定义 , 克服 了 这 个 困难 。 


戴 和 多 的 有 限 性 定义 。 如 果 到 自身 的 每 一 个 内 射 部 是 双 身 
的 , 则 这 个 集合 3 是 有 限 的 。 


由 这 个 定义 可 以 得 出 , 当 且 仅 当 存在 5 到 自身 的 一 个 内 射 ， 但 它 不 
是 一 个 满 射 , 换 旬 话说 ,如 果 存 在 S 到 8 的 某 个 真子 集 上 的 一 个 双 射 ,8 
是 无 限 的 。 

也 许 最 常用 特别 方便 的 是 罗素 提出 的 定义 。 


罗素 的 有 限 性 定义 。 如 果 集 合 3 属于 具有 如 下 性 质 的 一 切 可 
能 的 系统 S; 1. gE S; 2. 如 果 ZTES， 那 未 对 于 所 有 的 aE 来 说 
UU {a} ES, 则 这 个 集合 8 是 有 限 的 。 


容易 证 明 , 一 个 集合 在 罗素 定义 的 意义 下 有 限 的 , 也 就 在 或 德 金 意义 

? 3 下 有 限 。 道 命题 可 以 用 选择 公理 来 证 明 。 

| 小 【 例 切 “自然 数 集 再 是 无 限 的 , 因为 存在 

4 5 再 到 页 的 某 个 真子 集 , 例如 偶数 集 上 的 一 个 
图 1.5 自然 数 集 内 射 ( 见 图 1.5-1)。 一 个 同样 适用 的 映射 
对 到 一 个 真子 集 上 三 0 一 9 十 1 

的 双 射 (护照 血 利 格 ) 基数 


ee 


es 


me 


两 个 集合 8 和 7, 如 果 存在 从 8 到 | 7 的 一 个 双 秧 , 则 这 两 集 
合 叫做 竿 梦 的 或 说 具有 相同 的 势 ( 写 为 : 97) 。 
显而易见 ， 上 面 定义 的 关系 是 在 任何 一 个 适当 的 集 族 上 的 一 个 等 价 
关系 。 因 此 它 导致 族 的 一 个 划分 ,将 该 族 划 分 成 等 势 集 的 类 。 


基数 是 与 给 定 集合 等 势 的 集合 类 。 有 限 条 的 基数 各 为 自然 数 。 


无 限 集 的 基数 称 为 超 限 数 。 


不 能 对 所 有 集合 的 族 ， 甚 至 也 不 能 对 与 给 定 集合 等 势 的 所 有 集合 的 
谈 进 行 运算 , 因为 这 样 会 导致 罗素 儒 论 。 为 了 园 避 这 种 情况 ,通常 将 上 述 
定义 限制 于 一 个 既是 可 能 那样 大 又 是 必要 那样 大 的 族 FF， 在 那 种 场合 
下 , 基数 自身 就 是 集合 , 即 集 族 。 不 过 后 面 可 能 有 必要 扩大 族 F。 

基数 的 比较 集合 8 的 势 或 基数 记 为 card 8。 基数 则 记 为 小 写 黑 
体 字 坪 s 上 等 等 。 
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| "<s~wn 是 cara8=* 的 集合 8 的 一 个 于 及 的 基数 。 


这 个 定义 与 8 的 选择 无 关 。 

伯 思 斯 担 (Bernstein) 定理 。 如 果 存 在 从 他 到 下 内 的 - 一 个 内 射 ， 又 
看 在 从 了 到 8 内 的 二 个 内 碳 ; 则 .3 和 了 等 次。 

“这 个 定理 萄 涵 著 基数 上 的 关系 < 去 是 反对 称 的 。 

定理 。 基教 上 的 关 条 SS 是 一 个 次序 

本 节 末 响 将 要 证 明 , 任何 两 个 基数 都 可 以 比较 , 就 是 说 < 是 一 个 全 
序 。 在 1.6 节 还 将 证 明 , 任何 一 个 非 空 的 基数 集 含有 最 小 元 素 。 

任意 大 基数 的 存在 性 ”下面 的 康 托 尔 定理 是 超 限 基数 理论 的 基础 。 

康 托 尔 定理 ”对 于 任何 一 个 集合 确实 存在 一 个 势 更 高 的 集合 ， 
GardP 4S). >oards。 

这 个 定理 的 证 明 惊人 地 简短 而 优美。 一 方面 ， 显 然 存 在 一 个 如 到 
P(S) 的 内 躬 , 就 是 将 元 素 ES 对 应 于 P(8) 中 的 独 集 fq}。 现 在 必须 
证 明 ， 没 有 一 个 从 太 到 P(S) 的 内 射 是 满 射 的 ， 换 名 话说 对 于 从 人 到 
P(S) 的 每 一 个 内 射 ，. 存在 没有 道 象 的 P(S) 元 素 。 这 只 要 证 明 集合 Z=- 
aet{2ES18 人 op(z)} 决 不 是 在 9 之 下 的 一 个 象 就 行 了 。 假 定 相反 : 譬如 说 
对 于 某 个 wxES， 有 了 =p(o)。 现 在 或 者 wEI 或 者 Y&D。 如 果 &wED， 
则 因为 =p(), 于 是 weE9(w) =T; 但 是 根据 定义 ,0 仅仅 包含 .8 的 这 
样 一 些 元 素 ， 它 们 不 是 在 9 之 下 其 象 的 元 素 。 于 是 这 个 假定 导致 予 盾 。 
而 另外 一 个 假定 也 导致 矛盾 , 因为 wFE50 意味 着 Fp(w), 由 于 吕 包含 着 
S 中 不 是 其 象 的 元 素 的 所 有 元 素 , 这 药 涵 着 vEZ。 因 此 原先 的 假定 站 
示 住 脚 (这 个 证 明 与 罗素 悖 论 相 比 ,， 这 里 作 了 一 个 假定 ， 因 为 它 导致 矛盾 
从 而 证 明 这 个 假定 站 不 住 脚 在 罗素 悖 论 中 应 用 于 所 有 集合 的 集合 的 论 
证 与 此 是 一 样 的 ,不 过 没有 预先 的 假定 , 由 此 它 导 致 一 个 不 可 解 的 悖 论 )。 

可 列 集 . - . 


一 个 集合 8 如果 它 等 势 于 自然 数 集 可, 也 就 是 说 , 如 果 存 在 一 


个 从 可 到 8 上 的 双 射 9:m -> an, 则 这 集合 .S 称 为 可 列 的 (或 可 数 
的 )。 可 列 集 的 基数 记 为 Xo。 


最 小 超 限 基 数 是 X06 
证 明 。 例 1 表明 和 , 是 超 限 的 。 剩 下 的 就 是 要 证 明 对 于 所 有 的 超 限 
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基数 ，%Wo<<n， 即 每 一 个 超 限 集 包含 一 个 可 列子 集 。 为 此 设 5 是 无 限 的 
并 设 ? 是 3 到 妨 的 一 个 真子 集 卫 的 内 射 。 选 择 sES\T 并 置 c 一 oo 
再 归纳 地 定义 mit 一 9 (oo)。 集 合 {aliEN} 是 的 一 一 个 可 列子 
集 。 

在 这 个 定理 的 通常 朴素 的 证 明 中 , 先是 选 出 5 的 一 个 元 ao, 然后 
选 出 Bi 一 BAN\{ao} 的 元 素 an 并 以 此 方式 类 推 。 这 个 过 程 不 会 中 断 , 因为 
8 为 无 限 这 个 事实 蕴涵 着 集 8 非 空 。 这 一 论证 悄悄 地 应 用 了 选择 公理 ， 


，_。 so。 a 不 过 它 是 能 说 得 完全 精确 的 。 
"0 可 列 多 个 可 列 集 的 并 是 可 列 
A/ A 
G18 设 于 ,= {ayo，q as “} 并 
| 7 4 7 且 假设 所 有 这 些 集合 MM, 的 元 素 排 
so。 …。 列 成 一 个 无 限 和 矩阵 ( 见 图 1.5-3)。 
rm / 计数 可 以 在 左上 角 开始 并 且 按照 由 
oo as mm .…。 箭头 显示 的 方式 对 角 地 继续 下 去 。 
tt : 元 素 只 计数 一 次 ， 重 复出 现 者 就 略 


; » 。 “ 去。 例如 ， 著 oa=ax, 则 oa 就 略 


图 1.5-2 为 了 证 明 可 列 多 个 可 A 
列 集 Wi faoy at am …} 去。 是 然 ,用 这 个 方式 -4 全 部 


的 并 可 列 而 作 的 矩阵 排列 ”被 一 一 数 出 。 
这 个 证 明 曾 被 康 托 尔 用 来 说 明 有 再 数 集 是 可 列 的 。 可 以 得 旬 它 们 是 
用 如 无 限 矩 阵 中 的 元 素 ss 同样 的 方式 排列 着 。 
基数 的 和 与 积 ” 如果 8 和 2 是 基数 。 和 上 互 不 相交 的 代表 ， 那 末 
s 与 志 的 和 定义 为 3 十 tau card(SUT), 而 积 为 st=aer card(S x 了)。 
这 些 定义 可 以 拓 广 到 任意 多 个 基数 的 情况 。 


- 设 fmwhsel 是 一 个 基数 系统 而 Mejsez 是 一 个 互 不 相交 的 代表 
系统 ， 于 是 定义 到 mm 一 acard 己 Mio 


为 了 定义 基 雪 的 积 以 及 最 后 定义 基数 的 寡 ， 需 要 将 亿 卡 尔 乘积 推广 
到 任意 的 集合 系统 8,iE 人 。 这 个 推广 在 雪 学 的 其 他 部 分 也 有 有 
用 。 
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笛 卡 尔 乘 积 的 推广 
2 人 一 ae or fF 是 从 了 到 [jj 3 内 的 一 个 映射 ,其 中 .fC2) es | 


于 Hh = got cardX M, , 
， 如 果 对 于 所 有 的 iEl, 5,=5,， 则 对 于 X 5S, 就 写 为 ST, 类似 地 ， 


如 果 所 有 基数 we 相等 , 则 就 是 tm*(n 一 card 三。 


可 以 证 明 , 对 于 超 限 基数 来 说 ,mz 十 一 m+n 一 max(m,n)。 特 别 是 对 
于 任何 一 个 超 委 基数 m 有 m 二 0 一 tm: 各 一 imo 这 意味 着 通常 的 算术 运 筑 
当 拓 广 到 超 限 基数 时 就 变 成 平凡 的 了 。 然 而 这 对 于 邓 窗 不 真 ,例如 , 下面 
的 定理 表明 m<2"。 

”如果 集合 M 具有 基数 mm, 那 末 PC37) 具 有 基数 2"。 

为 了 证 明 这 一 点 ， 将 及 的 每 一 个 子 集 了 与 它 的 特征 函数 x 二 Xr 联 

系 起 来 , 特征 函数 定义 为 
x(a) = fi 如 果 aET 
0 ”如果 aEM\T。 

这 给 出 了 PC2M) 到 从 修 到 {0, 二 所 有 了 映射 的 集合 {0, 二 * 上 的 一 个 双 
射 。 而 根据 定义 ， 这 些 喘 射 的 集合 具有 基数 
2"。 

连续 统 ”实数 集 的 基数 叫做 连续 统 基 
数 ; 记 为 中 或 co 在 开 区 间 (0, 轧 内 的 实数 集 
合 的 基数 还 是 #, 因为 这 个 区 间 , 例如 由 函数 
y= (5~1/2 /Le(1— 中] 汉 射 地 映射 到 所 有 0 
实数 集 ( 见 图 1.5-3)。 : 

基数 和 io 和 关 由 公式 $3 二 要 联系 。 

这 是 通过 定义 两 个 映射 来 证 明 的 。 第 一 
个 是 从 P(N) 到 实数 集 卫 的 内 射 : 如 果 
下 EEC 本 ), 那 末 开瑞 射 为 小 数 0.aado… 
其 中 当 iE 时 w= 卫 否则 w=0。 这 就 证 ”图 1.5-3 .由 函数 y~ 
明了 2%< 和 和 。 第 二 个 是 将 (0, 内 的 实数 入 Sa a 
合 内 射 到 PN): 设 fy 一 Dob400 (0<ass - 芒 ] 将 区 但 (0, 1) 映射 
:9)， 并 且 排 除数 字 9 的 循环 。 于 是 ， 映射 到 ， ”“ 到 整个 实 线 上 


y 
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自然 数 集 {ig ia192, …}， 例 如 + 二 0.1406… 了 映射 到 集合 {11, 114, 
1140，11406,…}。 这 就 证 明了 %s 委 2 由 此 得 出 入 一 28eo. 

连续 统 假设 断言 在 No。 和 % 之 间 不 存在 基数 , 换 一 句 话说, 实数 的 无 
限 集合 或 者 可 列 或 者 具有 基数 只 。 1964 年 柯 享 (Cohen) 证 明了 ， 借 助 于 
标准 的 集合 论 公 理 不 可 能 证 明 连 续 统 假设 。 在 此 之 前 ，1938 年 哥 德 尔 
(G6deD 曾 证 明 连 续 统 假设 与 这 些 公理 不 矛盾 。 这 两 个 结果 合 起 来 表明 
连续 统 假设 独立 于 其 他 集合 论 公理 。 

基数 的 比较 

对 于 任何 两 个 基数 m 大 1, 关系 1m 关系 m<n 或 im>>n 之 一 成 立 。 

“这 只 要 证 明 对 于 任何 一 对 集合 这 和 MM 和 NN 入, 存在 一 个 在 M 上 而 其 值 在 
内 的 内 射 函数 9, 使 p 的 支 集 是 双 或 者 g 的 值 域 是 X 就 行 了 。 因 为 
在 第 一 种 情况 下 card MM <oardN， 而 在 第 二 种 情况 下 card N<card MM。 
这 里 所 给 的 证 明 表 现 了 佐 轧 - 库 拉 托 夫 斯 基 引 悍 的 一 种 用 途 , 它 对 于 现代 
数学 来 说 具有 典型 性 。 . 

设 丈 是 开 上 而 其 值 在 Y 的 内 射 函 数 集合 。 这 个 集合 非 空 , 因为 空 
函数 go 包含 在 $B 内 ,其 中 Sappypo 一 Rangpo= 人 对 于 多 的 元 素 P 由 
规定 , 如 果 9 是 由 的 一 个 限制 ， 则 p< 由 或 者 等 价 地 规定 , 当 这 些 映 射 作 
为 有 序 对 集合 时 , 如 果 8 三 蜗 - 则 p< 由 。 显 然 , < 是 五 的 一 个 次 序 。 现 
在 如 果品 是 人 $ 的 一 个 链 ( 全 序 子 集 ), 那 未 UO 其 中 函数 再 一 次 作为 对 
集 ) 是 一 个 M 上 而 其 值 在 入 的 内 射 函 数 , 从 而 是 遇 在 内 的 一 个 上 
界 。 .现在 根据 佐 恩 引 理 ,下 包含 一 个 最 大 元 素 p*。 假 定 Sappp* CM 并 
且 Ranp*cN, 于 是 设 aEMNSuppp” 以 及 DEN\Rang*， 并 定义 9'= 
J*U {C4, 5)}。 因 为 9' 仍然 是 内 射 , 所 以 它 在 @ 内 ,然而 这 与 9* 的 极 
大 性 相 了 矛盾 。 因 此 Suppp* 一 或 Rangp* 一 入 ,证 毕 。 


1.6 良 序 集合 与 序数 
序 型 


两 个 有 序 集合 8 和 开 如 果 存 在 一 个 从 8 到 开 的 双 射 让 使 对 | 
于 所 有 的 w bES 来 说 5<j 当 上 且 仅 当 om <tbz， 则 称 8 和 工 为 相 
似 的 。 


相似 性 是 有 序 集 合 上 的 一 个 等 价 关系 。 等 价 类 称 为 有 有 序 集 育 的 有 


NE 一 


Ei 
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似 型 。 

对 于 任意 集合 的 等 势 关 系 所 出 现 的 困难 同样 也 出 现在 这 个 关系 上 。 
可 以 用 同样 的 方式 来 回避 这 些 困难 ， 即 将 所 有 的 论证 限制 于 一 个 适当 大 
的 有 序 集 族 。 

序 型 是 全 序 集合 的 相似 类 。 

【 例 3] 所 有 实数 集 具有 与 开 区 间 (0, 1) 内 的 实数 集合 相同 的 序 
型 ,因为 上 节 中 给 出 的 双 射 沿 着 两 个 方向 保持 次 序 。 这 叫做 线性 连续 统 
的 序 型 。 

【 例 3】 有 序 的 有 理 数 集 具 有 以 下 性 质 ，1. 它 是 可 列 的 ; 2. 它 是 彻 
密 的 , 即 在 任何 两 个 不 同 的 元 内 之 间 存 在 一 个 另外 的 元 素 ; 以 及 3. 它 没 
有 初始 元 素 也 没有 终极 元 素 。 康 托 尔 证 明 满 足 性 质 1., 2. 和 3. 的 所 有 
全 序 集 具有 相同 的 序 型 0n。 央 责 这 是 每 一 个 开 有 理 区 间 的 序 型 ， 也 是 所 
有 代数 数 集合 按 它 们 的 自然 次 序 的 序 型 ， 因 为 该 集合 是 可 列 多 个 可 列 集 
的 并 , 从 而 是 可 列 的 。 

【 例 和 西 个 有 限 的 全 序 全 具有 相同 的 序 型 ， 当 且 仅 当 它 们 具有 相 
同 的 基数 。 相似 性 是 这 样 构成 的 : 首先 将 一 个 的 最 小 元 素 映 射 成 另 一 个 
的 最 小 元 素 , 然后 轮 到 它 上 面 的 那个 最 小 元 素 , 等 等 。 这 桩 ， 有 限 序 型 与 
有 限 基 数 一 一 对 应 。 自 然 数 既 可 当 作 基数 又 可 当 作 序 型 。 

【 例 5】 偶数 的 序 型 与 自然 数 的 序 型 相同 。 实际 上 , 任何 一 个 可 列 
集合 8 痢 可 以 给 予 一 个 与 自然 数 同样 类 型 的 次 序 , 即 用 一 个 双 射 p: 贡 一 
S 规定 8 上 的 次 序 : 当 且 仅 当 %<% 时 ,mm?<<n?。 


. 序 型 的 加 法 和 乘法 。 设 4 和 B 是 序 型 w 与 6 的 互 不 相交 的 代 
表 , 因此 是 全 序 集 。 和 a 十 定义 为 4U8B 的 序 型 ,次 序 是 将 至 安置 
在 4 的 后 面 ; 即 对 于 所 有 的 4, bEE4U B, 规定 : 
aE4, 而 0EB 或 者 
在 4UB 内 a<b, 当 上 且 仅 当 4a, bE4( 或 BB 并 且 在 4( 或 B) 
内 C<p。 


积 %'B 定义 为 具有 如 下 次 序 的 乘积 4x 召 的 序 型 ; 


b<a 
人 办 <(e D3 人 
这 称 为 么 x 卫 的 反 字 由 次 序 。 


Emma mm 
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对 于 当 作 序 型 的 自然 数 来 说 ， 和 与 积 同 早已 定义 的 一 样 。 序 型 的 加 
法 与 乘法 满足 结合 律 和 分 配 律 ,但 一 般 地 不 满足 交换 律 。 

良 序 集 合 “有 序 的 自然 数 集合 具有 一 个 值得 注意 的 性 质 ， 大 一 个 非 
空子 集 具 有 最 小 元 素 。 这 个 性 质 用 于 计算 自然 数 的 时 候 总 可 取 到 最 小 的 
“未 用 ” 数 , 同时 这 个 性 质 是 数学 归纳 法 原理 的 基础 。 康 托 尔 认识 到 这 个 
性 质 具 有 的 重要 意义 并 用 它 来 定义 良 序 集合 。 


一 个 全 序 集合 (S$，<)， 如 果 每 一 个 非 空子 集 具有 最 小 (唯一 极 
小 ) 元 素 , 则 称 这 全 序 集 为 良 序 集合 。 良 序 集合 的 序 型 称 为 序数 。 


根据 定义 ， 每 一 个 良 序 集合 都 有 最 小 元 素 。 自然 数 集 按 其 自然 次 序 


| er” 是 良 序 的 。 它 的 ( 超 限 ) 序 数 记 
" 为 o( 见 图 I.6-1)。 良 序 集合 

| ew] Fe 5 的 发 是 8 的 这 样 一 个 真子 
Wt 集 工 ， 它 包含 5 由 小 于 了 了 的 

| E040] Divewj luww 某 个 元 素 的 所 有 元 素 。 如 果 4 
oo 是 8 的 一 个 段 , 则 总 有 一 个 元 

图 1.6-1 某 些 序数 的 图 式 表示 素 acE8, 使 得 4={zE8jz< 


0}。 惜 助 于 这 个 概念 , 现在 就 可 能 来 规定 序数 的 比较 。 


如 果 a 和 情 是 序数 ， 其 代表 为 4 和 已 则 规定 w%< 有 8 意味 着 4 
相似 于 召 的 一 段 ， 换 自 话说 ， 如 果 w% 有 是 互 的 一 个 段 的 序数 ， 则 a < 
bo 


得 一 个 度数 集 全 按 < 为 全 序 的 。 

这 个 定理 不 能 改写 成 “所 有 序数 集合 是 全 序 的 ”， 国 为 “所 有 序数 集 
合 " 这 个 概念 将 导致 “所 有 基数 集合 ”同样 的 矛盾 。 

直接 可 知 < 是 传递 的 。 < 非 自 反 这 个 命题 等 价 于 不 存在 良 序 集 合 
能 相似 于 它 的 某 个 毁 的 命题 。 相 反 的 假定 将 导致 子 盾 。 为 此 假定 有 一 个 
& 到 它 的 段 4 上 的 相似 性 pg。 于 是 必 有 元 素 ES， 使 得 x”<x。 设 a 
是 最 小 的 这 种 元 素 并 且 b=a?。 因 为 b<a， 由 此 得 出 8?<a?*=bp， 所 以 
b?<b, 这 与 4 的 极 小 性 相 了 矛盾。 任何 两 个 序数 是 可 比较 的 证 明 稍为 复杂 
一 点 o 


1.6 良 序 集 合 与 序数 ”时 
每 一 个 序数 集合 是 良 序 的 , 换言之 , 每 一 个 序数 集合 具有 最 小 元 来 。 


为 了 证 明 这 一 点 ， 设 下 (0) 为 小 于 给 定 序数 a 的 所 有 序数 集合 。 如 
果 4 是 4 型 的 良 序 集合 , 则 4 与 WW(q) 相 似 ; 对 于 每 一 个 序数 86<a 相 
应 有 4 的 一 个 段 5 而 这 个 段 8 又 对 应 于 4 的 一 个 元 素 2， 满足 8 = 
{zE4|z< 丰 。 于 是 ,W (a) 是 良 序 的 。 现 在 如 果 名 是 任 一 序数 集合 并 
且 在 2 中 任意 地 选取 a 那 末 2Z NN 到 (oa) 只 要 非 空 ,根据 第 一 部 分 的 结论 
就 具有 最 小 元 素 , 而 这 必定 是 2 的 最 小 元 素 。 

景 小 的 超 限 序数 是 wo 

序数 类 ”如果 m 是 一 个 超 限 基数 ， 则 可 考虑 其 代表 具有 基数 za 的 
所 有 序数 类 。 这 些 集合 称 为 超 限 序数 类 ， 在 每 一 个 非 空 类 中 有 一 个 最 小 
序数 ; 这 叫 作 该 类 的 初始 序数 。 康 托 尔 将 有 限 序 数组 合成 第 一 类 ,将 可 列 
集合 的 序数 组 合成 第 二 类 ( 见 基 数 的 良 序 )。 

对 于 每 一 个 序数 a, 都 有 更 大 的 序数 , 例如 它 的 后 继 者 a 十 十 此 外 ， 
对 于 任 一 序数 集合 2 存在 一 个 比 任 何 aE2 更 大 的 序数 。 因 为 集合 
中 (oD) 是 良 序 的 , 它 的 序数 8 大 于 任何 KG。 实际 上 是 最 小 的 这 种 


序数 并 则 作 2 的 上 确 界 (Sup 2)。 
显然 BapW(a) = 特别 地 Suapf0， T，2，… 小 一 串 


如 果 丈 (o) 没 有 最 大 元 素 ， 则 将 序数 & 称 为 极限 数 。 所 有 其 他 
的 序数 都 有 直接 的 前 驱 者 , 并 称 之 为 孤立 的 。 


这 样 ,是 一 个 极限 序数 , 而 所 有 的 有 限 序 数 都 是 孤立 的 ,w+ 亦 然 。 
伸 归 原理 (起 限 归纳 ) 这 是 归纳 原理 对 于 任意 良 序 集合 的 一 个 重要 
推广 。 


通过 递归 证 明 。 设 8 是 良 序 的 并 且 假 定 一 个 命题 对 于 8 的 最 
小 元 素 为 真 , 进一步 地 ,假定 对 于 的 任何 一 个 元 素来 说 如 果 对 比 其 
小 的 所 有 元 素 它 为 真 , 则 对 此 元 素 它 为 真 。 于 是 这 个 命题 对 于 5 的 
每 一 个 元 素 为 真 。 


这 是 非常 容易 证 明 的 。 假 定 这 个 命题 并 不 对 于 8 的 每 一 个 元 素 为 
真 , 就 会 导致 矛盾 。 如 果 “是 此 命题 为 假 的 最 小 元 素 (根据 良 序 的 定义 ， 
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根据 数学 严格 性 的 现代 标准 ， 这 样 的 论证 只 能 当 作 一 种 启发 式 的 禄 
步 探讨 。 严 格 的 证 明 很 长 , 放 在 这 里 过 于 复杂 。 
基数 的 良 序 根据 良 序 定理 ,没有 一 个 超 限 基数 mt 具有 空 的 序数 类 
ZZm。 良 序 定理 可 用 来 证 明 , 任意 两 个 基数 是 可 以 比较 的 ， 也 就 是 说 对 于 
任何 两 个 集合 8 和 7 存在 从 8 到 了 或 者 从 人 到 5 的 一 个 内 射 。 这 
并 不 奇怪 , 因为 佐 恩 引 理 ,选择 公理 和 良 序 定理 全 都 等 价 。 通 过 良 序 化 8 
和 7, 这 个 命题 就 归结 为 序数 的 可 比较 性 了 。 
此 外 , 现在 还 可 证 明 , 每 个 非 空 的 基数 集合 互 具有 最 小 元 素 ; 因为 基 
数 集合 相似 于 属 其 类 的 初始 序数 集合 (事实 上 , 基数 常常 等 同 于 这 些 初始 
数 )。 从 这 种 等 同化 还 可 得 出 对 任 一 基数 集合 存在 一 个 比 该 集 任何 元 芋 
更 大 的 基数 。 这 样 就 可 能 按 下 列 方式 用 序数 来 将 基数 编号 ， 
go 一 最 小 的 无 限 基数 ， 
Wi 一 大 于 Wa 的 最 小 基数 ， 
所 一 Sup{fye 人 <X} ,就 极限 序数 和 而 言 。 
这 给 出 了 著名 的 康 托 尔 基数 序列 %o，#5，…，%o … 
因为 2"> Wo， 所 以 连续 统 假设 的 问题 可 以 改 说 成 连续 统 的 基数 
出 现在 序列 中 什么 位 置 上 的 问题 。 康 托 尔 的 连续 统 假 设 就 是 23"= yar 
所 谓 的 广义 连续 统 假设 则 是 2"* 一 Natio 
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2.1 命题 逻辑 …………… 24 2.3 形式 化 理论 …………………….37 
2.2 ”谓词 逻辑 …………….27 ”2.4 ”算法 与 递归 函数 ……………… 39 


数理 逻辑 的 主要 任务 之 一 是 用 取 自 代数 或 算法 理论 的 数学 方法 研究 
形式 思维 和 推理 。 

这 个 任务 有 它 在 哲学 中 的 起 因 , 但 并 不 是 只 此 一 个 任务 ; 现今 的 数理 
逻辑 包括 着 从 截然 不 同 的 领域 , 诸如 自然 科学 、 开 关 代数 、 数 据 处 理 系 统 
理论 .语言 学 以 及 象 哲学 法 学 和 伦理 学 等 社会 科学 若干 分 支 所 提出 的 许 
多 问题 和 应 用 。 

推动 数理 逻辑 发 展 的 一 个 决定 性 力量 来 自 19 世纪 末 数 学 的 形势 。 那 
时 数学 已 经 积累 了 丰富 的 种 种 结果 , 并 已 达到 了 高度 的 抽象 ,但 关于 基本 
概念 的 内 容 还 没有 达到 相应 的 明晰 程度 ,仍然 以 直观 的 方式 使 用 着 , 例如 
集合 的 概念 或 逻辑 推理 的 概念 ( 见 II. 第 29 章 )。 除了 为 使 集合 概念 有 
一 个 无 可 非议 的 基础 需要 数理 逻辑 之 外 ， 为 了 洞察 逻辑 及 逻辑 演绎 的 真 
正 含 义 ,数理 逻辑 也 第 一 次 成 为 必要 的 了 。 


2.1 命题 逻辑 


古典 命题 逻辑 的 原理 ”命题 是 指 用 以 描述 和 传达 事实 的 一 定 的 语言 
组 织 。 古 典 命题 丈 辑 从 两 个 假定 出 发 。 按照 二 值 原理 , 每 一 个 命题 或 者 
为 真 或 者 为 假 。 这 里 所 用 的 丙 值 概念 一 直 要 追溯 到 亚 里 土 多 德 。 一 个 命 
题 , 如 果 由 它 所 表示 的 那 句 话 对 应 着 一 件 事实 , 那 示 他 就 认为 这 个 命题 是 
真 的 。 二 值 原理 实际 上 包含 两 个 原理 : 

1. 排 中 原理 ,按照 这 个 原理 每 一 个 命题 不 是 真 就 是 假 ;还 有 2. 不 巴 
庙 原 理 , 按照 这 个 原理 没有 一 个 命题 同时 为 真 又 为 假 。 因而 所 有 命题 的 
类 分 成 两 个 不 相交 的 子 类 , 用 符号 记 为 长 真 ) 和 0( 假 ), 统称 为 真 值 

借助 于 语言 连词 ,诸如 “ 非 ”、“ 且 ”、“ 或 ”等 等 , 一 些 给 定 的 命题 可 以 组 
合成 更 为 复杂 的 命题 。 按 照 第 二 个 基本 原理 , 即 外 过 性 原理 , 一 个 复合 售 
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题 的 真人 无 例外 地 由 它 的 组 成 部 分 的 真 值 来 确定 , 而 与 它们 的 含义 无 关 。 
因而 , 这 样 的 组 合 可 以 看 作 通 项 , 它 对 n 元 真 值 指定 其 真 值 。 

命题 逻辑 中 最 常用 的 联结 词 对 应 有 页 值 函 项 : 函 项 non 对 应 于 仁 E”， 
et 对 应 于 “上 且 ” vel 对 应 于 “或 ”, seq 对 应 于 “如 果 …， 则 …2 还 有 aeq 对 
应 于 “ 当 且 仅 当 …”。 这 些 函 项 确定 如 下 : 


nonp 


et(p, gq) 1 

vel(p, q) 下 
seq (2D，9) Em 
aeq(p, q) Eo 


这 些 定义 与 日 常用 语 中 连词 的 含义 不 尽 相 同 。 例 如 ,下 述 命题 为 真 ; 

“如 果 2.2==5, 则 月 亮 上 居住 着 有 意识 的 生物 ” 因为 按照 函 子 记号 
(0 一 0 一 工 。 

命题 逻辑 的 任务 在 于 这 些 概 念 的 数学 分 析 , 为 此 目的 ,这些 概念 在 命 
题 演 并 的 框架 内 予以 形式 化 。 命 题 演算 是 从 下 面 几 种 基本 符 洁 发展 起 来 
的 : 

(i) 命题 变 项 : jp1,， po, 2 9 9 3 

Gi) 有 函 子 ~，A，Y， 一 ， 旬 依次 表示 范 项 non, et, vel, seq, aeq; 

(十 ) 技术 性 符号 ; 0 )。 

在 所 有 的 符号 序列 集中 ， 现 在 通过 归纳 定义 选 出 命题 演算 的 基本 对 
象 , 即 所 谓 的 表达 式 : 


表达 式 的 定义 
GD 变 项 2，9 … 是 表达 式 。 
(ii) 如 果 互 和 G 是 表达 式 , 则 ~ 五 , (HAG), (HY@,(H=> 
G)，( cy G) 也 是 表达 式 。 
iii) 一 个 符号 序列 , 仅 当 它 依照 全 和 他) 构成 时 , 才 是 一 个 表达 式 。 
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这 个 定义 使 有 可 能 在 有 限 步 内 判定 一 沾 给 定 的 符号 序列 是 不 是 一 个 
【 例 切 下 列 是 表达 式 : ((p>9) A(rVs)) 与 (人 De gg 一 ~ 
2))o 
为 了 简化 表达 式 的 陈述 , 采用 省 括号 规则 ; 
GD 如 果 整 个 表达 式 被 包含 在 括号 内 , 则 这 些 括 号 可 以 省 略 。 
(i) 就 分 离 级 别 来 说 ， 按 ~，A，V，-~，*， 这 种 顺序 ， 每 个 孙子 较 
其 前 面 的 防 子 更 强 ; 例如 , pg-> 7 应 毫 不 含糊 地 读 作 (pAgq) 一 7?。 
(iii) 在 下 方 记 有 一 个 黑 点 的 水 子 较 没 有 黑 点 的 同样 函 子 分 离 级 别 更 
强 ( 见 例 3.,4,,5.,6.; 在 6. 中 两 个 黑 点 比 一 个 黑 点 分 离 级 别 更 强 )。 
语义 提供 了 真 值 和 真 值 活 项 之 间 一 方面 的 联系 ， 而 表达 式 则 提供 了 
另 一 方面 的 联系 。 这 是 借助 于 覆盖 的 概念 来 完成 的 。 命 题 变 项 的 禾 盖 是 
这 样 一 个 函 项 ， 它 对 每 一 个 变 项 指定 两 个 真 值 0 或 工 中 的 一 个 值 。 这 样 
的 一 个 覆盖 了 可 以 按 自然 的 方式 延 拓 成 一 个 函 项 vj， 它 对 每 一 个 表达 式 
指定 一 个 真 值 。 对 于 给 定 的 f, 这 个 函 项 六 归纳 定义 为 ; 
Ci》 对 于 蛮 项 有 :vy(p) = 了 (Pp); 
(ii vy(~H)=non(v(H)); 
(ii) 对 于 表达 式 互 和 6G 有 : 
vi(HAG)=et(v(H), v;(0)), 
v(HVG)=vel(v(H), vy)(G)), 
27( 互 一 G)=seq(v(H), v(G)), 
vi(H «> G)=aeq(v(H), v;(G))o 
现在 可 以 定义 语义 等 价 性 以 及 普遍 有 效 性 这 两 个 重要 概念 了 。 两 个 
表达 式 于 和 G9, 如 果 对 于 每 一 个 覆盖 了 有 wy( 吾 ) =vj(G), 就 称 它们 是 语 
义 等 价 的 , 记 成 肪 二 GG。 表 达 式 五 , 如 果 vy( 恕 ) 二 1， 换 句 话说, 如果 对 于 
每 一 个 覆盖 访 瑟 为 真 , 则 称 它 是 普 追 有 效 的 或 者 重 言 的 。 
【 例 2】 根据 排 中 原理 , p ~ (4 -> Pp) 是 一 个 重 言 式 ;Pp 一 一 q) >q 
是 一 个 重 言 式 ; (2 一 9) 和 人 (p 一 一 9) 一 一 2 是 一 个 重 言 式 。 
逻辑 推理 用 来 从 已 经 确立 为 真 的 若干 给 定 命题 获得 某 些 新 的 真 命 
题 。 因 此 所 用 的 推理 规则 必须 将 一 个 表达 式 的 真 值 转移 到 演绎 所 得 的 表 
达 式 。 在 这 种 推理 规则 的 推导 中 重 言 式 起 着 特殊 的 作用 : 形 如 互 >G 的 
每 一 个 重 言 式 导 致 一 个 推理 规则 。 应 用 一 个 规则 时 的 条 件 , 即 前 提 , 写 在 
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水 平 线 上 面 ,而 应 用 的 结果 , 即 结论 , 写 在 下 面 。 一 组 推理 规则 8 确定 一 
个 关系 “4 可 由 5 推出 ”, 用 符号 表示 为 8 上- 4。 


推理 规则 的 例子 如 下 , 其 中 互 , G, 及 记 表 达 式 而 5 记 一 组 表达 式 。 


【 例 3] 2 一 (2 一 9) 一 9 5 
导致 规则 : SG 
[ 例 幻 ”推理 链 
CE EE gl Gp 
导致 规则 ; - SH H—>F 
【 例 5] 换 质 位 法 
rr>~gwy>~p SEFH>~G 
导致 规则 : SH-G—>~H 
【 例 6]】 矛盾 原理 
SH-H—>G 
PIPPY NINP gH ~G 
导致 规则 : SF- ~ 


命题 演算 的 推理 规则 并 不 考虑 命题 的 精细 结构 ; 更 加 深入 的 推理 规则 将 
在 谓词 演算 中 予以 讨论 。 


3.2 ”谓词 水 辑 


命题 演算 的 表达 式 还 不 足以 表述 数学 中 出 现 的 各 种 事实 。 数 理 语言 
的 形式 化 叙述 必须 相当 丰富 。 有 一 个 特点 是 经 常 使 用 变 项 以 及 对 于 函 
项 或 关系 的 特殊 符号 。 变 项 是 一 些 预 先 指定 的 符号 ， 它 们 表示 事先 划 定 
区 域 的 任意 对 象 。 含义 国定 的 符号 称 为 常 项 ,诸如 0 及 自然 数 范 围 内 的 
十 。 、 : 
数理 语言 的 另 一 个 特点 是 借助 于 谓词 逻辑 的 量词 形成 约束 变 项 的 可 
能 性 。 
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在 表达 式 “ 存 在 素数 2 和 1? 使 得 2%=p 十 9” 之 中 ,符号 p 和 4 为 谓词 
逻辑 函 子 “ 存 在 ……?” 所 约束 , 而 变 项 汪 则 是 消 由 的 。 已 经 证 明 , 在 数学 中 
就 约束 变 项 的 目的 而 言 , 只 需要 两 个 谓词 逻辑 运算 3 存在 …2” 和 V“ 对 于 
所 有 的 …” 就 够 了 。 因此 谓词 逻辑 的 语言 就 只 建立 在 这 种 类 型 约束 变 项 


的 基础 上 。 
在 谓词 过 印 巾 要 研究 数学 语 名 的 精细 结构 ; 例如 命题 演算 没有 能 力 
掌握 关于 有 理 数 的 语句 ; 


Vr Vy s(t<y -> <8<Y) 

初等 语言 的 句法 ”数学 理论 的 命题 包含 一 些 作为 基本 概念 的 谓词 和 
逆 项 ; 例如 , 在 集合 论 中 关系 皇 “… 是 属于 … 的 元 素 ” 在 几何 学 中 关联 和 
介 于 的 关系 , 在 算术 中 加 法 、 乘 法 以 及 次 序 关 系 。 对 于 这 些 基本 概念 引进 
符号 , 它们 一 起 形成 这 门 理论 的 兴 号 特征 。 因 此 符号 特征 是 由 关系 、 函 项 
以 及 个 体 的 符号 组 成 的 。 这 些 符 号 中 的 每 一 个 都 有 其 适当 的 价 。 在 初等 
算术 的 符号 特征 = {二 ,*，<, 0, 1 中, 十 和 ,是 二 元 运算 的 符号 ，< 
是 二 元 关系 的 符号 , 而 4 与 工 是 表示 个 体 的 符号 。 

除了 在 号 中 的 符号 以 外 , 数学 理论 还 使 用 代表 个 体 的 变 项 , 诸如 符 
号 $y, 2 … 和 逻辑 符号 如 ~~， 人 ，V ,一 , >， 二 , 3，Y 以 及 辅助 性 
的 技术 符号 。 

象 在 命题 演算 中 一 样 , 现在 可 以 参照 给 定 的 符号 特征 , 借助 于 这 些 基 
本 符号 来 定义 一 个 初等 语言 Pz( 或 谓词 演算 的 语言 )。 它 的 元 素 是 某 些 
符号 序列 ， 称 做 表达 式 或 命题 形 式 。 在 引进 所 谓 的 项 之 后 再 来 构造 这 些 
表达 式 。 


项 的 定义 
GD 代表 个 体 的 变 项 和 常 项 是 项 。 
后 如果 玉 是 一 个 % 元 函 项 符号 而 名 …， 加 是 项 ， 那 末 Fh， 
7 加 也 是 项 。 
Gii) 一 个 符号 序列 只 有 当 它 依照 信和 (这 形成 时 才 是 项 。 


【 例 7 了 如 果 sin, 十 ,* 是 通常 在 实数 范围 内 说 明 的 函数 符号 , 那 末 
下 述 符号 序列 是 项 : sinz, 22.g 寺 六 85, sin (x 十 Sin (yy? 十 5))。 
初等 语言 L; 的 表达 式 归 纳 地 加 以 描述 。 


2.9 谓词 届 辑 扣 


表达 式 和 命 是 形式 的 定义 

Gi) 如 果 是 一 个 n% 元 关系 符号 而 如 …， tn 是 项 , 则 局 
是 一 个 表达 式 , 一 个 所 谓 的 原子 表达 式 。 

Gi) 如 果 4 和 号 是 表达 式 ， 那 末 ~4， (4AB)，(C4VB)， 
(4 一 本，(4 OB) 也 是 表达 式 。 


Gii) 如 果 4 (zw) 是 一 个 包含 变 项 x 而 不 包含 符号 3z 或 Vz 的 
表达 式 , 那 末 3z4(w 和 Yx4(z) 也 是 表达 式 。 

Gy) 一 个 符号 序列 仅 当 它 依 照 G) ~ 《ii 形成 时 , 才 是 一 个 表达 
式 。 


【 例 8】 在 符号 特征 了 = {P, 9, ,fg, 外 } 中 ,下 述 的 符号 序列 是 
表达 式 , Vz[ Rxy > 8zxf (y)], ~ 3zxL Rry V Org Cy, 2)], VrLPs M3y Tyr 
一 Soy)]。 

象 在 命题 演算 中 一 样 ， 现 在 也 可 以 在 有 限 步 内 判定 一 个 给 定 的 符号 
序列 是 不 是 一 个 表达 式 。 

如 果 在 五 中 出 现 ” 而 没有 3% 或 yz， 则 称 变 项 y 自由 地 出 现在 表 
达 式 互 中 ; 如 果 出 现 3> 或 Y%, 则 z 在 其 中 是 量词 限定 。 在 形式 gz 
的 每 一 个 位 置 后 面 , 那里 的 9 是 或 y， 总 是 存在 瑟 的 唯一 确定 的 部 
分 表达 式 豆 ", 在 其 中 变 项 > 没有 这 种 符号 Bs 而 是 自由 的 。 瑟 的 这 个 部 
分 家 达 式 忌 ' 就 称 为 所 讨论 的 那个 位 置 的 量词 @ 的 影响 域 。 在 这 个 影响 
域 中 变 项 * 是 量词 限定 的 。 一 个 变 项 z 在 表达 式 五 的 某 处 自由 地 出 现 ， 
如 果 它 出 现 之 处 既 不 是 量词 限定 它 也 不 在 量词 的 影响 域内 。 如 果 变 项 z 
在 互 中 至 少 有 一 处 自由 地 出 现 , 则 称 > 在 互 中 自由 地 出 现 。 

[ 例 9】 在 天 达 式 32[pz AQyA9g( 的 一 2 [35YY RoY A f(z, 的 一 
4] 中 ,用 符号 上 方 的 数字 来 指出 不 同 的 位 置 。 变 项 y 在 8 各 18 处 自由 地 
出 现 ， 而 在 33 和 中 处 受 约束 ; 32 处 是 量词 限定 , 而 在 2 处 它 位 于 在 21 
处 的 量词 的 影响 域内 。 

一 般 说 来 , 表达 式 并 不 是 命题 。 表 达 式 z<y, 其 中 < 表示 自然 数 之 
间 的 次 序 , 仅 当 变 项 > 和 y 代入 确定 的 符号 , 例如 0<1, 2<3, 5<7, 或 
者 自由 变 项 受 量词 约束 , 例如 Yz 3yz<y 的 时 候 , 它 才 成 为 一 个 命题 。 因 
此 命题 可 以 表述 为 无 自由 变 项 的 表达 式 。 
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【 例 10】 自然 数 加 法 的 单调 律 : Vx V9 Vs(z<9y 一 2 二 2<2 十 2。 

【 例 11】 费 尔 马 (Eermat) 猜 想 : ~3233s32(02>2A2 十 央 三 加 )。 

【 例 131 哥 德 巴赫 (Goldpach) 猜想 : Vz[2|xA 人 22A% 寺 0-> 3y 3 
《素数 y 人 素数 * 人 z 一 y 十 2)]; 这 里 素数 9 是 9g 关 1TAYuwVoGy =uwo -> 
=TYYV= 汪 的 缩写 ,而 21 x 是 四 +Y 一 分 的 缩写 。 这 个 表达 式 读 作 ， 
“对 于 所 有 的 自然 数 ”>， 如 果 z 为 不 等 于 2 的 非 等 偶数 ， 那 未 存在 素数 9 
与 4, 使 z 是 yy 与 z 的 和 ”。 

如 果 人 允许 一 元 谓词 的 量词 化 ， 即 如 果 可 以 象 对 待 个 体 那 样 地 对 待 一 
元 谓词 , 那 末 就 得 到 初等 语言 的 一 个 推广 。 在 这 个 二 阶 一 元 语言 中 , 可 以 
未 达 的 语句 比 在 初等 语言 中 多 得 多 。 

二 阶 一 元 语言 中 的 命题 举例 ; 

【 例 18】 友 亚 诺 (Peano) 自 然 数 公 理 : 

YP(POA Vz(Pz ~> Pz') -> VzPoz); 用 文字 表示 , 就 是 “如 果 一 元 谓 
词 号 对 于 (0 成立, 并 且 如 果 当 己 对 于 元 素 z 成 立时 , 对 于 它 的 后 继 元 素 
2 也 成 立 , 那 末 三 对 于 所 有 的 自然 数 成 立 ”。 

【 例 14]】 实数 的 上 确 界 公理 ; 

YPE3sPs A Yu (Po > v<O > YYVIPu> VED A ~ 3y Vt 
(Pv Vv<Y) AY < 殷 )]; 用 文字 表示 , 就 是 : “每 一 个 有 上 界 的 非 空 实数 集 
有 上 确 界 ”。 

谓词 带 辑 的 语言 是 捕 述 性 的 ， 即 这 种 语言 的 表达 式 描 述 在 数学 结构 
中 普遍 的 关系 。 

. 随 着 计算 机 进行 数据 处 理 的 发 展 , 算法 语言 的 重要 性 正在 增长 。 工 
法 语言 具有 作出 指令 , 着 手 运 行 并 管理 过 程 的 用 途 。 用 于 程序 设计 的 算 
法 语言 例子 是 ALGOL60, PL1，FORTRAN, COBOL 等 。 

有 些 算 法 要 素 甚 至 包含 在 初等 语言 之 中 ; 一 个 项 可 以 看 作 一 串 要 实 
行 的 指令 ; 例如 (z 十 履 "9 就 表示 “对 = 加 1 然后 将 所 得 结果 情 以 y” 这 个 
序列 。 

初等 语言 的 语义 ” 象 在 命题 演算 中 一 样 ， 语义 是 在 Ls 的 表达 式 与 
数学 结构 的 论 域 之 间 确 立 一 种 联系 , 在 论 域 中 表达 式 具 有 意义 。 

设 是 运算 符号 和 函数 符号 的 一 个 集合 , 并且 5 是 一 非 空 集合 。 所 
谓 习 在 8 中 的 一 种 解释 , 是 指 一 个 映照 S , 它 对 三 中 的 每 一 个 % 元 关系 
符号 及 指定 8 上 的 一 个 % 元 关系 如 即 8" 的 一 个 子 集 , 并 对 每 一 个 
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元 运算 符号 天 指定 态 上 的 一 个 元 函数 到 , 即 5S" 到 内 的 一 个 单 值 
映射 。 相 等 符号 二 总 是 解释 为 重 等 关系 。 

设 65 表示 对 了 中 符号 指定 的 关系 和 运算 序列 。 

了 结构 ,也 代数 ,或 习 模型 定义 为 有 序 对 S==(S, 65)。 设 下 3 表示 
所 有 3 结构 的 类 。 包 含 在 了 中 的 符号 总 是 归属 于 类 Kz。 现 在 可 以 提 
出 初等 语言 Ls 的 真 值 概念 ， 即 语句 的 定义 : “在 结构 S 内 命题 瑟 是 真 
的 ”用 符号 表示 为 SE 互 。 这 个 概念 对 于 整个 语义 来 说 是 基本 的 。 初 等 
语言 中 的 真 值 概念 可 以 通过 引入 如 下 更 一 般 的 概念 而 精确 起 来 :“ 在 S 
中 5- 覆盖 0 满足 表达 式 互 用 符号 表示 为 SFFaH。 

所 谓 5- 覆 盖 a, 是 指 一 个 函数 , 它 对 每 一 个 个 体 变 项 指定 5 的 一 个 
元 素 。 象 在 命题 演算 中 那样 , 这 样 的 一 个 覆盖 a 可 以 按 自 然 的 方式 扩充 
为 Ls 的 所 有 项 到 8 内 的 一 个 映射 ui ze 一 oo 其 中 对 于 3 中 的 一 个 个 体 

(Flti, °°, $1))° = P(t, 1, tm) o 

【[ 例 15】 设 t (+ 了 ,0 4(2) 2, a 人 y) 一 3。 于 是 二 (x 一 人 

= (2+ 了 -3=9。 


关系 “在 S 中 w 满 足 4” 的 定义 ， 用 符号 表示 为 SEa4， 这 里 
考 代表 “ 当 且 仅 当 ”。 
人 SF:aBRb py 寻 这 (地 … 雹 GE 已 也 就 是 说 对 于 nn 元 组 
G3, ,BB 成 六 ; 
(0) SEo~v4 刘 没 有 SE。4; 
SF。4AB 证 SEa4 并 SEaB; 
SF.4VDB 进 SEw4 或 者 SFE。B; 
Ss4 > B 证 SF。4 蕴涵 SF。B; 
SFo4de 3 证 SF 了 并 且 SFoB 一 4 
Gii SEEo3w4 Cx) 这 对 于 变 项 x， 可 修改 a 的 值 使 得 在 S 中 
修改 了 的 覆盖 a' 满足 表达 式 4 (2); 
: SF。yz4(z) 这 在 S 中 每 一 个 仅 对 变 项 > 修改 其 值 的 覆盖 


o' 满足 表达 式 4(2)。 


【 例 16】 3zY=x"2), 其 中 :表示 自然 数 的 乘法 。 如 果 a 是 所 有 变 
贰 的 一 个 覆盖 ,使 得 六 一 4 那 末 a 满足 这 个 表达 式 ; 因为 对 变 项 z 指定 
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值 2, 而 对 所 有 其 余 变 项 与 a 相符 的 覆盖 a, 满足 表达 式 y=2'z。 

这 个 例子 表明 , SE。4 是 否 成 立 , 仅仅 取决 于 4 中 自由 出 现 的 变 
项 。 如 果 4 是 一 个 命题 , 也 就 是 说 没有 自由 变 项 的 表达 式 , 则 SFo4 或 
者 对 于 所 有 a 成 立 ,或 者 没有 a 能 成 立 。 


定义 。 GD 称 表达 式 4 在 S 中 有 效 , 用 符号 表示 为 SF4,， 当 
且 仅 当 在 S 中 每 一 个 覆盖 0 满足 表达 式 4, 也 就 是 说 如 宁 SF。4 
对 于 每 一 个 8- 覆盖 a 成 立 ; 

人 一 个 表达 式 4ELs, 如 果 和 4 在 每 一 个 2 结构 中 有 效 ,就 称 
它 为 兽 记 有 效 ( 焉 在 谓词 运 辑 中 有 效 )。 


[ 例 171】 命题 Vz3y z<y 在 自然 数 变 域 中 有 效 ;但 并 非 普遍 有 效 ， 
因 在 有 限 的 有 序 集合 (5, <) 中 它 为 假 。 

[ 例 18】 命题 Vz Vy Rzy VY ~Vz Vy Ry 普遍 有 效 ; 事实 上 ， 对 于 
每 一 个 命题 瑟 和 每 一 个 结构 S，S 上 豆 或 S 片 ~ 瓦 成 立 。. 

一 个 表达 式 豆 , 如 果 它 以 量词 开始 , 即 如 果 吾 具有 形式 互 =@z 互 , 
其 申 8 代表 习 或 者 Y， 就 称 它 在 命题 远 辑 中 不 可 分 解 。 每 一 个 表达 式 
A chan ey A 人 ，YV，-， 以 及 全 构成 的 。 

命题 变 项 来 代替 表达 式 的 不 可 分 解 成 分 时 ， 就 得 到 命题 演算 的 一 个 
a 例如 , 表达 式 Vz Vy Rxy V ~Vx Vy Rvy 就 变 为 重 言 式 pV | 
一 个 表达 式 瑟 , 如 果 相 应 的 命题 逻辑 表达 式 在 命题 演算 的 框架 内 是 
有 效 的 , 则 称 它 在 命题 还 辑 中 普遍 有 有效。 如果 互 是 在 命 是 加 中 次 有 
效 的 , 那 未 在 谓词 演算 中 亦 然 。 然 而 ,有 些 表 达 式 在 谓词 逐 辑 中 是 普遍 有 
效 的 , 但 在 命题 逻辑 中 则 不 然 ; 一 个 例子 是 : Vz Px -> 3xPz。 这 是 出 现 
在 谓词 逻辑 中 的 推理 方法 不 能 在 命题 演算 中 加 以 利用 的 原因 。 


定义 。 设 8 是 Ls 中 表达 式 的 一 个 集合 。 称 汪 结构 了 是 人 


的 一 个 模型 , 如 果 所 有 的 表达 式 4ES 在 M 中 有 效 。 设 Mods 为 
所 有 模型 的 类 。 


设 卫 一 {，0} 并 设 SELs 是 如 下 的 表达 式 集 : 
CO) (z+)+s=rtyte), Mid Yz 了 y(z 二 yy 一 殷 ， 
(ii) Ys(z+0=2%), (vy) Vr YY 二 = 二 ZI)。 


2.2 谓词 逻辑 33 


一 个 也 结构 村 一 (于 十 ， 中 是 性 的 一 个 模型 ， 归 且 仅 淄 疝 是 一 个 加 
法 阿 贝尔 群 , 从 而 Mod5 是 所 有 隔 贝 尔 群 的 类 。 

两 个 表达 式 五 与 G, 如 果 表 达 式 瑟 DG 普遍 有 效 , 就 称 它们 为 i 语 
义 等 价 或 区 加 车 价 。 

逻辑 等 价 的 例子 ， 

【[ 例 19]】 和 ~3x4(2)=Yr~A(), 

【 例 30】 ~Yz4A(z)=3r~A(r)o 

【 例 31】 如 果 y 不 在 4(z) 中 出 现 , x 也 不 在 4( 幼 中 出 现 ， 并 且 9 
是 量词 导 或 Y 中 的 一 个 , 则 Bzx4 (2)==@y4 (vy)。 

[ 例 22] Vzf4Go 人 ABC)]=Yz4(Gz) 人 VYzP(D。 

【 例 33831 汪 3x[4(GD) VB(CD]=3z4(D VazB(D。 

具有 形式 @i x1…@, xz A (wi, …， 2%) 的 表达 式 , 其 中 每 一 个 9 是 3 
或 Y, 而 4 无量 词 这 样 的 表达 式 叫 做 具有 前 来 形式 。 

每 一 个 表达 式 光 辑 给 价 于 一 个 有 烛 同 符号 特征 ,并 县 训 要 网 息 记 妆 
项 的 前 来 和 式 的 表达 式 。 

将 一 个 表达 式 转换 成 一 个 逻辑 等 价 于 它 的 前 束 形 式 表 达 式 举例 。 

【 例 24] VYzVy [ez<y 一 as <e<)] = Vrvyds (<y>7< 
2<2)。 

【 例 中】 Vz3yYegrys 一 VY%3sREoz = YIv I VY Is (~ OrYys 
V Ruy)。 

数学 推理 ”数学 推理 用 于 从 给 定 的 真 命题 获得 新 的 真 命题 。 数 学 推 
理 的 中 枢 是 结论 。 如 果 5S 是 一 个 在 结构 5 中 为 真 的 命题 集合 ee 
一 个 命题 4 可 从 5 演绎 出 来 , 则 4 必须 在 Ss 中 保持 其 真 值 ， 即 此 命 
4 在 结构 ， S 甲 必定 为 真 。 


… 结论 的 定义 。 设 如 是 向 等 语言 Za 的 一 个 命题 集合 , 并 设 瑟 是 
Ls 中 的 一 个 表达 式 , 如 果 仿 的 每 一 个 模型 也 是 互 的 一 个 模型 , 就 
是 说 如 果 ModaSEModa 互 ， 则 称 妃 从 总 得 出 ， 用 符号 表示 为 8F 
互 , 8 的 推论 集合 为 SFr 一 {HELs; SF 已 }。 


， 例如 ,车 8 是 如 下 的 公理 系统 ，.，. 
VE YY Ve (WY) p= (7) VTVYT YY 
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VXIVYYy Ve rT—8 sm > Y=), 
于 是 , 当 且 仅 当 命题 互 在 每 一 个 交换 消去 半 群 中 成 立时 ,五 才 是 从 得 
出 的 。 因 而 8 的 推论 集 包 含 所 有 交换 消去 半 群 类 初等 理论 中 的 所 有 命 
题 。 
在 数学 推理 中 , 人 们 并 不 总 是 追溯 到 结论 的 定义 上 去 , 而 是 使 用 某 些 
推理 规则 ,它们 是 在 结论 之 下 可 传 的 , 即 对 于 结论 过 程 是 有 效 的 。 
推理 的 绪论 可 传 规 则 举例 。 
【 例 26】 分 漓 规 则 ; 
si- 五 
SIFH—=>G 
SG 
【 例 27】 诺 导 规划 ; 
SU1{A}HB 
SIFA—B 
【 例 28] 演绎 定理 : 
必 上 4 一 天 
SU {A}HB 
T 例 29】 间接 结论 : 
SU{A}FB 
SU{A}HF-~B 
Si-~ 和 4 
对 于 有 这 种 推理 规则 的 每 一 个 系统 及 能 定义 一 个 可 导 性 关系 :“ 表 
达 式 4 是 由 集合 8 可 导 的 , 可 证 的 ”。 如 果 一 个 表达 式 4 能 从 某 些 属于 
5S 的 初始 表达 式 ， 通 过 有 限 次 应 用 RB 中 的 规则 而 得 到 ， 则 称 4 由 用 
恒 规则 可 导 或 可 证 。44 的 一 个 证 明 或 推导 可 以 看 作 一 个 有 限 的 表达 式 序 
列 (Fa …, ,4), 它 可 以 由 S 逐次 应 用 五 中 的 规则 而 得 出 。 如 果 规 
则 集 恕 和 初始 集 S 是 有 限 的 ， 那 末 总 能 在 有 限 步 内 判定 所 给 的 有 限 的 
表达 式 序 列 是 不 是 一 个 证 明 。 
结论 关系 以 每 一 个 推理 为 基础 ， 可 用 一 个 有 限 的 推理 规则 系统 来 找 
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依照 这 个 基本 事实 ,下 面 指 出 一 个 推理 规则 系统 , 它 尽 可 能 适应 自然 

的 演绎 过 程 。 对 于 ~ ，A，Y,， 一 ，*4?， 习 Y 中 的 每 一 个 函 子 , 给 出 两 个 

推理 规则 , 一 个 规则 引进 它 而 一 个 规则 免除 它 。 由 这 些 推理 规则 所 定 下 
的 可 导 性 关系 用 符号 六 表示 


一 个 推理 规则 系统 的 定义 


AES S| A, SE 
(0a) FE (02) SFA 
S, AH-B S| 4, 4B 
69) HFASF Hb) Bs 
规则 (da) 相 当 于 结论 的 演绎 定理 ( 见 例 23)。 
Je Sit-A,B SH-AAB 
(30) gi-ANB (30) HEA 
SH A S| AVB,A>0,B>0 
(do EAVvE BVA (人 包 ) SEC 
SH-~A4A->B,B->4 SAeB 
(64) SFAGB (50) yASB BSA 
SiH- A4A0) St-3rA), A(W)—>B 
(6%) 5 3 (62) SFB 


在 (6q) 中 + 是 一 个 任意 项 ， 在 (65) 中 yy 既 不 在 8 中 出 现 也 不 在 全 
中 出 现 。 


SH- A) SF YrACy) 
(0 gE yA (0) sa 
在 C7Q@) 中 y 不 在 8S 中 出 现 。 
Hp SH A(Q), t=# 
(8a) SH-t=t (8b) EA 


在 (8a) 中 守 和 了 表示 语言 Ps 的 项 。 


所 有 这 些 规则 是 结论 可 传 的 , 就 是 说 “如 果 8 上 4, 那 末 局 上 4 成 
立 。 

除了 这 些 规则 以 外 ， 数 学 推理 还 利用 从 所 给 的 规则 可 以 导出 的 许多 
其 他 推理 规则 。 例 子 如 下 : 


SH-A4A->B SH ~~4 SH-AVB 
00 AFB SEA ( BAFE 
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S A HB 
(80) . 


4 | 一 A, t=# 
BE AGIID 
在 (8c) 中 4(Y 起 意味 着 ,不 必 在 所 有 地 方 用 项 六 来 取代 4G) 中 出 现 
的 项 如 
”对 于 可 导 性 关系 ,成 立 下 述 重 要 定理 。 
可 时 性 关系 的 完备 性 害 轴 。 对 对 于 Lz 中 的 每 一 个 公式 集合 S 和 每 


A PN 
下 和 世人 二 人 双 


个 用 公 导 入村 块 吕 之 ! 众 宇 趟 忆 


导 时 ,4 是 普遍 有 效 的 

[ 例 30 数论 语 看 句 的 严格 形式 推导 。 作 为 解释 , 在 一 行 形式 证 明之 
后 ,将 表达 式 的 意义 以 及 相应 于 形式 推导 的 自然 结论 写 在 方 括 弧 中 。 

Vz~3oyz=3. -> Isr —1=3.86 
[对 于 所 有 整数 x, 如 果 2 不 能 被 3 整除 , 则 z? 一 1 能 被 3 整除 ]。 

设 Blz, 2) 是 加 一 1=3.2 的 缩写 , 依照 规则 (74), 证 明 S| ~3y84 
-8.y 一 习 aB(o 有 就行 了 。 
[对 于 任意 一 个 固定 的 整数 a 证明 结论 成 立 就 行 了 。] | 

根据 (10) 只 要 证 明 

| S, ~3ya=3'y | 32B(a, 2)。 
[假定 a 不 能 被 3 整除 ,就 得 证 明 2 一 1 能 被 3 整除 。] 

将 S324=3.7VIzat+1=3'%V 43xa~-i=3.x 这 个 事实 作为 已 
知 的 。 于 是 根据 (4c) 

S, ~3ra=3'r 六 中 za 二 1=3.72V 习 7 一 1 一 3.z。 
[因为 a 不 能 被 3 整除 ,所 以 不 是 a+1 就 是 4 一 1 能 被 3 整除 。] 

根据 (4q), 现在 只 要 证 明 

0) 8, ra+1=3.z|-3sB(a, sa) 并 且 (i 8，axa -:1=32i- 
3sB(o， 0 。 
考虑 两 种 情况 : (i)a 十 1 能 被 3 整除 (i) a 一 1 能 被 3 整除 。] 

只 要 GD) 被 证 明了 , 类 似 的 论证 对 于 Ci?) 也 成 立 。 

根据 (6c), 仪 需 证 明 5,4 十 1=3.5| 上 3sB(a, 2 再 根据 (6c), 仅 需 证 
明 对 于 某 一 项 t 38, 4 二 1=3.5 片 Blg, 区 就 行 了 o[ 设 5 是 使 44+1=3.z 
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【 例 33】 具有 3={-, 如 的 群 论 描述 为 

yr VY VL CT) 5 一 2 CY 2)], Vz(z:1=2), 

Yr3y(r'y=1)。 

形式 化 理论 中 的 可 定义 性 通常 在 一 个 数学 理论 了 中 ,除了 四 符号 
特征 3 所 给 定 的 基本 符号 以 外 , 还 定义 一 些 新 的 概念 、 谓 词 及 运算 。 例 
如 ,在 自然 数 算术 中 ， 整 除 性 关系 zy“% 整除 妇 可 以 定义 如 下 : zy 一 
aef 习 40 一 2.2)， 或 者 定义 关系 4a<b 如 下 : 4a<b=aor zat+x 一 0b)。 这 
种 显 式 定义 自身 可 以 描述 成 特殊 类 型 的 形式 命题 。 如 果 在 这 个 例子 中 ， 
通过 添加 二 元 谓词 符号 | 来 扩充 初等 算术 的 初始 符号 特征 3 一 {，…， 
0, 1}, 那 末 可 将 命题 Vz Vy[x1ye3sCy 二 x'8)] 添 加 到 算术 公理 中 去 ,把 
它 叫 作 谓词 jy 的 定义 。 

函 项 符号 及 个 体 符号 也 可 通过 定义 来 引进 。 在 理论 全 由 % 元 防 数 
马 的 显 式 定义 具有 如 下 形式 : 

Yr yrn YLF SI = OO dz Oo 9 

这 里 假定 在 了 中 命题 . 

Von Von FYACEY, ,Try WA VR Vrs VY VL ALL 1, rn, 
妨 入 4(z1…, zn 人 一 9 一 引 是 可 导 的 。 


定义 。 设 在 一 个 具有 符号 特征 3 的 初等 理论 了 中, 关系 及 是 
3 的 一 个 元 素 并 设 纪 芭 {R} 是 了 的 一 个 子 集 。 如 果 在 了 中 存在 


一 个 可 导 的 BR 定义 , 而 且 定义 表达 式 仅 仪 包含 3 的 符号 , 则 称 关系 
1 为 在 工 中 显 式 可 定义 的 。 | 


如 果 在 理论 了 中 关系 RR 借助 于 其 余 的 关系 是 显 式 可 定义 的 , 那 末 
每 一 个 表达 式 都 可 以 在 了 中 等 价 地 转换 成 一 个 不 包含 符号 有 的 表达 
式 。 因 而 可 定义 的 关系 都 是 可 免 的 。 不 过 从 方法 论 的 观点 来 看 ， 探 索 适 
当 的 定义 同 探索 适当 的 证 明 一 样 地 重要 。 

如 果 一 个 谓词 五 是 在 理论 了 内 借助 于 谓词 84,…，@s 可 定义 的 ， 
那么 在 7 的 每 一 个 模型 中 , FB 的 解释 是 由 8 的 解释 准 一 地 确定 的 。 因 
此 成 立 下 述 原 理 。 

虫 多 阿 (Pados) 原理。 一 个 谓词 及 在 理论 工 内 不 能 借助 于 谓词 @1， 
:网 来 定义 这 个 事实 。 可 以 通过 提出 两 个 模型 和 MI， 而 它们 仅仅 

在 已 的 信义 上 有 所 不 同 来 确立 9 


A 
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公理 化 定义 ”出 自 不 闻 的 种 类 。 它 们 目的 在 于 用 公理 的 方式 来 把 操 
对 象 变 域 的 某 个 概念 或 某 一 关系 , 也 就 是 说 用 一 个 命题 集合 来 描述 它们 。 
对 于 一 个 结构 类 KK, 这 意味 着 要 对 K 的 初等 理论 给 出 一 个 公理 系统 。 


2.4 算法 与 递 娄 函数 


在 数学 与 逻辑 的 框架 内 ， 算 法 是 作为 求解 给 定 类 所 有 问题 的 一 般 方 
法 而 出 现 的 。 它们 的 目的 是 以 这 样 的 方式 描述 过 程 ， 即 那些 过 程 以 后 可 
以 由 机 器 来 模拟 或 控制 。 算 法 过 程 的 例子 有 如 逻辑 推理 以 及 数学 中 出 现 
的 某 些 计 算 过 程 ,特别 是 各 种 类 型 方程 的 解法 。 

算法 的 特征 是 将 已 知 量 ( 输 入 数据 ) 在 变换 规则 系统 的 基础 上 变换 成 
别 的 量 (输出 数据 )。 然 而 , 只 有 满足 某 些 附加 条 件 , 谈 算法 才 有 意义 ; 

(i) 相互 进行 变换 的 旦 系 必须 有 歼 地 给 定 。 
Gi) 算法 必须 可 用 有 限 个 规则 描述 ， 因 为 没有 机 器 能 够 存 贮 无 限 多 
个 规则 。 1 

.(iii) 量 的 变换 , 算法 的 工作 在 机 器 工作 单元 形式 下 进行 , 每 个 单元 在 
于 应 用 给 定 规则 中 的 一 条 规则 。 

1931~1947 年 间 , 在 数理 逻辑 的 框架 内 ， 发 展 了 著 干 个 关于 “算法 ” 
的 描述 性 概念 , 使 直观 的 想法 更 加 精确 。 最 重要 是 等 式 演算 [ 赫 布 兰 (小 
JHerbrand)、 了 可 德尔, 克 林 (9. C. Kleene), 大 约 1934~1936 年 ] 图 林 机 
[图 林 (A. M. Turing), 1936 年 ]， 人 -演算 [ 丘 坷 (4A.Chureph)， 1936 年 ] 
以 及 波斯 特 (E. DL. Post,1936 年 ) 和 马尔 科 夫 (A. A. Markoy，1947 年 ) 
的 算法 概念 。 

具有 重要 意义 的 是 这 样 一 个 事实 ， 即 所 有 这 些 想 法 在 基 种 意义 下 是 
等 价 的 ,就 是 说 同样 的 数论 函数 , 所 谓 递 归 函 教 , 可 以 用 它们 之 中 的 每 一 
种 算法 来 演算 。 这 里 数论 函数 理解 为 定义 在 自然 数 变 域内 的 函数 。 在 这 
一 等 价 性 的 基础 上 ， 可 以 将 算法 的 直观 概念 在 新 获得 的 精确 意义 下 来 了 
解 。 这 个 观点 是 在 1936 年 由 丘 奇 加 以 系统 疾 明 , 在 数学 文献 中 称 之 为 全 
音 假 设 。 

一 个 数论 函数 户 如 果 存 在 一 个 算法 , 通过 它 对 于 变 元 的 每 一 个 值 % 
可 以 找到 信 了 (nm), 则 称 了 为 可 计算 的 。 

可 计算 函数 举例 。 

【 例 34】 设 /Fe) 是 第 = 个 素数 。 这 里 可 以 用 厄 拉 多 塞 尼 (Eratos- 
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thenes) 往 法 ( 见 工 第 工 章 ) 来 计算 这 个 函数 。 

【 例 35】 设 Fw 切 是 z% 与 y 的 最 大 公 因 子 。 这 个 函数 可 以 用 殉 儿 
里 得 算法 ( 见 工 . 第 I 章 ) 来 计算 。 

【 例 36】 设 f《z) 是 在 w=3.14159.… 十 进 制 表示 中 的 第 2 位 数 。 这 
里 表示 的 一 个 收 租 级 数 适 合 于 这 个 函数 的 计算 ( 见 II. 第 8 章 )。 

递归 函数 类 是 由 于 要 使 可 计算 函数 的 直观 概念 更 加 精确 而 产生 的 。 
某 些 初始 函数 能 被 当 作 直接 可 计算 的 ， 称 它们 为 递归 的 ， 再 规定 某 些 规 
则 ,通过 这 些 规则 可 以 从 已 知 的 递归 函数 生成 新 的 递归 函数 。 这 些 规则 
使 得 对 于 每 一 个 新 的 递归 函数 , 立刻 能 指出 一 个 算法 来 计算 其 函数 值 , 只 
要 这 样 的 算法 对 于 已 知 的 递归 函数 是 可 用 的 。 


和 AA. 初始 函数 

(iD 恒 等 函 数 I9(1<m<<n) 定 义 为 等 式 了 Co zn) 一 Zai 

Gi) 常 函 数 F? 定义 为 等 式 五 !(ob …， 加) 一 0 其 中 6 是 一 个 
固定 的 自然 数 ; 

《过 ) 后 继 函 数 定义 为 了 (x) 一 x 十 1。 

了 ， 函 数 的 生成 规则 

GD 函数 代入 。 如 果 了 是 一 个 天 元 函数 丙 1, …， 9 是 六 元 函 
数 , 则 关系 g Cz …， zy 一 FL9giGeD 0 0 2o)] 确 
定 一 个 1 元 函数 。 

(ii) 原 直 递归 。 如 果 加 是 一 个 (+ 了 元 函数 而 g 是 一 个 (一 了 
元 函数 , 则 下 述 方程 组 唯一 确定 一 个 万 元 函数 

Jr 0) 一 9 pr1); 
二 
一 je， Wp ty Y fT Tals Yo 
”这 个 函数 的 存在 性 和 唯一 性 是 由 戴 德 金 的 证 明定 理 所 保 证 的 
《 见 工 . 第 3 章 )。 

Giii) 极 小 值 定 则 。 如 果 了 是 一 个 (% 十 芒 元 次 数 , 使 对 于 每 一 个 
元 自然 数组 (Xi, …, 24)， 存在 一 个 数 y, 具有 了 《tl 2 幼 一 
0, 则 可 确定 一 个 新 函数 g 如 下 : 约定 9Cv1,…, %) 为 满足 f(z, …， 
2o 幼 一 0 最 小 的 y。 : 
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一 个 数论 函数 ， 如 果 它 是 一 个 初始 函数 或 者 如 果 它 可 以 在 有 限 步 内 
”应 用 上 述 规则 从 初始 函数 生成 , 则 称 它 为 递归 的 。 如 果 只 人 允许 规则 BG) 
和 34i), 则 所 造成 的 函数 类 是 由 所 谓 原始 递归 函数 组 成 。 

原始 递归 地 数 举 例 。 

【 例 37】 妆 波 那 殷 (Fibonacoi) 数列 ; 

f(0)=1, fOD=1, f+D = r+ +), 

【 例 38】 函数 fw, 罗 =zx+y 是 从 原始 递归 函数 hv, y, 2?) 一 2 十 1 

以 及 召 (z) 一 > 通过 原始 递归 而 得 到 的 : 
x%+0=Ji(%) 一 7， 
2 十 (十 了 一 六 2， 2 T+Y)o 

【 例 39】 -函数 9gkw g 轨 =Z.% 是 从 原始 递归 立 数 h(x, y, 人 一 2 十 8 

以 及 00(z) =0 通过 原始 递归 产生 的 : 
94 0) 一 ?0 一 Co(O 一 0， 
glx, y+1)=h’(zy, 2 LY) 。 
【 例 4】 函数 elz, + 是 由 原始 递归 函数 h(x, 思念 一 Zi 
01(7?) 1 通过 原始 递归 产生 的 : 
elw, 0)=01(7) 一 二 
~ elx, y+1)=h"[r, y, elz, YW)]。 

由 于 种 种 算法 概念 具有 前 面 提 到 的 等 价 性 ， 就 将 可 计算 函数 类 与 弟 
归 函 数 类 视 为 一 致 。 

岳 训 候 设 。 一 个 数论 机 数 是 半 具 的 ， 当 县 仅 当 育 是 可 计划 
的 。 

“ ”判定 问题 “精确 的 算法 概念 对 于 研究 革 类 问题 是 否 算法 可 解 是 必要 
的 前 提 。 这 样 的 问题 甚至 在 中 世纪 就 早 有 讨论 。 例如 ， 大 约 在 1300 年 
RB. 勒 鲁 斯 (Raymundus Lullus) 提 出 了 求 真 本 思想， 所 谓 求 真 术 他 指 的 
是 求 出 所 有 可 能 真 值 的 一 个 一 般 方法 。 当 莱 布 尼 芯 认识 双 , 严格 地 说 求 
真 术 这 个 概念 应 包含 两 个 概念 ， 即 判定 方法 的 概念 和 生成 与 公理 化 方法 
概念 的 时 候 , 这 些 思 想 达 到 第 一 个 顶峰 。 莱 布 尼 茨 之 后 , 这 些 思 想 并 没有 
得 到 进一步 发 展 。 原 因 之 一 是 那 时 还 不 存在 数理 逻辑 的 形式 化 及 解释 技 
巧 ,而 这 对 于 进一步 的 研究 是 必要 的 。 

不过 借助 于 递归 函数 ;就 可 以 提出 判定 以 及 生成 方法 的 一 个 精确 说 
法 。 这 些 概 念 首先 是 对 于 自然 数 集合 定义 的 。 
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判定 和 生成 方法 定义 
人 自然 数 的 一 个 集合 8 是 递归 可 数 的, 当 且 仅 当 存在 一 个 弟 
归 函 数 f, 其 值 域 与 5 相符 合 。 这 个 函数 显然 提供 了 集合 8 的 
一 个 生成 方法 。 
《iiy》 自然 数 的 一 个 集合 8 是 可 判定 的 ， 当 且 仅 当 5 的 特征 桥 
数 f 是 递归 的 ; 这 里 函数 户 定义 如 下 : 
1 洲 pES， 
1 ={ 0 车 ng8。 


如 果 是 递归 的 , 则 可 判定 一 个 给 定 的 自然 数 % 是 不 是 5S 的 
一 个 元 素 。 


到 有 避 类 集合 是 可 着 寄 的 。 


所 有 辈 波 那 契 数 集合 是 可 淹 
所 有 斐 波 那 契 数 集合 是 可 判定 的 。 


有 系 人 汪 吕 态 只 刀 生 且 。 


诛 先 不 受 中 制 的 工法 桥 念 水 仅 水 及 自然 数 ， 人 而且 也 水 及 更 _ 圾 的 对 
象 ,例如 多 项 式微 分 的 算法 。 

非 数值 算法 可 以 化 成 递归 函数 与 自然 数 的 递归 集合 。 

设 下 是非 数 值 的 输入 输出 数据 类 ; 假定 从 这 个 类 到 自然 数 集合 的 一 
一 映射 固定 不 变 。 这 个 映射 称 作 编 目 ,假定 它 满足 : 

Ci) 它 自身 是 由 一 个 算法 给 定 的 ， 

Gi) 看 在 一 个 算法 ， 来 判定 一 个 数 是 不 是 及 中 某 个 非 数值 对 象 的 
象 , 若 如 此 , 就 构造 这 个 对 象 ; 

(二 ) 这 样 的 编目 仅 当 存在 一 个 算法 能 掌握 非 数 值 类 下 时 才 使 


用 。 


将 非 数 值 类 的 对 象 与 它们 的 编码 数 等 同 起 来 , 就 能 将 KK 某 些 子 类 的 
判定 问题 化 成 自然 数 的 某 些 集合 的 判定 问题 。 
其 中 特别 重要 的 是 数学 理论 尤其 是 初等 理论 的 判定 和 公理 化 问题 。 
在 研究 这 些 问题 的 时 候 , 从 编目 @ 出 发 , 这 个 B 对 初等 语言 
A=3U{~, A V; >, OHO, 3, V, Ti, To, 1} 


中 取出 的 每 一 个 符号 序列 指定 一 个 自然 数 。 这 样 的 编目 不 难 找 
到 。 
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初等 理论 的 可 判定 性 和 可 公理 化 性 定义 。 设 是 从 初等 语言 二 
中 取出 的 符号 序列 的 一 个 编目 。 一 个 初等 理论 TELs 是 可 判定 的 ， 
当 且 仅 当 集合 @(T ) 是 递归 的 。 了 是 可 公理 化 的 , 当 且 仅 当 存在 一 
个 可 判定 集 SSZz, 使 得 8 一 7 


借助 于 这 些 定义 , 中 世纪 创造 求 真 术 的 企图 获得 了 确切 的 含义 。 在 
这 方面 , 第 一 个 重要 结果 归于 哥 德 尔 。 他 在 1930 年 证 明了 ,初等 语言 普 
遍 有 效 的 表达 式 都 是 可 公理 化 的 , 换言之 , 它们 能 在 生成 方法 的 意义 下 予 
以 生成 。 后 来 哥 德 尔 还 获得 一 个 更 加 重要 的 结果 : 他 证 明 初 等 数论 是 不 
可 公理 化 的 , 也 就 是 说 不 存在 算法 能 一 个 不 漏 地 产生 在 自然 数 变 域 下 一 
{0， 十 ，-，0, 士 中 有 效 的 所 有 命题 。 当 然 , 只 有 在 有 了 算法 概念 的 一 般 
定义 之 后 才能 给 出 这 样 的 证 明 。 哥 德尔 把 他 的 证 明 建立 在 递归 函数 的 概 
念 之 上 ,同时 还 给 出 了 一 个 算法 不 可 解 问题 的 例子 。 

从 那 时 起 其 他 一 些 初等 理论 被 证 明 是 不 可 判定 的 。 

初等 群 论 是 不 可 判定 的 。 

初等 域 论 是 不 可 判定 的 。 


Pp 


A AA 


达 式 集合 Pa 是 不 可 判定 的 。_ 

1970 年 ,一 个 著名 的 问题 有 了 否定 的 回答 。 这 就 是 希 尔 伯 特 第 十 个 
问题 。 希 尔 伯 特 1900 年 在 巴黎 第 一 届 国 际 数学 家 大 会 上 提出 这 个 问题 ， 
是 否 存 在 求解 任意 丢 灵 都 方程 的 普遍 算法 ? 

不 过 也 有 一 些 可 判定 的 理论 。 

初等 实数 域 理论 是 可 判定 的 。、 

坑 等 欧 几时 得 几何 理论 是 可 判定 的 。 

初等 阿 贝尔 群 信 是 豆 判 定 的 。 

这 说 明 , 每 一 个 充分 表现 的 理论 为 不 可 判定 的 。 对 于 公理 方法 的 局 
限 性 和 范围 的 这 一 认识 不 能 不 认为 是 数学 基础 研究 最 重要 的 结果 之 一 。 
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3.1 群 与 半 群 ns 44 3.9 域 与 代数 方程 ………-… 55 
如 44 城 与 整 环 … 
同 态 re 48 从 罗 华 理论 61 
有 限 群 pp 59 应 用 pp 
拓扑 群 ，…。 53 
说 群 vv 54 
3.1 群 与 半 群 

群 


在 所 有 的 数学 分 支 中 经 常 出 现 这 样 一 些 集合 ， 它 的 任意 两 个 元 素 或 
对 象 可 以 依照 一 个 特定 的 规则 ， 并 以 一 个 特殊 的 顺序 相 结合 而 得 到 属于 
该 集合 的 第 三 个 元 素 。 


在 集合 S 上 的 一 个 运算 是 将 8 的 任何 一 个 有 序 的 元 素 对 (a,5) 
与 该 集合 的 第 三 个 元 素 联系 起 来 的 一 个 映射 。 运 算 通 常 写成 乘法 或 
加 法 。 分 别 记 为 c=ob 或 c=a+b, 分 别称 为 a 与 b 的 积 或 和 。 


【 例 】 普通 的 加 法 和 乘法 是 在 整数 ,有理 数 ,实数 和 复数 集合 上 的 运 
算 。 和 矩 阵 苹 法 是 在 所 有 (nx) 矩阵 集合 上 , 在 具有 非 零 行列 式 的 (wx 答 
阵 集合 上 , 以 及 在 行列 式 为 工 的 (2X 从 矩阵 集合 上 的 一 个 运算 。 

定义 两 个 置换 的 乘积 是 一 个 跟着 一 个 执行 置换 所 得 到 的 一 个 星 换 
(这 是 映射 复合 的 一 个 特殊 情况 )， 于 是 可 以 在 固定 个 数 对 象 的 置换 集合 


上 定义 一 个 运算 。 允 于 置换 Pi 一 (2 2 了) 和 和 P=( 1 3 3 ) 正如 


i1234 
通过 下 列 图 解 所 看 到 的 那样 ,乘积 是 Pl. Pa= ( ”。，。 )) 图解 中 在 对 象 


上 上 的 作用 很 清楚 。 


3.1 悦 与 半 陪 
和 EE] 4 
(tl)( 3 下 = =(1 | 诈 
辕 定 个 数 对 象 的 两 个 置换 的 来 积 是 这 些 对 象 的 另外 一 个 呈 
的 
" 个 对 象 的 置换 = ( ， ;，，，， ) 可 以 通过 把 每 个 元 素 在 了 下 


的 象 写 在 这 元 素 之 后 而 形成 一 个 以 的 科 各 。 跟着 7 的 元 素 如 本身 必 
定 出 现在 上 面 一 行 ， 因 而 后 面 由 它 的 象 i; 跟着 。 下 一 步 给 出 再 一 个 元 
素 和 等 等 。 在 有 限 步 后 当 又 一 次 达到 + 时 , 这 个 过 程 就 中 断 。 这 个 循环 
至 多 有 个 元 素 。 如 果 它 还 没有 包含 所 有 的 元 素 , 则 开始 一 个 新 的 循环 ; 
如 果 红 = 则 这 个 循环 可 以 写作 人 *), 但 通常 从 乘积 中 将 它 略 去 。 
1234567 1234567 
例如 ,置换 4=( 2 4 1 7658) -(7 3 5134 8) 可 以 写 
为 4=(12347383)(56) 以 及 B=(1 7 64)(2335)。 它们 的 乘 积 
是 4B-C-( 5 7)-(1375462) 以 及 BA~D~ 
3176425 
(1234567 
3162475 
前 面 的 例子 并 不 是 同一 类 型 的 全 部 情况 。 有 些 集合 是 无 限 的 ， 而 有 
些 则 是 有 限 的 , 更 加 周密 地 考察 这 些 运 算 就 揭示 进一步 的 差别 。 如 果 对 
于 8 中 的 任意 三 个 元 索 4, 5b, c, 有 (ab)e=a(b c) 《如 果 运 算 写 成 乘法 的 
话 ) 以 及 (G+6) 芋 c=a 必 +0) 《如果 它 写成 加 法 的 话 ), 则 在 此 集合 上 
的 这 个 运算 称 做 结合 的 。 如 果 对 于 任意 两 个 元 束 , 分别 有 ab=ba 或 a 十 
5 一 5b 十 a, 则 此 运算 就 称 做 交接 的 。 不 难 验 证 , 矩阵 的 羔 法 与 置换 的 乘法 
满足 结合 律 。 数 的 乘法 与 加 法 满足 结合 律 与 交换 律 。 然而 ,和 矩阵 的 乘法 
与 置换 的 乘法 如 同上 面 的 例子 所 表明 的 那样 4B3 关 2B4， 即 不 满足 交换 
律 。 
如 果 集 合 8 的 一 个 元 素 。 对 于 5 的 所 有 元 素 a, 。 和 a 按 任 一 顺 
序 的 运算 结果 都 得 到 则 称 。 为 该 运算 的 中 间 元 素 。 如 运算 是 乘法 ， 


1234 
。 就 称 做 元 而 有 oz 一 we 一 ze 例如 ,置换 ( 1 3 3 4 是 在 四 个 对 象 的 


)=(1367542), 
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而 后 者 为 特殊 线性 群 SL(m) 。 
置换 群 。 辐 定 w 个 对 象 的 置换 在 前 面 定义 的 乘法 下 构成 一 个 有 限 
群 , 即 对 称 群 5,。 它 的 阶 是 4! 。 对 于 mn 之 3, 它 是 非 阿 贝尔 群 。 


2., 
如 果 2 一 ( ;3 ， ) 是 一 个 置换 , 那 末 反 演 数 是 对 于 序列 区 … 


? 中 较 大 的 数 出 现在 和 的 娄 之 多 少 关 的 计 车 如 果 反 演 数 是 偶数 ， 
置换 就 称 为 偶 置换 , 否则 为 奇 置换 。 


123 
[ 例 切 时 换 p 一 (4 。75 2 ) 有 6 次 芭 演 : 4 在 3 3 以 及 1 之 前 


出 现 , 3 在 2 和 1 之 首 , 还 有 5 在 2 之 前 。 

5 分裂 为 1/2 偶 置换 和 "1/2 奇 置换 。 

两 个 偶 置 接 的 乘积 是 偶 置 换 。 两 个 奇 置 换 的 磁 积 也是 偶 置换 。 一 个 
坷 慎 换 和 一 个 偶 蛙 摘 的 来 积 是 奇 置换。 

在 这 个 事实 的 基础 上 , 对 于 置换 引进 一 个 符号 ; 如 果 卫 是 偶 置 抽 ， 则 
sgn p 一 十 二 如 果 p 是 奇 置换 , 则 sgn p= 一 1。 由 此 可 见 ， 两 个 置换 乘积 
的 符号 是 它们 符号 的 葬 积 。 现 在 很 容易 看 到 ,一 个 侦 置 换 的 逆 是 偶 置换 ， 
因为 恒 等 置换 是 偶 置 换 。 于 是 ， 偶 走 换 构成 一 个 n1/2 阶 的 群 ， 称 做 交代 
群 An。 

子 群 群 G 的 一 个 子 集 互 ， 如 果 在 与 G 上 同样 的 运算 下 五 构 成 一 
个 群 ,就 称 做 子 群 。 根据 这 个 定义 ， 群 自身 以 及 只 包含 么 元 的 单位 子 群 ， 
是 G 的 子 群 。 所 有 只 含 一 个 元 素 的 群 称 为 平凡 群 。 而 所 有 不 同 于 G 自 
身 的 G 的 子 群 叫做 真子 群 

在 引言 中 说 到 的 有 些 群 是 其 他 群 的 子 群 。 这 样 , 整数 加 法 群 是 有 理 
数 加 法 群 的 一 个 子 群 , 而 有 理 数 加 法 群 又 是 实数 加 法 群 的 子 群 。 非 零 有 
理 数 的 乘法 群 是 非 零 实数 的 乘法 群 的 一 个 子 群 。 交 代 群 4。 是 对 称 群 S。 
的 一 个 子 群 。 特 殊 线 性 群 SL(m) 是 一 般 线性 群 GL(%) 的 一 个 子 群 。 下 
述 命题 可 直接 从 子 群 的 定义 得 出 

一 族 子 群 的 交 仍 是 一 个 子 群 。、 

如 果 a 是 群 @ 的 一 个 元 素 , 则 有 包含 这 个 元 素 的 子 群 ,例如 G 自身 。 
根据 定义 , 所 有 包含 a 的 子 群 的 交 , 就 是 包含 a 的 最 小 子 群 , 它 称 做 由 a 
生成 的 循环 子 群 并 记 作 (4)。 显 然 , (0) 由 所 有 的 矢 or 所 组 成 ,n 训 0( 负 千 
是 逆 元 的 畴 ; 知 照 例 是 一 个 元 素 与 其 自身 的 乘积 )。 
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如 果 所 有 的 寡 ao" 互 异 , 则 (a) 就 称 做 无 限 杭 环 群 。 否 则 存在 最 小 的 
下 整数 % 使 得 a"=e, 从 而 (0) 是 一 个 % 阶 循环 群 : (7 由 元 素 e 4,…， 
a”1 一 q 7 组 成 ;a*+1=a 等 等 。 一 个 群 要 是 与 其 一 个 循环 子 群 相符 合 , 训 
称 这 个 群 为 循环 群 

一 般 地 说 ， 一 个 群 的 两 个 子 群 Di 与 Us 按 集合 论 的 并 DaiU Us 不 再 
是 一 个 子 群 ， 这 由 下 面 的 例子 说 明 。 并 只 不 过 是 G 的 一 个 子 集 ， 但 是 
对 于 G 的 每 一 个 子 集 8 可 以 定义 所 有 包含 S 的 子 群 的 交 (这 个 交 自 身 
包含 8 并 且 是 包含 5 的 最 小 子 群 ) 为 由 驴 生成 的 子 群 (87。 子 群 人 Tb 
V2) 则 是 包含 01 和 U3 这 二 者 的 最 小 子 群 。 如 果 对 于 G 的 一 个 子 集 9， 
有 《5)==G, 就 称 G# 是 由 只 生成 的 。 

【 例 3 5S; 的 元 素 用 循环 记号 就 是 p==(D, pp 一 (1 2 3),， 二 
《132), m=(12), ps=(13), 以 及 po 一 (2 3)。 群 表 如 下 ; 


D1 Pa Ps Pa Ps Pe 
2 D1 Ps Ps Pa Ps Pe 
Ds Ps Ps Pi Pe D4 Ps 
bs Ps P1 py Ps Pe Pe 
Ds Da Ps Pe P1 Ps Pa 
Ds ps Pe Pa Ps P1 Pa 
Ds Pe Pa Ps Pa Ps D1 


利用 这 张 群 表 , 容易 验证 集合 4= {pi, pa},，B= {pi ps}，0= {ps 
Pe} 以 及 DD= {py pp p83} 是 Ss 的 子 群 ,进一步 地 , 4 一 《ps),B=《ps), 0 二 
《pe 是 2 阶 循环 子 群 ,而 DD= (ps) 一 《pa) 是 3 阶 循环 子 群 。4 和 呈 的 并 
就 不 是 一 个 子 群 , 因为 那 要 求 滋 积 po 一 psps 位 于 {pw 4} U {pi pa, pa} 之 
中 , 但 情况 显然 不 是 这 样 。 由 并 所 生成 的 群 是 整个 Sa。 

同 态 1 

同 态 ” 同 态 概念 在 整个 群 论 中 占有 中 心 位 置 ， 它 是 通过 两 个 语句 加 

以 描写 的 ,一 个 是 关于 群 的 元 素 集合 而 另 一 个 是 关于 群 的 运算 。 


群 G 到 群 G 中 的 映射 7, 如 果 对 于 任意 两 个 元 素 4, bEG, 成 


立 关 系 (已 ) f(aeD) = 了 (Q) .FGD)， 这 映射 了 就 称 做 同 态 。 
这 里 左边 的 乘积 在 G 中 取 而 右边 的 则 在 G' 中 。 在 下 G 的 象 总 是 


话 o=( 3) 0 一 (5 一 (0) 以及。 一 (”， 7) 组 成 的 群 。 


01 0 一 工 
定义 双 射 了 

6 一 

CGI 

b—b" 

Cc—C’ 
Va empbre 如 ea'vp’'c!’ 
e eabrc ef e'a'b’' ce' 
a Ce0CD 0 a'e'c'b’ 
b beena 2 
6 


cbaue c’ CD 


从 群 肥 和 G 的 群 表 中 可 以 看 出 , 对 于 WV 的 任意 元 素 , 关系 (了 都 
是 满足 的 。 所 以 , Vi 同 构 于 矩阵 群 G。 

如 同 从 这 个 例子 中 可 乌 看 到 的 那样 , 同 构 群 具有 同一 的 结构 , 即使 它 
们 的 元 素 也 许 属于 完全 不 同 的 种 类 , 在 这 里 是 置换 和 矩阵 。 同 态 与 同 构 
并 不 内 限于 有 限 群 , 同 构 群 总 是 具有 相同 的 基数 。 

【 例 后 设 Bx 是 正 实数 的 乘法 群 ,而 R* 是 所 有 实数 的 加 法 群 ,将 每 

一 个 正 实数 取 其 自然 对 数 的 映射 f:a -> jn a 是 这 两 个 群 的 一 个 同 构 ; 众 
所 周知 , In(a*b) ~ln q+ln 5b， 换 旬 话说，f(a.D) =f(a) 十 f(b), 结果 是 
Rs Rr+。 

同 构 是 在 群 之 间 的 一 个 等 价 关系 ， 它 使 所 有 群 的 类 划分 成 为 一 些 同 
构 类 。 应 当 指出 , 要 是 只 对 一 个 群 的 同 构 类 而 不是 对 它 的 具体 表示 感 兴 
趣 的 话 , 那 讨论 的 是 要 象 群 。 

同 构 群 具有 相同 的 结构 , 同 构 群 内 部 的 演算 北 循 相同 的 定律 和 规则 ， 

正规 子 群 ”已 提 到 过 同 态 的 核 构成 特殊 类 型 的 子 群 。G 的 一 个 子 群 
N, 如 果 它 作为 群 G 到 某 个 别 的 群 同 态 的 核 出 现 , 则 太 称 为 正规 的 。 于 
是 , 在 ( 同 态 那 一 节 ) 例 中 的 特殊 线性 群 是 一 般 线性 群 的 一 个 正规 子 群 。 
在 例 3 中 交代 群 是 对 称 群 的 一 个 正规 子 群 。 一 个 群 , 如 果 它 仅 有 的 正规 
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子 群 是 整个 群 以 及 平凡 群 (这 些 总 是 正规 的 )， 则 此 群 称 做 音 群 。 从 一 个 
单 群 从 到 群 豆 上 的 同 态 , 或 者 是 一 个 同 构 ,或 者 豆 是 平凡 的 。 这 里 提 及 
在 置换 群 方面 的 下 述 结果 , 因为 它 在 如 罗 华 (Galois) 理论 中 有 用 。 

当 n>4 时 交代 群 4。 是 Sn 叭 一 的 非 平凡 真子 群 。 当 人 > 和 时 ， 交 代 
群 A, 是 单 群 。 

所 谓 G 的 正规 真子 群 了 为 最 大 的 ， 是 指 对 于 G 的 任何 一 个 正规 子 
群 W, 如 果 有 MENESG , 则 不 是 放 = 驴 就 是 加 ~ 成立 。 克 莱 因 四 元 
群 到 是 44 的 最 大 正规 子 群 。 

商 群 ”如 果 恒 是 群 G 的 一 个 子 集 并 且 4 是 G 的 一 个 元 素 ， 则 集合 
a8 定义 为 {aslsES}。 对 于 右 乘 可 作 类 似 的 定义 。 如 果 五 是 G 的 一 个 
子 群 , 则 对 于 waEG, 称 集合 4 瑟 为 G 中 互 的 左 傍 东 。 容 易 证 朋 , 它们 构 
成 G 的 一 个 划分 。 自然 , 对 右 偿 系 可 以 作 辐 祥 的 定义 ， 从 而 它们 也 构成 
G 的 一 个 划分 。 然而 , 通常 这 两 个 划分 并 不 是 相同 的 。 现在 如 果 j 是 G 
的 一 个 同 态 而 它 的 核 是 Y,， 那 末 W 有 一 个 值得 注意 的 性 质 , 即 对 于 G 中 
的 任何 一 个 a, 傍 系 aN 和 Na 是 恒 等 的 , 因为 两 者 恰恰 都 是 由 G 的 这 样 
一 些 元 素 所 组 成 的 ， 这 些 元 素 通过 同 态 / 映 成 同一 个 元 素 a。 这 个 性 质 
很 重要 , 所 以 此 刻 要 给 它 一 个 特殊 的 称呼 。 


G 的 一 个 子 群 辐 ， 如 对 于 G 的 任何 一 个 元 素 a 成立 等 式 aqN 二 
Na, 则 称 做 不 变 子 群 。 这 个 条 件 等 价 于 对 G 中 的 任何 一 个 外 
aNa-I=N, 


因为 不 变 子 群 的 左 傍 系 和 右 傍 系 是 相等 的 ， 所 以 左右 这 两 个 字 就 可 
以 省 略 。 当 它们 构成 一 种 划分 时 , 两 个 傍 系 或 者 相等 ,或 者 它们 没有 公共 
元 素 。 现在 进一步 推广 乘积 的 记号 , 对 于 G 的 子 集 轨 和 了 定义 乘积 
ST 一 {stlsES 并 且 $eEZ}， 那 末 对 于 GG 的 子 群 五 , 关系 五 玉 = 互 成 立 。 
对 于 不 变 子 群 本 还 可 深入 一 步 。 如 果 a 和 bN 是 两 个 傍 系 ， 则 (aN) 
(BN) = (aN) (Nb) —a( (CNN)b) ma( Nb) =a(bN) = (o6) 及 。 于 是 ,不 变 
子 群 的 两 个 化 系 的 乘积 仍 是 一 个 偿 系 ， 它 包含 两 个 偿 系 元 素 的 钱 积 。 现 
在 可 以 验证 , 不 变 子 群 交 的 偿 系 实际 上 在 这 个 乘法 下 构成 一 个 群 ， 它 的 
么 元 是 中 一 及， 其 中 万 的 道 是 ao- 及 。 此 外 , 从 上 述 等 式 得 出 , 将 @G 的 
每 一 个 元 素 取 其 傍 系 的 映射 m: aa》 是 一 个 同 态 , 它 称 做 典范 同 坊 。 按 
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此 定义 可 见 , x 的 核 是 不 变 子 群 及 。 正规 子 群 和 不 变 子 群 的 概念 是 同 ~ 
的 。 了 y 的 傍 系 群 称 做 @G 由 六 作成 的 商 群 , 并 记 为 G/N。 

[ 例 5] 5, 由 4 作成 的 商 群 由 元 素 4 和 加 4 组成, 其 中 po 是 一 
个 十 换 。 显 而 昂 见 , 鹃 身 p 一 全 人 一。 外语 宇 各 吕 是 从 
S, 到 SwW 4 的 典范 同 态 。 

同 态 定理 ”如果 了 是 一 个 从 G 到 群 G! 上 的 同 态 〈 即 六 是 满 射 的 )， 
则 有 一 个 从 N 的 傍 系 到 G' 的 自然 映射 ， 因 为 一 个 傍 系 的 所 有 元 素 在 了 
下 有 相同 的 象 。 将 偿 系 wa 取 其 元 素 的 公共 象 (a) 的 映 寺 pg 是 G/N 与 
同 态 象 0' 的 一 个 同 构 。 这 就 是 局 态 定理 的 内 容 ( 见 图 3.1-1)。 

1 同 灾 定 更 。 群 G 到 群 G' 上 的 每 一 个 满 射 司 态 

人 可 以 分 裂 成 为 从 G 到 G/Ker 上 的 典范 同 态 = 与 
TN 名, 。 ff 到 C 二 的 一 个 同 构 g 的 于 各。 
同 态 定理 北 涵 着 基于 任意 同 态 的 研究 可 以 归结 
图 3.171 周 态 定理 ”为 关于 商 群 . 同 构 以 及 子 群 的 研究 。 
【 例 6】 已 经 证 明 , 观 射 关 p -> sgnp 是 对 称 群 5, 到 实数 子 群 {+ 
一 二 上 带 有 核 4 的 一 个 同 态 。 在 例 5 中 已 经 引进 典范 同 态 4 p> 


pA,=~=A,, , 如 果 p 是 偶 置 换 到 太 a 现 _ 
2 4 一 204， 如 果 2 是 奇 置 换 ” 同 态 定理 中 所 断定 的 分 裂 现在 是 了 


4, 一 十 1 

9) 其 中 9 是 肌 射 9: [i _16 
{+1， 一 上 的 一 个 同 构 。 

下 述 定理 给 出 最 大 正规 子 群 与 单 群 之 间 的 关系 。 

自 同 构 自 同 构 是 群 4 到 它 自 身上 的 一 个 局 构 。 群 8 的 两 个 自 同 
构 的 乘积 还 是 G 的 一 个 自 同 构 。G 到 它 自 身上 的 恒 等 映射 ， 它 使 每 一 个 
元 素 固定 不 动 ， 是 一 个 自 同 构 , 并 且 如 果 了 是 G 到 它 自 身上 的 一 个 自 局 
板 , 则 朔 映射" 也 是 G 的 一 个 自 同 构 。G 的 自 同 构 在 映射 的 乘积 作为 
运算 之 下 构成 一 个 群 。 它 称 做 G 的 自 同 构 群 。 

有 限 群 

有 限 群 理论 原先 是 作为 处 理 代数 方程 求解 问题 的 工具 而 发 展 起 来 

的 , 并 且 最 初 仅 涉及 置换 群 , 也 就 是 只 涉及 对 称 群 的 子 群 。 这 些 群 的 重要 


显然 , ?实际 上 是 商 群 Sw/ 4。 到 群 


3.1 群 与 半 群 ”名 
性 从 下 述 两 个 定理 就 显而易见 了 。 


A 人 -~~ 


EA 下 二 东 国 个 驱 o 则 术 必 迁 寺 以 


Pet bs = Re 


整除 G 的 阶 。 更 确切 地 说 
. ~ [6 E]=[G:HILH:El, 

群 G 的 元 素 a 的 阶 是 由 a 生成 的 悄 环 子 群 的 阶 。 显 然 , 如 果 G 是 有 
限 的 ,每 一 个 元 素 具 有 有 限 阶 。 事实 上 , 根据 拉客 朗 日 定理 , 它 的 阶 整除 
群 的 阶 。 然 而 , 还 有 这 样 的 无 限 群 , 它 的 元 素 全 都 有 有 限 阶 ,例如 ,所 有 单 
位 复 根 的 乘法 群 , 即 方程 2? 一 1=0 所 有 解 的 群 , 其 中 ml, 2…。 伯 思 赛 
德 (W, Burnside) 提出 由 有 限 多 个 元 素 生 成 的 并 且 其 中 所 有 元 素 都 有 有 
限 阶 的 群 是 否 必定 为 有 限 群 的 问题 。 这 个 问题 1967 年 才 由 诺 维 科 夫 
CNovikov) 和 艾 迪 雅思 (Adyan) 以 否定 方式 ) 解 决 。 

在 代数 方程 的 求解 理论 中 ， 一 个 群 的 合成 列 概念 有 很 重要 的 作用 。 
有 限 群 G 的 合成 列 是 一 个 子 群 序列 G 二 Go2G1 GoDGz= 耳 , 每 一 个 
包含 着 下 一 个 ， 使 得 每 一 个 群 是 其 前 面 一 个 群 的 最 大 正规 子 群 。 单 群 
Go/G1 G1/Ga，G3/Gs，…，Gr_3/Gz4-1， Gr-1/B 一 Gzr-1 称 做 合成 因子 。 
具有 素数 阶 合成 因子 的 群 称 做 可 解 群 ， 因 为 它们 与 代数 方程 的 可 解 性 有 
关 。 有 限 群 的 合成 因子 就 同 构 以 及 它们 出 现在 该 群 中 的 阶 来 说 是 唯一 确 
定 的 [ 约 当 -- 稚 尔 德 (Jordqan-~H6lder7 定 理 ]。 

应 用 除了 群 论 可 应 用 于 几何 学 以 外 ， 大 致 还 可 以 说 ， 只 要 出 现 映 
射 .变换 以 及 对 称 性 (在 这 种 或 那 种 意义 下 ) 并且 研究 在 上 映射、 变换 或 对 
称 下 不 变量 概念 的 地 方 , 群 都 发 挥 作用 。 尤其 是 有 限 群 理论 应 用 在 代数 
方程 的 求解 理论 中 ( 见 贫 罗 华 理论 )。 在 物理 学 中 群 论 对 于 相对 论 和 量子 
力学 都 很 重要 , 其 中 就 利用 了 罗 仓 次 (Lorentz) 变换 群 。 物 理学 分 成 相对 
性 和 非 相 对 性 物理 , 就 是 按照 群 论 的 准则 来 划分 的 。 在 晶体 学 中 群 论 能 
通过 研究 晶体 结构 的 对 称 群 来 确定 所 有 可 能 的 晶体 结构 。 或 许 还 有 兴趣 
对 平面 和 立体 的 装饰 用 群 论 方法 来 分 类 。 

拓扑 群 

在 应 用 中 , 特别 是 在 几何 学 和 物理 学 的 应 用 中 , 很 重要 的 许多 群 是 无 

限 群 , 而 且 除 了 它们 的 代数 结构 以 外 , 还 有 作为 一 个 拓扑 空间 的 结构 。 
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拓扑 群 是 这 样 一 些 元 素 的 集合 , 一 方面 它 是 一 个 群 , 另 一 方面 它 是 一 
个 拓扑 空间 , 并 号 这 两 个 结构 在 乘 与 弟 为 连续 映射 的 意义 下 是 相 容 的 。 例 
如 各 种 各 样 的 矩阵 群 , 几何 学 若干 分 支 的 变换 群 以 及 罗 仑 兹 群 。 

. 警 如 ; 两 个 具有 实 元 素 的 ( 信 Xx 矩阵 是 否 只 有 微小 的 区 别 , 它们 的 元 

素 是 否 相互 密切 这 样 的 问题 是 有 意义 的 。 结 果 是 从 实 线 的 拓扑 导出 (3X 
3) 和 矩阵 的 拓扑 。 可 以 证 明 , 在 这 个 拓扑 中 和 矩阵 乘法 是 连续 的 于 是 ,由 具有 
非 零 行 列 式 的 (3x 2) 和 矩阵 所 形成 的 一 般 线性 群 GZ (2 是 一 个 拓扑 群 。 虽 
然 拓扑 群 总 是 无 限 群 这 个 事实 , 使 得 对 它们 的 分 析 比 较 困难 , 而 它们 的 拓 
扑 结构 使 得 有 可 能 采用 一 些 新 的 .不 一 定 是 代数 的 方法 , 这 些 方 法 在 阿 贝 
和 尔 拓扑 群 和 紧 拓 扑 群 理论 中 已 得 出 了 一 些 卓越 的 成 果 。 拓 扑 观念 与 代数 
观念 之 间 的 相互 影响 , 给 予 群 论 的 这 个 分 支 以 独特 的 吸引 力 。 

李 群 平面 绕 固 定点 的 旋转 构成 一 个 群 。 每 个 旋转 由 它 的 旋转 角 p 
所 确定 ,并 且 可 以 用 下 边 形式 的 一 个 矩阵 来 描述 . 

CC 9 一 8D 9?)。 
ng cosgq 

可 以 证 明 , 这 些 矩 阵 构 成 -- 个 群 。 因 为 在 0 与 2mr 之 间 连 续 变 化 , 所 以 
可 在 此 群 上 定义 一 个 拓扑 。 但 是 这 个 群 不 同 于 其 他 拓扑 群 ， 它 的 元 素 依 
加 于 一 个 参数 ， 而 且 这 个 依赖 性 是 用 可 微 函 数 来 描述 的 。 这 就 有 可 能 在 
群 上 定义 不 仅 连 续 , 而 且 还 是 可 微 的 函数 , 所 谓 一 个 函数 可 微 是 指 它 作 为 
实 参 数 9 的 函数 为 可 徽 的 。 一 个 拓扑 空间 , 在 它 上 面 能 定义 可 微 销 数 者 ， 
称 做 微分 流 形 。 绕 固定 点 旋转 的 群 不 只 是 一 个 拓扑 空间 , 而 且 实际 上 是 一 
个 微分 流 形 。 按 索 富 斯 , 李 (Sophus Lie) 的 姓 ， 这 样 的 群 称 做 李 群 ; 它们 
构成 拓扑 群 类 的 一 个 特殊 部 分 , 并 且 在 许多 方面 比 任意 拓扑 群 容易 处 理 ， 
因为 在 研究 它们 的 时 候 可 以 利用 分 析 的 工具 。 

应 用 李 群 及 其 表示 〔 见 II. 第 20 章 ) 在 特殊 函数 论 中 [球面 孔 
数 , 贝 塞 耳 (Bessel) 函数 等 等 ] 以 及 在 殖 周 期 函数 论 中 都 是 特别 重要 的 。 
李 曾 经 运用 他 的 理论 对 微分 方程 进行 分 类 与 求解 。 在 量子 论 中 , 球面 旋 
转 李 群 以 及 罗 仓 辫 群 ( 它 也 是 一 个 李 群 ) 起 着 重要 的 作用 。 

半 群 

半 群 是 带 有 一 个 可 结合 运 工 的 非 空 集 合 。 如 果 这 个 运算 还 是 可 交换 
的 , 则 这 个 半 群 就 称 为 交换 的 。 如 果 互 是 一 个 乘法 半 群 并 且 包含 元 素 8 
使 对 互 的 所 有 元 素 4 成 立 ex=ae=4， 那 末 五 就 称 为 具有 么 元 的 半 群 。 


8.2 域 与 代数 方程 中 


成 为 带 有 乏 元 的 交换 半 群 但 不 成 为 群 的 例子 是 在 乘法 下 的 整数 全 体 和 在 
加 法 下 的 非 负 整数 全 体 ( 其 中 0 是 么 元 )。 自 然 , 每 一 个 群 都 是 一 个 半 群 。 
对 于 所 有 半 群 为 真 的 定理 , 对 于 所 有 群 亦 为 真 。 模 仿 群 的 办 法 , 可 以 区 分 
有 限 和 无 保 半 群 ,并 把 半 群 的 元 素 个 数 称 做 它 的 价 。 如 果 对 于 半 群 豆 的 
任意 一 对 元 素 4 与 5, 方程 02 一 b 和 wa=b 至 多 各 有 一 个 解 ， 那 末 互 就 
称 为 正规 的 。 非 零 整 数 在 乘法 下 构成 一 个 正则 半 群 。 对 于 有 限 半 群 下 列 
定理 成 立 : 

一 个 有 有限 附 的 正则 六 玫 是 一 个 于 。 

【 例 7】 如 果 函 数 fG) 描 述 一 个 时 间 依 赖 过 程 , 而 (to) 是 由 时 间 
间隔 a 延迟 的 过 程 , 则 映射 集合 Ta: 了 (一 f(t 十 a) 构 成 一 个 半 群 。 

【 例 8】 任意 集合 8 的 罕 集 ( 即 5 的 所 有 子 集 的 集合 ) 在 交 这 个 运算 
下 构成 一 个 带 有 过 元 的 交换 半 群 。 在 并 运算 下 亦 然 。 对 于 交 ， 整 个 集合 
5S 是 么 元 , 而 对 于 并 则 空 集 是 么 元 。 


3.2 域 与 代数 方程 


直到 十 九 世 纪 初 ， 还 可 把 代数 说 成 是 求解 代数 方程 的 理论 。 它 的 目 
的 在 于 寻找 尽 可 能 一 般 的 计算 这 种 解 的 方法 ， 对 实际 解 的 兴趣 还 不 如 求 
解 所 用 的 方法 。 与 这 些 问 题 相关 联 ， 十 九 世 纪 的 数学 家 们 的 观念 导致 定 
义 出 群 与 域 ,作为 代数 方程 求解 理论 中 必 不 可 少 的 工具 。 后 来 这 些 概念 
获得 了 它们 所 固有 的 兴趣 和 重要 性 ， 主 要 因为 在 不 同 的 领域 中 找到 了 应 
用 。 群 论 和 域 论 现在 已 成 为 代数 的 一 大 分 支 。 在 数学 的 许多 部 分 中 还 找 
到 了 具有 类 似 结构 的 进一步 对 象 , 而 这 导致 定义 出 诸如 环 、 代数 、 烙 以 及 
整 环 等 代数 结构 ( 见 II. 第 20 章 )。 

域 与 问 环 
域 域 是 满足 下 列 域 公理 的 元 素 集 合 K: 


域 公理 。 公 理工 ,在 K 上 定义 两 个 运算 , 称 做 加 和 乘 。 
公理 2. 在 加 法 下 , K 的 元 素 构 成 一 个 和 阿 贝尔 群 , 带 有 叭 元 素 0。 
公理 3. 在 乘法 下 , K 的 非 零 元 素 构成 一 个 阿 贝 尔 群 。 

公理 4， 加 和 和 姜 由 分 配 律 连结 起 来 ， 也 就 是 说 对 于 的 任意 三 
个 元 素 @, pb, c, 有 ab+c)=ab-+ac。 . 
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有 理 数 、 实 数 以 及 复数 是 域 最 重要 的 例子 。 可 以 直观 地 说 , 域 是 这 样 
的 元 素 集 合 ,其 中 可 以 按 通 常 的 方式 进行 算术 运算 。 正 象 群 那样 , 可 以 区 
分 为 有 限 域 与 无 限 域 。 域 9 的 一 个 子 集 一 称 做 子 域 ， 如 果 它 对 于 在 纺 
中 定义 的 运算 而 言 满足 域 公理 ， 特 别 是 了 元素 的 和 与 积 必须 仍 在 盖 中 ， 
因而 三 元素 的 负 与 道 必须 在 王 中 。 域 吃 也 就 称 做 忆 的 扩张 域 。 如 果 交 
是 书 的 一 个 扩张 域 并 且 也 是 介 的 一 个 子 域 , 则 就 称 做 卫 与 9 之 间 的 
中 间 域 . PGKCQ。 

每 一 个 域 都 可 以 看 作 在 任意 子 域 P( 纯 量 集 合 ) 上 的 一 个 向 量 空间 
〈 见 王 , 第 4 章 ) 把 域 加 法 视 为 向 量 室 间 加 法 ,而 把 与 子 域 元 素 的 域 乘法 
视 为 由 纯 量 的 乘法 。 8 在 卫 上 作为 一 个 向 量 空间 的 维 数 称 做 在 卫 上 扩 
张 域 0 的 次 数 。 如 果 台 是 PP 上 的 一 个 有 限 维 向 量 空间 ， 则 此 扩张 称 做 
有 限 的 。 它 的 次 数 记 为 % 一 [8:PJ。 在 这 种 情况 下 可 以 在 9 中 找到 元 素 
Bi Ba,，…，BB,, 使 得 每 一 个 元 素 BER 能 唯一 地 写成 形式 B=c1B1+csBs 
十 … 寺 cnpw 其 中 带 有 卫 的 元 素 cy ez …， Cno .这 样 的 元 素 By Ba, …, 
86, 叫做 在 己 上 品 的 一 组 基 。 

如 果 只 是 己 的 一 个 扩张 域 并 且 at wo …， am 是 号 的 任意 元 素 , 则 
P(ci aa …， cm) 表示 包含 已 和 oa a2,…， Om 的 只 的 最 小 子 域 。 它 由 
所 有 可 用 初等 算术 运算 从 已 和 ml aa …，om 获得 的 元 素 组 成 。 这 是 
说 , 域 已 (ct ca …， am) 是 从 忆 再 由 ap aa …， am 加 入 卫 而 得 到 的 。 
首先 将 a1 加 入 已 而 获得 域 1 一 了 PCaD), 然后 将 qz 加 入 互 1 而 获得 2 二 
及 1(02) 一 已 atb 09); 等 等 。 在 办 步 之 后 财 有 瓦 。 一 下 1(Ccn) 一 忆 (al ooy 
… Gm)。 由 单个 元 素 的 加 入 而 得 到 的 扩张 城 卫 Ca) 称 做 也 的 单 扩 张 。 

如 果 芍 1 入 ;是 域 , 则 从 Ki 到 天 3? 上 的 双 射 户 它 对 Ki 的 任意 元 
素 4 和 5 有 f(a+5)==f(q)+f(5) 和 fCab) 二 fCQ)f(0), 岂 做 下 1 到 玉 ， 
上 的 一 个 同 构 ; 下! 和 互 3 就 称 做 同 构 的 ， 写 为 了 1 衬 玉 2。 域 玉 到 它 自 冰 
上 的 一 个 同 构 叫 做 五 的 自 同 构 。 如 果 互 1 和 下 是 域 , 并 且 如 果 了 是 EK1 
和 Es 的 一 个 子 域 , 则 一 个 使 得 乙 的 每 个 元 素 固定 不 动 的 Ki 到 Ks 上 的 
同 构 就 称 做 相对 同 构 。 当 忌 : 一 下 3 时 则 说 是 一 个 相对 自 同 构 。 在 下 面 的 
几 节 里 可 以 找到 这 些 概 念 的 若 于 个 例子 。 

整 环 ”有理数 域 & 具有 满足 域 公 理 卫 2 和 4 但 不 满足 公理 3 的 一 
个 子 集 : 整数 全 体 。 在 整数 集合 中 除法 并 不 是 普遍 可 行 的 , 不 过 它们 至 少 
满足 弱 消去 律 ;如果 a5 一 qc 并 且 4 二 0, 则 b=c( 见 半 群 >。 
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整 环 是 一 个 集合 了 ,其 中 域 公理 1,，2 及 委 满 足 ,而 公理 3 则 代 之 
以 公理 3': 了 的 非 雷 元 素 在 来 法 下 构成 一 个 正则 交 找 半 群 。 


所 有 的 域 都 是 整 环 。 整 数 全 体 是 不 成 为 域 的 整 环 的 一 个 例子 。 整 环 
的 更 重要 的 例子 是 系数 在 某 个 城中 的 多 项 式 集合 ( 见 多 项 式 )。 如 果 集 合 
7 是 有 限 的 ， 则 了 就 称 做 有 限 整 环 。 由 上 面 提 到 的 有 限 正则 半 群 的 定理 
立即 可 得 : 

每 一 个 有 限 整 环 是 一 个 域 。 

如 果 有 一 个 从 石 到 7 到 了 ; 的 双 身 J 了， 在 域 同 构 一 样 的 意义 下 与 运算 想 
容 ， 则 称 五 和 I 两 个 整 环 为 同 构 的 《Jsya)。 这 个 映射 就 称 做 一 个 同 构 : 
〈 见 分 式 域 )。 ， 

【 例 】 除了 已 经 提 到 的 域 和 整 环 以 外 ， 高 关 数 全 体 构成 一个 十 分 重 
要 的 例子 。 它 们 由 所 有 形 如 a+5i 的 复数 组 成 ， 其 中 & 和 ?2 是 有 理 数 , 而 ， 
名 二 一 1。 当 4 和 5 为 整数 时 的 高 斯 数 子 集 , 称 做 高 斯 整数 集 , 它 是 一 个 整 
环 。 高 斯 数 是 从 有 理 数 再 加 入 i 而 得 到 的 。 

最 小 有 限 域 由 两 个 元 素 0 和 e 组 成 , 并 有 下 边 的 加 法 未 与 乘法 表 。 


十 0 e 。 0 ee 
0 0 £€ 0 0 0 
e 2 0 


以 素数 为 模 的 剩余 域 也 是 一 个 重要 的 例子 ( 见 开 . 第 18 章 )。 

多 项 式 ”具有 形式 foz) anz" 寺 Qn_12* IT 十 … 十 0az 十 oo 的 表达 式 ， 
其 中 % 是 自然 数 而 ao …， an 是 属于 域 忌 的 元 素 , 称 做 在 上 未 定 元 多 
的 多 项 式 。 量 mo, …，an 称 为 它 的 系数 。 系数 全 为 零 的 多 项 式 叫 做 罕 多 
项 式 。 如 果 系 数 on 非 零 , 则 多 项 式 的 次 教 为 %。 如果 未 定 元 2 替代 为 一 
个 域 元 素 ， 就 得 到 一 个 定义 在 多 上 其 值 在 泊 中 的 通 数 。 这 种 函数 称 做 
在 域 尺 上 的 多 项 式 函 数 或 整 有 理 函 数 ; 相反 地 , 如 果 域 是 无 限 的 , 则 每 个 
整 有 理 函 数 确定 唯一 的 多 项 式 。 在 讨论 多 项 式 的 时 候 ， 采 用 简化 记 法 


J@ … 襄 avr! 常常 是 方便 的 ， 其 中 理解 成 仅仅 有 限 个 ot 不 为 零 。 于 是 
可 以 把 多 项 式 f(x) = 总 aw' 和 g(%) 一 局 yw! 的 和 与 积 写成 Jo) 十 
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y@ 一 六 or 以 及 f(z) "9(2; = 一己 aar 其 中 的 系数 cx 与 改 满足 等 式 
=4 二 pr 以 及 钙 = 六 0B。 系数 在 菜 个 固定 域 开 中 的 多 项 式 全 体 村 


成 一 个 整 环 , 记 为 [wz]。 在 这 个 整 环 玉 [xz] 中 , 可 以 执行 带 余 除法 , 正 象 
对 于 整数 那样 。 这 意味 着 , 如 果 f(z) 和 yg(w), 而 g(x) 半 0, 是 两 个 给 定 的 
多 项 式 ， 则 存在 唯一 的 多 项 式 有 (2z) 和 7(w)， 使 得 f(z2) = 二 h(w)*g (GOD 十 
*(z)， 而 7(z) 一 0 或 者 7(2) 的 次 数 小 于 gCz) 的 次 数 。 模 仿 数 论 ( 见 工 第 
1 章 ) 的 办 法 , 称 两 个 多 项 式 及 (wx) 和 f(x) 按 模 g(x) 同 余 , 写 为 及 (2) 二 
Ja(z)mod g(x)， 如 果 它 们 除 以 g(2) 而 留 下 相同 余 项 + (x) 的 话 。 按 模 
9g(z) 同 佘 是 一 个 等 价 关 系 并 导致 整 环 下 [2] 划 分 成 一 些 类 。 这 些 类 如 此 
相 加 积 相 乘 ; 从 每 一 类 中 选 出 一 个 多 项 式 ， 进行 多 项 式 的 加 或 乖 , 再 将 多 
项 式 的 和 或 积 的 类 定义 为 类 的 和 或 积 。 可 以 证 明 ， 即 使 从 原来 两 类 中 选 
出 的 多 项 式 变更 了 ,总 是 得 到 相同 的 类 。 如 果 9(2) 是 一 个 不 可 约 多 项 
式 , 则 那些 按 模 g(z) 剩余 类 全 体 构成 一 个 域 , 记 为 [zr]/(g(w)), 并 称 做 
下 [w] 按 模 g(z) 的 刺 余 类 域 。 

一 个 不 是 常数 的 多 项 式 称 为 在 防 上 不 可 约 的 ， 如 果 它 不 可 能 写成 
在 玉 上 的 两 个 次 数 较 小 的 但 次 数 为 正 的 多 项 式 的 积 。 一 个 nn 次 多 项 
式 ,如果 它 的 最 高 系数 qu 是 卫 则 称 它 为 首 一 的 。 下 述 定 理 对 于 在 域 到 
上 的 多 项 式 成 立 : 

在 五 上 的 每 一 个 多 项 式 f(x) 具有 一 种 表示 f(x) 二 Cpi(x)…psCx)， 
引起 天 C 与 K(x) 中 不 可 约 的 商 一 多 项 式 pi1(x)，…，gs%) 的 
积 。 这 种 表示 除了 不 可 约 多 项 式 的 次 序 外 是 唯一 的 的 。 

”分 式 域 分 式 域 的 概念 起 源 于 这 样 的 问题 , “什么 是 包含 一 个 给 定 束 
环 的 最 小 域 ?”。 这 个 问题 可 以 改 说 成 : “给 定 一 个 整 环 了 是否 存在 一 个 包 
含 工 的 域 下, 它 的 元 素 全 都 可 以 写成 1 元 于 的 分 式 ? ”为 了 获得 这 种 域 的 
概念 , 首先 假定 它 存在 并 可 以 通常 的 方式 对 分 式 a/5 进行 运算 。 元 素 6 和 
5 站 0 在 了 中 , 从 而 人 oo]0 如 果 ab'=a'b, (2) a/b+e/d = (ad-t-be) 
/54 (3) (a/3). (ce/4) =ac/bd， 当 然 , 其 中 的 所 有 分 母 必须 不 为 零 。 如 果 
此 域 存在 , 那 末 规则 (1)，(2) 和 (3) 必 须 成 立 。 于 是 采用 这 些 规则 来 构造 
一 个 域 ,首先 将 所 要 求 的 分 式 玲 代为 了 元 素 a 和 5 上 0 的 有 序 对 (a,b)。 
在 这 些 对 上 定义 一 种 等 价 关系 : 如 果 在 了 中 a2’'=a%, 则 (a, 5) = (a',5')。 
用 方 括号 [J] 来 表示 这 些 类 。 用 规则 C2) 和 (3) 来 定义 类 的 加 法 和 乘法 : 由 
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(Wfa, 要 十 [o =[adtbo, baj; 而 由 (3)[w OJ:[e, 四 =[ac,za]。 可 
以 验证 ， 这 些 运 算 与 类 [a, 如 等 等 中 所 选 出 的 具体 代表 无 关 ， 并 且 类 开 

的 集合 在 这 种 加 法 和 乘法 下 构成 一 个 域 , 其 中 每 一 个 元 素 fa, 5] 可 以 表 
示 为 分 式 [a, e]/[5, e], 这 里 。 是 工 的 么 元 。 现在 可 以 证 明 , K' 的 元 素 
[a, 可 构成 一 个 整 环 了 它 通过 映射 [a, e]-> 4 而 与 工 同 构 。 这 样 , 所 要 
求 类 型 的 域 已 经 构造 成 了 ; 虽然 它 并 不 包含 工本 身 , 但 包含 一 个 与 了 同 构 
的 整 环 。 现 在 如 果 的 元 素 由 它们 在 了 中 的 同 构象 来 代 痊 ,并且 适当 地 
重新 规定 初等 运算 , 就 得 到 一 个 包含 了 的 域 ,其 中 每 一 个 元 素 可 表示 为 
I 元 案 的 分 式 0/5, 这 个 域 称 做 整 环 了 的 分 式 城 。 它 是 包含 了 的 景 小 城 。 
如 果 工 是 整数 集合 ， 那 未 这 个 过 程 与 人 们 用 来 构造 有 理 数 的 过 程 是 一 至 
的 ( 见 工 第 3 章 )。 

整数 的 分 式 域 是 有 理 数 集合 。 

如 果 了 是 在 域 了 上 的 多 项 式 整 环 K[z]， 则 它 的 分 式 域 就 叫做 在 下 
上 上 的 有 理 负 数 域 并 记 为 K(x)。 

“代数 方程 与 域 扩张” 所谓 忆 次 代数 方程 是 一 个 方程 f(z) 一 0， 它 的 
左边 是 一 个 次 多 项 式 。 特 别 地 , 如 果 儿 项 式 jz) 是 在 互 上 不 可 约 的 ， 
则 方程 就 叫做 及 上 不 可 约 的 。 方程 7(z) = 0 的 解 称 做 多 项 式 zy 的 检 
或 方程 f(z) =0 的 根 。 一 般 地 说 , 代数 方程 只 有 在 一 个 扩张 域 中 才能 解 ; 
例如 ， 车 要 对 每 一 个 二 次 多 项 式 确定 一 个 根 就 会 导致 数 系 的 一 个 相当 大 
的 扩展 : 复数 。 往 往 一 个 较 小 的 扩张 就 足够 了 。 例 如 , 方程 吉 一 2 二 0 和 ?+ 
4 一 0 的 系数 在 有 理 数 域 中 , 而 它们 的 解 分 别 地 在 域 &CV 台 ) 和 高 斯 数 域 
中 。 如 果 了 (2) =0 是 次 数 大 于 1 的 在 了 上 不 可 约 的 方程, 则 它 在 正中 
无 解 , 从 而 扩张 对 于 求解 是 必要 的 。 

如 果 a 是 及 上 不 可 约 方程 f(z) =0 的 一 个 解 , 则 a 就 叫做 防 上 的 
代数 数 。 如 果 依 是 下 的 一 个 扩张 域 , 并且 如 的 每 一 个 元 素 是 五 上 的 代 
数 数 , 则 称 介 为 玉 的 一 个 代数 扩张, 而 @ 的 代数 扩张 叫做 教 域 。 不 是 代 
数 的 扩张 则 称 为 起 越 的 。 如 果 f(z) =0 是 系数 在 数 域 下 中 的 不 可 约 广 
程 , 则 根据 代数 基本 公理 ( 见 工 第 4 章 ), 它 在 复数 域 中 有 一 个 解 c。 由 a 
加 入 五 而 得 到 的 域 刁 (c) 是 包含 下 和 方程 根 “的 最 小 复数 子 域 。 对 于 
一 般 的 , 其 系数 的 代数 含义 为 未 知 的 mw 次 方程 , 要 构造 一 个 这 种 类 型 的 适 
当 扩 张 是 不 可 能 的 ， 因 为 不 存在 必定 至 少 包 含 方程 一 个 解 的 其 个 域 可 供 
利用 。 版 然 即 使 在 一 个 特定 方程 的 情况 下 代数 基本 定理 也 仅仅 断言 在 复 
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数 域 中 解 的 存在 性 而 并 没有 给 出 构造 解 的 方法 ， 那 未 在 一 切 情况 下 去 试 
找 构造 出 包含 给 定 方程 一 个 根 的 扩张 域 ， 即 所 谓 根 域 的 一 般 方法 似乎 不 
无 道理 。 

根 域 的 构造 ” 设 了 (x) 是 系数 在 域 下 中 的 % 次 不 可 约 首 一 多 项 式 。 
剩余 类 域 [zx]/(y《%)) 包含 子 域 太 ， 它 是 由 开元 素 4 的 同 余 类 5 所 组 
成 的 一 个 子 域 。 a 的 类 4 由 所 有 那些 除 以 f(z) 之 后 余 为 4 的 多 项 式 组 
成 。 上 映射 a->#5 是 玉 到 及 上 的 一 个 同 构 :下 兰 尺 。 如 果 在 KL[z]/G(2)) 
中 其 代 之 以 五 而 保留 所 有 的 运算 并 关系 相 月 , 则 得 到 一 个 包含 玉 并 且 
与 忌 [zJ/G ec) ) 同 构 的 域 及 '。 现在 设 了 (zw) =x? 十 an_1x”1 十 … 十 qo 并 
设 % 是 所 有 那些 除 以 .mw) 之 后 余 为 2 的 多 项 式 的 类 。 于 是 根据 剩余 类 
的 加 法 和 乘法 规则 ,a" 二 as_ian 十 十 ao 是 f(z) 的 类 , 但 这 是 所 有 那些 
除 以 (2) 之 后 余 为 0 的 多 项 式 的 类 , 从 而 在 KK' 中 这 已 被 0 本 身 代 替 了 。 
这 样 o" 十 mla 十 十 aa 十 0 一 0 而 4 是 方程 f(z) 一 0 的 一 个 解 。 域 
五" 包含 方程 f(2) =0 的 一 个 解 , 称 做 它 的 一 个 枢 域 。 

根 域 了 K'= 玉 (Qa) 是 下 的 一 个 单 代数 扩张 , 玉 ' 的 每 一 个 元 素 可 以 写成 
DoDig 十 … 十 Dn-10"1 的 形式 ， 其 中 bo, 9 …, bw-1 是 区 的 元 素 。 在 
世上 的 扩张 五 (a) 的 次 数 等 于 不 可 约 多 项 式 f(z) 的 次 数 : [下 (a) :下 ] 二 
degree(f (2)) =no 

【 例 1】 ”对 于 在 有 理 数 @ 上 的 方程 避 十 ==0 所 得 到 的 一 个 根 域 是 
单 扩张 Qi， 其 中 每 个 元 素 都 可 以 写成 as 二 上 i， 这 里 a 和 5 是 有 理 数 而 
芋 十 1 一 0。 这 个 域 与 高 斯 数 域 同 构 。 

可 分 域 设 f(x) 是 一 个 系数 在 域 中 的 wn 次 首 一 多 项 式 。K 上 
Lz) 的 可 分 域 是 的 最 小 扩张 域 L， 使 在 上 f(x) 分 裂 成 线性 因子 ， 
了 f(z) 一 (2 一 QD) (2 一 G2)…(Z 一 Gn) 这 里 1 92,…,an 是 荆 中 了 (2) 的 根 。 
瑟 上 多 项 式 或 代数 方程 的 可 分 域 是 包含 这 个 代数 方程 所 有 人 解 的 , 的 最 
小 扩张 。 就 同 构 的 意义 来 说 , 它 是 唯一 的 。 可 以 通过 反复 应 用 根 域 的 构造 
办 法 来 构造 可 分 域 。 首 先 将 f(z) 分 解 成 及 上 的 不 可 约 多 项 式 , 如 果 所 有 
的 不 可 约 因 式 次 数 为 上 则 五 本 身 就 是 可 分 域 。 否则 对 于 其 中 一 个 次 数 
> 并 的 不 可 约 因 式 构造 一 个 根 域 K', 再 将 f(z) 分 解 成 K' 上 的 不 可 约 因 
式 。 如 果 现 在 所 有 的 因 式 次 数 为 了 则 五 ' 就 是 所 要 求 的 可 分 域 。 要 不 
然 ， 选 出 一 个 次 数 >1 的 因 式 ， 并 按司 样 的 过 程 构造 K' 上 的 一 个 根 域 
"。 再 将 了 C2) 分 解 成 及 ”上 的 不 可 约 多 项 式 , 如 此 等 等 。 由 于 每 一 步 至 
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少 有 一 个 不 可 约 因 式 的 次 数 降低 ,所 以 这 个 过 程 必 定 以 7(w) 的 可 分 域 为 
结局 。 

【 例 3】 考虑 Q 上 的 多 项 式 Fe) = 妇 一 2。 它 的 根 是 四 一 人/ 3，m 
一 /as=De/ ,其 中 o=TA3( 一 1HiWV3) 而 5=1A3(-1-MV3 了 )。 
可 分 域 为 工 =Q(e 3 o 3 54/3) 一 Q (3 5， 四 因为 @ 一 一 1 一 oo 

伽 罗 华 理论 

伽 罗 华 群 以 及 伽 罗 华 理论 的 基本 定理 ”由 伽 罗 华 所 发 现 的 代数 方程 
解 和 群 论 之 闻 的 联系 , 导致 了 有 限 域 扩张 理论 中 特别 美妙 的 结果 。 由 于 这 
个 原因 , 讨论 代数 方程 解 的 域 论 中 心 部 分 就 称 做 徊 罗 信 理论。 如果 鼠 是 
一 个 在 号 上 无 重 根 多 项 式 的 可 分 域 , 则 入 有 这 样 一 个 重要 性 质 ， 即 包含 
NN 的 ,P 的 任何 一 个 扩张 Za 其 每 一 个 相对 自 同 构 将 入 映射 到 它 自身 上 ， 
也 就 是 说 导出 的 一 个 自 局 构 。 共有 这 种 性 质 的 域 扩张 称 为 正规 的 。 
如 果 五 是 包含 在 五 中 的 , 卫 的 一 个 扩张 , 但 不 是 在 已 上 的 一 个 正规 扩张 ， 
则 它 通过 卫 上 六 的 相对 自 同 构 而 吴 射 到 同 构 复 本 下， 玉 ",… 上 ,它们 
称 做 五 中 五 的 共 罗 。Z 的 相对 自 同 构 规定 已 上 忌 的 相对 同 构 。 正规 
域 扩张 及 就 是 以 及 等 于 它 的 所 有 共 轿 这 样 一 个 性 质 而 沪 称 的 。 

设 f(2) 是 域 卫 上 的 4 殉 不 可 约 多 项 式 。 假 定 呈 的 一 个 扩张 工 包 含 
方程 f(w) =0 的 所 有 解 m1,…, Qs， 而 且 这 些 解 全 都 相 异 。 如 果 4 是 其 
中 的 一 个 解 , 则 单 扩 张 Po) 的 共 斩 是 PCal),…, P(en), 在 这 中 间 有 一 
个 与 P(o) 等 同 。 P(a) 的 %w 个 相对 同 构 将 a 上映 成 a1 …, an。 因为 每 一 
个 相对 同 构 必 定 把 (2%) 的 一 个 根 映 成 (2) 的 另外 一 个 根 , 所 以 不 可 能 有 
更 多 的 卫 (Q) 的 相对 同 构 。 

忆 的 一 个 单 扩张 Pa) 的 相对 同 构 个 数 革 于 次 数 [PP(a) :PP]。 

这 个 命题 可 以 推广 。 一 个 有 限 扩 张 下 = 忆 Bt ，…，Bn) 总 是 可 以 通 
过 添加 单个 元 素 而 获得 ; 及 =P(0)， 只 要 以 加 入 的 Bi,…， Bm 为 根 的 那 
些 不 可 约 方程 无 重 根 。 如 果 N=P( 人 是 书 的 一 个 正规 扩张 ， 则 六 的 相 
对 辣 构 个 数 等 于 扩张 的 次 数 [NN: 卫 。 正规 扩张 六 的 相对 自 同 构 在 映射 
乘法 下 构成 一 个 [Y :已 阶 群 。 这 个 群 就 称 做 卫 . 上 正规 扩张 尺 的 何 罗 华 
群 G:5G: 本 一 LVIP]。 

如 果 忌 是 也 和 之 间 的 一 个 中 间 域 , 则 V 也 是 在 五 上 正规 的 , 并 
且 使 及 的 所 有 元 素 固 定 不 动 的 ，P 上 的 伽 罗 华 群 G 的 那些 相对 自 同 
构 , 换 名 话说 , 和 上 的 那些 相对 自 同 构 , 构成 素 上 六 的 你 罗 华 群 G 的 
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一 个 子 群 HH。 

徊 罗 华 群 G 的 子 群 吾 以 上 述 方式 与 每 一 个 中 间 域 下 相关 联 。 这 种 
对 应 可 逆 。 如 果 互 是 G 的 一 个 子 群 , 则 通过 五 中 所 有 相对 自 同 构 国定 
不 动 的 那些 尺 元 素 , 构成 一 个 中 间 域 已 。 于 是 , 研究 在 W 与 己 之 间 的 中 
间 域 可 以 归结 为 研究 伽 罗 华 群 的 子 群 。 群 论 的 方法 现在 可 以 应 用 于 域 
论 。 如 果 已 知己 上 六 的 人知 罗 华 群 G 的 子 群 , 则 可 全 面 地 考察 在 卫 与 入 
之 间 的 所 有 扩张 ,中间 域 及 它们 的 相互 关系 。 如 果 马 是 包含 有 理 数 的 一 
个 域 , 则 徊 罗 华 理论 的 基本 定理 成 立 。 

血 罗 华 理论 的 基本 定理 设 N 是 忆 的 一 个 有 限 正 规 扩 张 ， 而 G 是 
吝 的 八 罗 华 群 。1) 在 G 的 子 千 扩 与 六 张 的 中 回 域 之 问 存在 一 对 
应 。 
GD 如果 区 和 五 互相 对 应 , 则 玉 是 由 使 尺 元 来 固定 不 动 的 NN 的 
所 有 相对 同 构 组 成 ; 而 五 是 由 在 互 中 的 相对 自 同 构 下 固定 不 动 的 六 元 
索 组 成 。 

《IIT) 如 果 相 伴 子 群 玉 是 在 G 中 正规 的 , 则 中 间 域 多 是 了 上 正规 
的 。 在 这 种 情况 下 , 己 上 五 的 伽 罗 华 群 同 构 于 商 群 G/H。 

LY) 下 述 关系 成 六 


. NOE 
[H:E]=[N:K] IN:KJ> | |> [可 
KeoH 
[G:HI=[K:P]J [KE:P]~| |>fG: 本 
PoG 


[ 例 3] 考虑 有 限 正规 扩张 I=Q@(83, wy 3, 5 I=Q(Y3, 
0); 即 Q .上 多 项 式 一 2 的 可 分 域 。 为 了 求 得 @ 上 工 的 合 罗 华 群 , 首先 
找 出 工 中 @C3E) 的 所 有 相对 辣 构 。 这 里 3 一 3,85-> w3 3 或 
< 3-> YZ。 因而 Q (8/3, w) 的 相对 自 同 构 以 下 列 六 种 可 能 方式 作用 
于 YL 和 ow 
了- ww 也 
3 > w/o, w->w~A 


Y 2ID8/ TD, Wo WA 
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HY, woO~B 
D> W/L, wv i~AB 
I> oI, ow~ AB, 
这 六 个 相对 自 同 构 构 成 @ 上 工 的 侈 罗 华 群 G, 其 中 的 乘法 定义 为 相 
继 地 执行 两 个 映射 。 如 果 注 意 到 w?=# 和 w6=1 则 容易 验证 上 述 关系 。 
进一步 有 49, B?= 斩 和 BA~A2B。 子 群 {8, 4, 47)}, {8, B}, {2， 
4B} 以 及 {加 ， 42B} 对 应 于 中 间 域 Q(o)，Q(% 3), @ (wo 洲 相 以 及 Q(g 
Y3)。 
QF, 0) QAO) QAYD), QOYE), QCGYI), Q 
BE 人 (BD (48) (43) 4& 


方程 的 俘 罗 华 群 ”如果 /oO 一 如 十 cn- 二 将 十 0Y 二 00 一 0 是 尿 
数 在 Q 中 的 一 个 方程, 则 在 方程 的 解 m，， “tn 之 间 存 在 某 些 有 理 关系 
已 (ay …， cm 一 0 例如 ， 下 边 列 出 的 一 些 方程 ( 见 I, 第 4 章 )。 

01 十 G9 十 "二 0 二 一 Gnl 


Ca 03 十 0a 03 十 十 Cr 10n 一 Op 


oa03 On = 1)"ao 

这 此 方程 是 与 解 的 编号 的 次 序 无 关 。 换 言 之 , 解 之 间 的 这 些 关系 在 解 
的 所 有 置换 下 保持 不 变 。 可 能 还 存在 一 些 取决 于 所 讨论 的 具体 方程 的 进 
一 步 关 系 , 而 这 些 关系 在 某 些 置换 下 也 许 保 持 不 变 , 也 许 不 保持 不 变 。 如 
果 考 虑 那些 不 破坏 解 之 间 的 任何 一 个 关系 的 置换 集合 , 则 成 立 下 列 结果 

那些 使 系数 在 @Q 中 QQ 中 的 所 有 关系 及 (Gl My co 二 0 保持 不 变 的 置换 
集合 是 Bo 的 一 个 子 群 。 它 叫做 此 方程 的 仙 罗 华 群 。 

【 例 和” 找 出 方程 (2?) = 4 一 2) (2 一 3) 一 0 的 匣 罗 华 群 。 这 个 六 
程 的 根 是 mV 2, 一 一 V23，as~V3，as 一 一 V3。 这 要 求 找 出 偶 
这 些 根 之 间 的 一 切 关 系 保 持 不 变 的 四 个 元 素 的 所 有 置换 。 考虑 关系 
五 at 04) 一 4199 二 2 和 及 2《G1 oa) 二 Qtgo4 王 3 就 够 了 。 由 此 扬 


见 置 换 : 
"1 4 
Ga 
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HR~VE>V23, V32~V3 p> 
WB~V3>—V3, V3>~V3 p>po 

容易 检验 , 这 个 映射 是 两 个 徊 罗 华 群 之 闻 的 一 个 同 构 。 

用 根 式 解 方程 方程 f(z2) =0 解 的 存在 性 问题 ， 已 通过 可 分 域 的 构 
造 解决 了 , 但 还 有 确定 它们 的 问题 , 也 就 是 找 一 个 给 出 它们 的 精确 值 的 方 
法 问题 。 对 于 二 次 方程 很 早 就 已 经 知道 了 公式 。 证 尔 达 诺 《Cardano) 公 
式 可 以 用 来 解 三 次 方程 ， 而 卡尔 达 庄 的 一 个 学 生 费 拉 利 (Eerrari) 可 能 对 
于 四 次 方程 给 出 了 一 个 相应 的 公式 。 这 些 公 式 都 只 用 四 种 基本 算术 运算 
和 开 方 。 在 费 拉 利 之 后 , 所 有 想 对 五 次 或 五 次 以 上 方程 寻找 一 个 仅仅 使 
用 这 些 运算 的 一 般 公 式 的 尝试 都 没有 成 功 。 正 如 下 面 的 论证 所 表明 的 那 
样 ， 将“ 根 式 的 能 力 ” 估 计 过 高 了 。 作为 这 些 努 力 的 一 个 正当 理由 ， 应 该 
注意 到 对 高 于 四 次 的 一 般 方程 寻找 一 个 相应 的 求解 公式 的 期 望 曾经 为 这 
样 的 事实 所 助长 , 即 能 够 极其 容易 地 找 出 一 些 特 丈 方程 , 它们 的 解 可 用 根 
式 来 表达 。 这 样 的 方程 叫做 可 解 的 ， 或 用 根 式 可 解 的 。 根 式 是 % 次 纯 方 
程 2* 一 4=0 的 一 个 解 , 记 为 4 a 。 

域 己 上 的 根 号 表达 式 是 以 如 下 方式 定义 的 : 存在 一 个 元 素 儿 E 和 
有 有限 个 多 项 式 ga(2?); gs (zy mp gm(Tl oo 及 gc on) 
与 正 整数 加, …,mm 使 B=g(B4…, Bw), 其 中 Bi=NV91 Ba=% 905T， 
Bs=% gsBs, Ba), , Ba= gn(By ,Bm_1)o 

[ 例 6】 由 91=32, ga 一 6z3+541+3 及 go 0) 一 (十 3c0zo 二 72 
十 2 与 小 =3 及 mw 二 人 4 得 到 在 有 理 数 域 上 的 有 理 表 达 式 B， 

B~g(By Ba 一直 +3Y3)3wW6(V 3)3+5W3 上 +3+T7V3T9 
这 里 Bi=-V3 以 及 B=V3t5V 3+6(V 2) 

如 果 方程 了 (w) 一 0 的 解 是 也 上 的 根 号 表达 大 ， 则 方程 Fe) =0 称 为 
在 己 上 用 根 式 可 解 的 。 用 域 论 的 语言 来 说 , 根 号 表达 式 相当 于 一 个 域 塔 : 

P=FKoC RKB) =KiC RI1(B;) =—Ks CH2(B3) =Fs CR, 1(Bn)= 
Km 一 了 ， 其 中 6 是 玉 的 一 个 元 素 而 每 一 个 KK; 上 的 扩张 下 1 是 通过 解 
纯 方程 x" 一 gy(Bi,…， Bi_1) 一 0 而 获得 的 。 在 这 种 情况 下 , 域 万 称 为 可 
解 的 。 于 是 ,用 域 论 的 语言 ,方程 的 可 解 性 能 按 如 下 方式 表达 : 

当 且 仅 尖 看 在 一 个 包含 多 项 式 f(2) 的 可 分 域 荆 的 可 解 址 尺 时， 方 
程 y (2 二 0 是 用 报 式 可 解 的 。， 
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可 以 证 明 , 在 这 些 情况 下 f(z) 的 可 分 域 工 必定 其 本 身 是 可 解 的 。 
当 县 仅 当 多 项 式 f(x) 的 可 分 域 工 能 通过 域 堪 P=KoSK0(BD = 


K1'''C KK 1(B,) 二 有 Km 二 LL 而 达到 , 其 中 每 一 个 域 有 K,y1 二 KK,《Bsr1) 是 由 
KK, 通过 添加 纯 方程 x" 一 bs 二 0 的 解 而 获得 的 时 候 , 方程 f(x) =0 是 用 根 
式 可 解 的 。 

可 以 证 明 , 上 述 域 塔 的 存在 性 蕴涵 着 存在 这 样 一 个 域 塔 , 在 其 中 每 个 
域 是 在 它 前 面 那个 域 上 的 一 个 纯 方 程 的 可 分 域 。 根 据 伽 罗 华 理论 的 基本 
定理 , 这 草 洱 着 徊 罗 华 群 G 中 存在 子 群 列 : 


G=H,2H,_12':2H12DHo=B, 


其 中 每 个 子 群 是 在 其 前 一 个 中 正规 的 ， 商 群 同 构 于 域 诬 中 扩张 的 徊 罗 华 
群 ,6 如果 基 域 包含 所 有 的 % 次 单位 根 , 则 它们 总 是 纯 方 程 的 阿 贝尔 群 。 由 
此 可 以 证 明 , 佑 罗 华 群 有 一 个 带 有 素数 阶 因 式 的 合成 列 。 反之 亦 然 。 从 
而 得 到 限定 准则 ， 

当 且 仅 当 方程 f(x) < 二 0 的 徊 罗 华 群 是 可 解 的 时 候 , 方程 f(x) 二 0 是 用 
根 式 可 解 的 。 

因为 2 3, 4 次 的 对 称 群 是 可 解 的 , 这 蕴涵 着 2，3，4 次 的 一 般 方程 
用 根 式 的 可 解 性 。 另 一 方面 , 5 次 及 5 次 以 上 的 对 称 群 是 不 可 解 的 , 因此 
对 于 5 次 及 5 次 以 上 的 一 般 方程 不 可 能 存在 求解 公式 。 这 个 结果 是 由 伽 
罗 华 和 阿 贝 尔 各 自 独 立地 发 现 的 ， 不 过 后 者 没有 完成 对 特殊 方程 用 根 式 
的 可 解 性 给 出 其 罗 华 的 一 般 准 则 。 

三 次 方程 “三 次 方程 的 简化 形式 ( 见 工 第 4 章 ) 是 ， pz 0, 其 
中 和 g 是 域 呈 的 元 案 。 此 方程 的 佑 罗 华 群 是 S53。 伯 罗 华 群 的 合成 
列 8s 三 .43 了 对 应 于 域 塔 PSECN。 再 者 有 关系 [53: 43]=[K:P]= 
2 和 [43: 如 =[W:; 了 ]=3。 为 使 事情 简单 一 些 , 假定 已 经 包含 单位 立 
方 根 。 为 了 从 号 得 到 下 ,只 需 将 一 个 平方 根 VD 加 入 P, 这 里 VD 必须 
在 43 的 所 有 置换 下 同 定 不 变 ,由 这 个 条 件 得 到 VD 一 V 49 一 3797。 如 
果 用 au ao as 表示 原 方程 的 解 ， 再 构成 拉 格 朗 日 预 解 式 y 一 ad 十 oas 十 
was, 这 里 0, @ 是 单位 立方 根 , 则 可 以 证 明 , 7?=27g/2+ (3/2) V3D = 
s 位 于 域 玉 =PCVD) 中 。 现 在 通过 对 玉 加 入 + 一 5 而 得 到 扩张 。 
根 wi，az, ws 可 由 方程 wd 十 om 十 aa 一 0 ai 二 Toas 十 oas=7 和 ait @aat 
、was= 一 3D/r 计算 出 来 。 
用 尺 规 作 图 只 用 直 尺 和 圆规 来 作 图 榴 问题 可 按 以 下 方式 阐述 ， 从 
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平面 上 有 限 个 给 定点 , 在 有 限 步 内 作出 所 要 求 的 一 个 点 , 其 中 每 一 步 必 为 
下 列 类 型 之 一 ; ， 

(1) 直 尺 只 可 用 来 画 连 接 两 个 给 定 的 或 前 面 已 作出 的 点 的 直线 。 

(2) 圆规 只 可 用 来 画 这 样 的 圆 ， 其 圆心 是 一 个 给 定 的 或 前 面 已 作出 
的 点 , 而 其 半径 是 两 个 给 定 的 或 前 面 已 作 的 点 之 间 的 距离 。 

(3) 新 的 点 可 以 由 按 规则 (1 与 (2) 作 出 的 两 条 直线 、 一 条 直线 与 一 
个 贺 或 两 个 加 相交 而 作出 。 

为 了 考察 所 能 作出 的 点 , 将 几何 问题 翻译 成 代数 语言 。 引进 一 个 直 
角 笛 卡尔 坐标 系 来 描述 点 Pl， Ps, …，Pwj 这 里 器 如 说 Pi 是 原点 ，Pa 是 
点 (0, 1。 如 果 五 是 包含 所 有 给 定点 坐标 的 最 小 域 ， 则 借助 于 解析 几何 
可 以 证 月 ， 由 类 型 (1), (2) 或 (3) 的 单独 一 步 可 以 作出 的 所 有 点 , 一 定 具 
有 在 下 中 或 在 由 下 加 入 平方 根 而 得 的 一 个 域 中 的 坐标 。 另 一 方面 ,还 
可 以 证 明 , 所 有 有 理 运算 以 及 开平 方 根 都 可 以 通过 类 型 (1)，(2) 和 (3) 的 
一 系列 步骤 来 执行 。 一 般 地 说 来 , 可 有 下 列 重要 准则 : 

当 且 仅 当 一 个 点 的 从 村 位 于 下 的 一 个 有 限 正规 扩张 域 中 县 ; 它 宁 K 
上 的 次 数 是 多 的 方 暑 时 ,这 个 点 可 只 用 尺 规 作出 。 
. 因为 在 许多 情况 下 , 问题 是 要 构造 一 个 由 方程 f(z) 0 给 定 的 县 % 
所 以 这 个 准则 可 改 述 为 : 量 z 可 以 只 用 尺 规 作出 , 当 且 仅 当 方程 f(x) =0 
能 在 玉 上 由 二 次 根 式 解 出 。 

著名 的 古 希 脂 数 学 问题 ， 只 用 尺 规 作 一 个 面积 等 于 给 定 加 面积 的 正 
方形 (方圆 问题 ), 将 一 个 角 分 成 三 个 相等 部 分 (三 等 分 角 问 题 》 以 及 求 一 
个 立方 体 ,其 体积 为 给 定 立方 体 体积 的 二 倍 ( 倍 积 问题 ) 业已 证 明 全 是 不 
可 解 的 。 立 方 体 倍 积 的 代数 形式 是 吧 一 2 一 0 这 里 zx 是 所 要 求 的 立方 体 
的 边 长 。 这 个 方程 在 有 理 数 域 上 不 可 约 , 它 的 每 一 个 根 都 生成 一 个 3 次 
的 域 六 张 。 这 样 的 域 永 远 也 不 可 能 包含 在 一 个 次 数 是 2 的 方 轿 的 域 扩 张 
中 。 2 

角 a 的 三 等 分 , 等 价 于 作 一 个 长 度 为 coosCa/3) 的 线段 ， 这 里 cosa 是 
-给 定 的 。 所 得 出 的 方程 是 4[eos(a/3)]?-- 3 cos(a/3) -cosa=0。 问 题 在 
于 方程 4 一 3z~-cosa 一 0 的 根 是 否 位 于 9@(eos Qa) 的 一 个 加 次 的 扩张 域 
中 (m 是 自然 数 ) 这 里 9 是 有 理 数 域 。 可 以 证 明 , 此 方程 一 般 地 说 是 不 
可 约 的 , 于 是 如 同 倍 积 问题 一 样 , 每 一 个 根 都 生成 一 个 3 次 的 域 扩张 ， 从 
而 对 于 一 个 角 的 三 等 分 不 可 能 有 一 个 一 般 的 尺 规 作 图 方法 。 
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4.1 线性 方程 组 


在 工 第 4 章 中 , 考察 了 在 什么 条 件 下 , 以 及 用 怎样 的 方法 , 当 a, 5b, ce 
是 有 理 数 .实数 或 复数 时 , 形 如 az 一 5 或 az-+by=c 的 方程 是 可 解 的 。 第 
一 个 方程 含有 变 元 2, 而 第 二 个 方程 含有 两 个 变 元 2 和 %e。 在 这 两 种 情况 
下 ， 变 元 都 只 以 一 次 宕 出 现 ; 这 样 的 方程 就 分 别称 做 一 元 或 二 元 线性 方 
程 。 一 般 地 , 一 个 反光 (或 未 知 量 )Z1 za ya 的 线性 方程 是 形 如 wazi 十 
0a03 十 十 Cn0o 一 的 方 7 上。 . 

数 cu aa …， a 称 做 东 数 而 称 做 方程 的 常数 项 或 绝对 项 。 当 n 一 
工 和 9 一 2 时 , 就 得 到 上 面 所 提 到 的 情况 。 

在 数学 中 许多 问题 并 不 归结 为 单个 线性 方程 ， 而 是 这 样 一 些 方程 的 
整个 系统 。 

线性 方程 组 ”由 下 边 两 个 方程 给 出 一 个 联 立 线性 方程 组 (或 集合 ) 的 
简单 例子 。 

GT+ bY 一 C1， 
037 十 Day 一 C3 
在 这 里 ca as，bu bs, oa 和 o3 是 给 定 的 数 。 这 样 一 个 方程 组 的 解 是 一 个 
数 对 (2, y)， 使 得 当 z 用 z 代 换 而 y 用 代 换 时 ,两 个 方程 同时 被 满足 ， 
即 两 者 变 成 为 相等 的 真 命题 。 将 这 种 情况 加 以 推广 ,把 下 边 形式 的 一 个 
方程 组 理解 为 一 个 % 元 (求知 量 )z1 za,，…， 你 的 坊 个 线性 方程 的 系统 。 
aqH121 十 al922 十 十 Gdln2xn 一 D1， 
5121 十 02373 十 … 十 Gan 一 Do 
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QnmlT1+ Qnty "二 Onn = Dmo 
在 这 个 方程 组 中 ，ov 和 Bo i=1 ,mW 以 及 j=1， ,9 是 给 定 的 
数 。 指标 # 指出 这 个 数 出 现在 系统 的 万 一 个 方程 中 ， 而 系数 se 的 指标 
了 指出 与 它 关 联 的 是 哪 一 个 未 知 量 ; 例如 , aas( 读 作 “ 二 三 ”或 “a 的 下 标 
二 三 ”而 不 是 “4 二 十 三 ”) 是 在 第 二 个 方程 中 未 知 量 zs 的 系数 。 用 mw 二 1 
来 描述 由 单个 线性 方程 形成 的 特殊 方程 组 。 

一 个 线性 方程 组 ,如果 常 数 项 51, 54，…， bm 全 为 零 , 就 称 做 齐 次 的 ; 
否则 , 只 要 有 一 个 0, 不 为 零 , 这 方程 组 就 叫做 非 齐 次 的 。 如 果 在 一 个 非 
齐 次 方程 组 中 所 有 的 常数 项 都 用 零 代 换 ， 则 所 得 的 方程 组 就 称 做 相 件 的 
齐 次 方程 组 。 

个 未 知 量 的 个 线性 方程 组 的 解 是 一 列 数 加，zo …，zo 使 得 当 所 
有 的 未 知 量 用 相应 的 数 代 换 时 ， 所 有 的 方程 同时 被 满足 。 一 列 数 cb oz， 
… 叫做 郊 元 组 ,并 记 作 (cb c3,…， co)。 两 个 元 组 (cb cp py， cn) 
和 (ou G5, …， dn) 相等 , 当 且 仅 当 or=01, 一 必 和 总 一 加 。 攻 元 组 
(2 2 …， 2o) 要 成 为 给 定 的 线性 方程 组 的 一 个 解 , 也 许 必须 验证 , 值 2 
是 否 处 在 所 允许 的 基本 变 域 之 中 。 为 了 简单 起 见 , 要 是 方程 组 的 系数 和 常 
数 是 实数 (或 者 复数 ) 的 话 , 就 相应 地 假定 这 个 变 成 是 实数 (复数 ) 集 合 。 

研究 线性 方程 组 的 解 , 导致 三 个 问题 , 每 个 问题 都 要 以 其 特有 的 方式 
处 理 。 首 先是 解 的 存在 问题 。 这 是 问 在 怎样 的 条 件 下 方程 组 有 解 ; 因为 
即使 是 单个 方程 0,2= 工 也 会 没有 解 。 第 二 个 问题 是 要 找 一 个 求 出 给 定 
线性 方程 组 的 解 的 方法 。 最 后 ， 第 三 个 问题 是 要 描述 给 定 方程 组 的 所 有 
解 总 体 。 

解 的 存在 性 ”一 个 线性 方程 组 的 下 述 处 理 ， 既 不 改变 可 解 性 或 者 不 
可 解 性 , 也 不 改变 方程 组 的 解 ; 

1, 方程 组 的 某 个 方程 加 到 其 他 方程 上 去 。 

2. 方程 组 的 方程 乘 以 非 零 因子 。 

3 变更 方程 的 次 序 。 


【 例 1] 201+X2=1 +1 2x1 十 0 一 。 2xl 二 za 一 二 
24 十 3xo 一 4 中 一 3 一 20 二 6xo 一 -8 Tg2= 一 了 


整个 方程 组 有 唯一 解 二 一 1， z= 一 1 


4.1 线性 方程 组 ?1 


下 面 的 一 个 准则 对 方程 组 的 可 解 性 问题 做 出 了 理论 上 的 回答 。 它 也 
可 实际 用 于 证 明 一 个 给 定 的 方 程 组 没有 解 。 


Re 


Pn DS RO EO 


【 例 3] 下 边 的 方程 组 无 解 。 如 方 框 里 的 数字 所 描述 的 ， 这 些 方程 
分 别 先 以 一 1, 二 一 了 然后 相 加 ; 得 到 的 方程 是 


0,zi 填 0.z3 十 0.23 一 上 
一 和 
十 
一 二 


3xz1 十 oa 十 Xs 一 1 
-go 十 2xo5 十 23 一 1 
Xi 23 = 一 1 

齐 次 方程 和 解 的 完全 集合 求 一 个 给 定 的 非 齐 次 方程 组 的 所 有 解 的 
问题 可 以 部 分 地 化 成 较 简 单 的 找 相伴 齐 次 方程 组 的 所 有 解 的 问题 。 这 是 
下 述 很 容易 证 实 的 齐 次 方程 组 解 的 性 质 的 一 个 推论 (注意 与 运算 1. 和 2. 
的 相似 之 处 )。 

1. 如果 (ZL Za, ,Xn) 和 《V1, Ya,，**', 幼 ) 是 齐 次 线性 方程 组 的 两 
个 解 , 则 它们 的 和 (Cz1+ 纺 ,za 十 y2，…， Yn 十 yn) 也 是 方程 组 的 解 ， 这 个 和 


是 以 分 量 方式 定义 的 。 

2， 如 果 (W1 5，"…， zr) 是 一 个 解 ， 则 它 莱 以 一 个 因子 eCez1，cra， 
"0 Cxn) 也 是 一 个 解 。 

3. % 元 组 (0， 0,…, 0) 总 是 任何 齐 次 方程 组 的 一 个 解 ， 并且 叫做 蔬 
凡 解 。 


从 性 质 工 和 2 可见， 如 果 (z 多 2 多 ”3 280)) (zx 人 名， "0° 28)), 
:，(Z8 2 中， 2" ) 是 齐 次 线性 方程 组 的 mw 个 解 ， 则 对 于 任意 的 实 
数 和 CG=l, 2, …, 77 
MD, ZE, 0 TD FALE, ZE, ,TD Zz + hn CDI, BI, 
,TED) = CT D+ grt A A A 二) 
也 是 方程 组 的 解 。 这 样 一 个 数 乘 之 和 就 叫做 线性 组 合 。 于 是 , 将 工 和 3. 
并 起 来 说 , 即 齐 次 线性 方程 组 解 的 任何 一 个 线性 组 合 仍 是 它 的 一 个 解 。 
这 些 性 质 对 于 非 齐 次 方程 组 并 不 成 立 。 然而 , 下 述 定理 表明 非 齐 次 
方程 组 的 解 与 相伴 齐 次 方程 组 的 解 之 间 的 联系 。 
如 果 相 伴 齐 次 方程 组 的 一 个 解 加 上 非 齐 次 方程 组 的 任意 一 个 解 ， 则 
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绩 果 仍 是 非 齐 次 方程 组 的 一 个 解 。 如 果 已 知 非 齐 次 方程 组 的 任意 和 挝 定 的 
一 个 解 ， 则 非 齐 次 方程 组 的 每 一 个 解 都 能 通过 齐 次 方程 组 的 角 加 上 所 选 
定 的 解 而 得 到 。， 

消 元 法 求解 及 高 斯 算法 ”对 于 一 个 给 定 的 线性 方程 组 ， 这 个 方法 可 
用 来 求 得 恰好 一 个 解 , 或 者 解 的 整个 流 形 。 

此 算法 特别 适用 在 计算 机 上 , 正 由 于 这 个 原因 近年 来 它 获得 重视 。 此 
方法 的 基本 思想 如 下 ; 利用 .至 3. 的 运算 ， 将 给 定 的 一 组 % 个 未 知 量 的 
为 个 方程 转换 成 为 新 的 一 组 % 个 未 知 量 的 坊 个 方程 ,其 中 某 个 未 知 量 , 警 
如 说 zi 仅仅 出 现在 一 个 方程 中 ， 就 是 说 1 已 从 另外 的 w 一 1 个 方程 中 
消去 了 。 用 相同 的 方法 变换 这 m 一 1 个 方程 , 使得 另外 一 个 未 知 量 , 譬如 
说 mm， 仅仅 出 现在 它们 中 间 的 一 个 方程 中 。 重复 这 样 的 过 程 ， 最 终 得 到 
一 个 方程 组 , 其 中 对 只 出 现在 第 一 个 方程 中 ,za 只 出 现在 第 二 个 方程 中 ， 
等 等 。 这 种 方程 组 是 容易 解 的 。 

卫生 的 人 用 。 

【 例 3] Bw1— B73+ x =—0 | CD) 

人 (2) 
271—2%a+x2a=1 | (3) 


3z1 一 3z3 十 z3 一 0 1’) 
4m zs=5 | (C2) 
1/3zs=1 | Ca") 


方程 (2) 不 包含 zi; z4 只 出 现在 方程 (DD 和 (3) 之 中 。(1) 式 乘 以 -2/3, 
然后 加 到 (3) 式 上 产生 一 组 新 的 方程 (1, (2”) 与 (3”)。 | 

因为 «3 已 不 在 (3) 式 中 , 就 不 必 消 去 它 了 。 从 (3) 式 可 见 , x 二 3, 然 
后 通过 在 《2') 式 中 代入 这 个 值 ， 就 可 得 到 值 一 2 现在 (17) 式 就 导 至 
w1=16 

较 难 的 例子 是 带 有 一 般 系 数 的 4 个 未 知 量 3 个 方程 的 情形 。 如 有 必 
要 , 通过 应 用 运算 3.， 可 以 假定 在 下 边 的 方程 组 8 中 aal 不 为 零 。 


Gd421 十 Q1373 十 G1373 十 QHO4 一 0 (1)| 8 | 
0al21 十 Gaoza 十 agars + da 一 p3 | (2) 
sl101 十 G33732 十 Q33X3 十 03404 一 03 (3) 
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ad421 十 01379 十 a1303 十 01404 一 D1 | (1) 
一 一 qoTg+ G2 + 02aT4 = 0b3 | (2") 
| ada2a 十 08s03 十 Gd 一 0 | 《37) 
然后 , 可 以 从 号 通过 方程 (3) 和 (3) 各 自 减 去 方程 中 ) 的 si/aii 以 及 
asi/all 倍 而 得 方程 组 S1。 这 里 ogg 王 au 一 aslalWat 而 天 一 5 一 atplVatii 
GG 二 2, 3 7 二 2, 3, 4) 。 如 果 (20) 和 (3 的 所 有 系数 都 为 零 ,而 5 或 55 不 
是 零 , 则 根据 前 一 段 的 准则 , 这 方程 组 无 解 。 另 一 方面 , 如 果 b=53 一 0， 
则 z zs 和 4 可 以 任意 地 选 定 而 zx1 由 方程 (了 D 确 定 。 如 果 这 些 情形 都 不 
出 现 , 则 必要 时 通过 交换 (2) 和 (3"), 并 交换 和 重新 命名 未 知 量 , 可 以 整理 
使 得 2 不 为 零 。 为 了 避免 记号 过 于 复杂 , 不 切 假 定 方程 组 51 已 是 这 种 
情形 (读者 可 参阅 后 面 的 例子 )。 
QuT1t Gitat dsr3s t+ dims 一 D1 [(1) 
22m9 + a23T3 + a2ara — 02 |(2") 
ass + a4 =b3 |(3") 

从 通过 由 方程 (3') 减 去 方程 (3) 的 ass/93 售 而 得 方程 组 Sa。 
这 里 ,4% 一 0%y 一 484424/ ago 而 03 一 03 一 3202/a92(j 二 3, 4)。 如 同 前 一 步 那 
样 , 如 果 a8s 一 a44 二 0, 有 两 种 情形 要 区 别 对待 。 如 果 如 =0, 则 za 和 zs 可 
以 任意 地 选 定 而 寻 和 由 (1) 和 (2 人 确定。 

现在 设 ass 关 0。 如 果 把 zs 取 作 任意 一 个 数 则 xs 是 由 (8”) 所 确定 
的 , za 由 (2” ?而 最 终 xz1 由 (4) 所 确定 。 对 于 每 一 个 4 有 一 个 解 , 并 且 所 
有 的 解 都 可 以 按 此 方式 求 得 。 如 果 ws 一 0 但 os 天 0, 则 通过 交换 z3 和 2 
以 相同 方式 得 到 解 。 

【 例 纪 ”从 给 定 的 方程 组 51， 通 过 前 两 行 交换 得 到 新 的 方程 组 Sa。 
现在 5s 中 由 (2) 减 去 方程 (1) 的 0/1~~0 倍 而 由 (3) 减 去 中 ) 的 3/1=3 倍 。 
这 就 产生 方程 组 53。 从 63 通过 交换 x 和 za 并 分 别 重新 命名 为 改 和 了 鸡 

.而 得 8e。 现 在 54 中 由 C8) 威 去 (3 的 一 4/4 倍 , 即 这 两 个 方程 相 加 , 产生 
Ss。 如 果 在 5S5 中 使 只 一 2 一 凡 则 Za 一 2 2 一 x4 一 1 而 21= 一 7 十 24。 于 
是 , 91 的 解 集 是 5S={( 一 7 十 34, 0 2 了 ;4 实数 }。 | 

a vat dm —2 
12+ rst 37xa =4 
3x1 一 6za 十 8rs 十 524 一 0 


3 
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xi- 272tdrt+3m=4| (1) 


I3 —%3t dv=2 (2) 
3x1 一 6z2? 十 82s 十 5z4 一 0 (3) 


2 一 2z3 十 4z3 十 3z4 一 4 
一 %3 士 44 一 2 
Ss | dr3—4xmy= 一 12 


X130+ dra—27=4| (1) 
dr —x3=2| (2) 


Sy 一 4z ~—473= —12 (3) 


N41 十 352 二 4473 一 204 一 全 


4 一 Z3 一 2 
Ss — 65x3= —10 
【 例 5] 

2 十 2 十 7s 一 6 Xi 十 Z3 十 Za 一 人 
271 十 2Z3 一 03 一 二 | 2x1 十 加 一 23 一 0 | 
4z4 一 2a 士 2xs 一 8 4 一 2 十 2xs 一 8 
一 V1 十 Xa 十 273 二 7 一 24 十 23 十 2zs 一 了 

24 十 2 十 73 一 6 2 十 2 十 zs 一 6 
一 2 一 3x3= —11 一 23 一 3zs 一 一 12 

13zs=39 | 13z3=39 | 
0=0 = —11/13 


两 个 系数 相同 但 常数 项 不 同 的 三 元 四 个 方程 的 系统 。 

应 用 算法 导致 下 面 的 两 个 方程 组 ， 

左边 方程 组 有 了 唯一 的 解 za=3 2z3 一 2 入 及 允 一 才 而 右边 的 方程 组 却 
根本 无 解 , 这 是 由 于 最 后 一 个 方程 矛盾 。 
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几何 解释 ”根据 解析 几何 大 家 知道 ， 2 个 未 知 量 的 线性 方程 在 平面 
定义 一 条 直线 。 因 为 如 果 把 每 个 解 (2 纺 与 坐标 为 (2, 幼 的 点 联系 起 来 ， 
则 解 集 的 象 是 一 条 直线 。 因 此 2 个 未 知 量 的 两 个 方程 确定 平面 上 的 一 对 
直线 , 而 方程 组 的 解 ,如 果 存 在 的 话 , 则 必定 是 这 两 条 直线 的 交点 。 可 能 
出 现下 列 情形 ( 见 I 图 4.2-2, 工 .图 4.2-3); 

(i) 有 无 限 个 解 从 而 这 两 条 直线 有 无 限 个 交点 。 在 这 种 情况 下 两 条 
直线 重合 ; 其 中 的 一 个 未 知 量 可 以 给 定 任意 一 个 值 , 另 一 个 则 相应 地 被 确 
定 。 

(站) 方程 组 有 唯一 解 。 在 这 种 情况 下 , 两 条 直线 相交 于 一 点 。 

(iii) 方程 组 无 解 。 两 条 直线 不 相同 且 平行 。 

三 个 未 知 量 2 y, # 的 方程 情形 类 似 。 每 一 个 方程 定义 三 维 空 间 中 
的 一 张 乎 面 。 方 程 组 的 解 还 是 包含 在 所 有 这 几 张 平面 中 的 点 。 


4.2 行列 式 


就 % 个 未 知 量 %* 个 方程 系统 的 解法 来 说 , 除了 高 斯 算法 以 外 ,一 定 的 
系数 函数 , 即行 列 式 , 起 着 决定 性 的 作用 。 这 些 函 数 在 其 他 一 些 数学 分 支 
中 , 例如 在 多 元 微 积 分 中 同样 是 很 重要 的 。 

”行列 式 是 一 个 局 元 函数 , 通常 写成 下 边 这 样 的 正方 格式 。 数 sw 就 叫 
做 行列 式 的 元 素 。 行 列 式 的 第 i 行 是 其 第 一 个 下 标 为 i 的 元 素 的 % 元 组 
《asi aa …， am)。 第 了 列 是 其 第 二 个 下 标 为 j 的 元 素 的 元 组 (qi， 
021 7 Qns) o 行列 式 的 值 是 ZZ(— 卫 *alsaas “Grey 这 里 指标 3 
构成 数 卫 … 1 的 一 个 置换 因而 它们 互 不 相同 。 在 1,，…, % 的 所 有 可 能 
的 置换 上 取 和 ， 即 被 加 数 包含 每 一 行 每 一 列 正好 有 一 个 元 素 参 加 的 所 有 
可 能 的 积 。 因 为 有 m1! 个 置换 ,所 以 和 式 有 ?1! 项 。 符 号 (一 I》* 由 置换 中 
的 反 演 数 太 确定; 例如 ,在 各 a 中 , 置换 (3 2) 有 4 一 3 次 
反 演 ( 即 3 在 1 之 前 , 3 在 2 之 前 , 以 及 4 在 2 之 前 ), 使 得 符号 为 一 1。 


O11 12 *** G1n 


0Q21 C22 °°'* U2n 


Gn1 Cn2 … Gnn 
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[ 例 攻 计算 2x2 行 列 式 。 置换 (了 。) 和 (2 了 ) 各 自 有 0 和 二 次 
反 演 。 


CH G19 


一 41il433 一 G12G21 
Wal G323 。 


【 例 21 计算 3x3 行 列 式 。3 个 元 素 的 = 置换 包含 大 次 反 演 。 


Qll Ql3 CI3 
D=| gz aoy ass3 
Qa3l daa Waa 
123\133r/133\y133\|/133\|/133 
人 G 2 3) 3) 
| oo|11|1|:， |， |;， 


D=aii 933 433— G11 G23 32 — Gd3 21983 十 C19 0Q33 31 十 13 21 39 一 013 
os Cato 

2x2 和 3X3 行列 式 的 演算 规则 ， 按 如 下 方式 容易 记 住 。 写 出 行列 
式 再 增补 3x3 行 列 式 的 前 两 列 ( 见 


图 4. 2) aa | al a qs al a 

由 粮 线 连接 的 数 相 科 再 把 这 些 A 
积 相 加 ; 减 去 由 细 线 连接 的 那些 数 on aa Os Oa Os 
的 乘积 之 和 。 结果 就 是 行列 式 的 图 4.3 


值 。 对 于 3x3 行列 式 , 这 叫做 亲 拉 斯 (Sarrus) 法 则 。 

行列 式 的 性 下 列 命题 可 由 行列 式 的 定义 导出 : 

1， 行 列 式 是 各 行 元 素 的 线性 函数 。 

3、 如果 两 行 交换, 则 行列 式 改 衣 符号 。 

8， 如 果 行 列 式 中 的 一 行 是 其 他 行 的 线性 组 售 , 尤其 是 ， 如果 一 行 的 
元 卖 全 为 军 或 两 行 相同 , 则 这 行列 式 的 值 为 学。 

和、 如 果 对 一 给 定 的 行 加 上 其 他 行 的 线性 组 合 , 则 行列 式 的 值 不 变 。 

5， 如 果 行 转 成 列 , 则 行列 式 的 值 不 变 。 反 之 亦 然 

第 一 个 命题 意味 着 : GD) 同一 行 所 有 元 素 的 公 因子 可 取 在 整个 行列 式 


wn 


HB wt Fe beat 


4 
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CH | 0123 | CQ13 | Qi4 | 015 


Q21 | 033 | 0G33 | 024 | 095 


Qi1 CH CH15 


Qa31l | qd32 | Q33 | ca84 | 035 | 一 | aa31 033 C35 


Gal Cd3 Cd5 
Agi | G42 | Q43 { dad | 945 


051 | ds2 | Q53 | 05d | 055 


如 果 只 删 去 第 ; 行 和 第 j 列 , 则 得 到 一 个 (% 一 了 x (一 功 子 式 。 如 
果 这 个 行列 式 乘 以 符号 (一 了 D5 则 它 的 什 就 称 做 元 素 nu 的 余 因 式 或 代 
数 针 子 式 , 记 作 4uw。 
行列 式 计算 下 面 的 定理 表明 ， 余 因 式 在 行列 j 式 计算 中 起 着 重要 作 
用 。 


A Av 


oot I 


根据 命题 5.， 基价 的 对 于 询 的 人 是 疝 科 为 丰 ， 
【 例 5】 按 第 二 行 展开 。 


0 1 42 
] 2 00 |1 42 0 42 
=1. (D1 -1 8|+(-2)(-D|1 -1 3 
1 1-i3 
lo 21 7 21 
7 0 21 
012| 0 1 4 
+0.C—1)23|1 1 3|+0.(—D?[1 1 -1|=—189 
7 0 1 70 2 


于 是 , 展开 定理 将 %*xw 行列 式 的 演算 化 成 (一 了 Xx (n 一 二 行列 式 
的 演算 。 而 2 行 或 3 行 的 行列 式 可 以 用 这 个 方法 直接 计算 。 

这 个 例子 表明 , 按 一 个 有 许多 零 的 行 来 展开 是 有 利 的 。 常常 可 利用 
命题 工 , 与 5. 获得 这 样 的 行 。 

线性 方程 组 用 行列 式 求解 ” 设 » 个 未 知 量 % 个 线性 方程 的 系统 ， 其 
系数 ass ( 按 它们 在 方程 组 中 出 现 的 次 序 ) 写 为 行列 式 D 的 元 素 , 然后 将 
D 删 去 第 5 列 而 用 方程 组 右边 的 常数 列 代 入 得 到 的 行列 式 定 义 为 Dy。 
只 要 DD 的 值 不 为 零 , 就 可 以 用 行列 式 D 和 Dy 来 解 方 程 。 
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克拉 默 (Cramer) 法 则 ”如果 个 未 知 量 x 个 线性 方程 系统 的 系数 
行列 式 DD 不 为 崔 , 则 x/ 一 /DO~1, 2 1, 9，…， n) 是 这 方程 组 的 唯一 解 。 


【 例 6】 (用 消 元 法 求解 例 3): 


3xz1 一 3m 十 zs 一 0 3 一 3 1 
47x3—T9=65|, D= 4 一 二 | 一 4 
2z1~- 223? 十 Za 一 工 2 ~2 1 
0 -3 1 3 0 1 
Di=|5 4 —1l=4, Ds=|0 5 -1i|=8, 
1 —2 1 2 1 1 
3 -30 xz1= D1/D=1, 
Ds=[0 4 5|=13; z=D/D=», 
2 —21 za=~ D3/D=3, 


就 齐 次 方程 组 来 说 所 有 的 行列 式 Dy 必定 全 为 零 。 因此 仅 当 D 是 0 时， 
这 样 的 方程 组 才 有 非 平凡 解 。 逆 命题 同样 为 真 。 

个 未 知 量 的 个 方程 的 齐 次 线性 方程 组 淄 且 仅 当 它 的 系数 行列 式 
为 索 时 ,有 非 平凡 解 。 
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引言 “ 齐 次 方程 "一 节 表 明 ， 一 个 齐 次 方程 组 的 解 形成 这 样 一 些 对 
象 的 集合 ， 这 些 对 象 可 以 相 加 或 数 乘 而 仍 在 这 个 集合 内 。 这 些 性 质 的 一 
般 化 和 抽象 定义 导致 向 量 空间 的 概念 , 它 是 整个 线性 代数 的 中 心 概念。 


向 县 空间 是 这 样 一 些 对 象 或 元 素 的 集合 ， 它 们 可 以 按 通常 计算 
二 规则 成 立 的 那 种 方式 相 加 或 数 来 (结果 仍 是 这 集合 的 一 个 元 素 )。 


线性 代数 可 以 看 作 向 量 空间 的 理论 。 向 量 空间 的 元 素 称 做 向 量 , 进 
行 数 乘 的 那些 数 称 做 鲍 译 。 纯 量 集合 可 以 是 有 理 数 ,实数 或 复数 , 也 可 以 
采用 其 他 更 一 般 的 结构 《 域 ; 见 开 , 第 3 章 )。 下 面 提 到 的 纯 量 集合 总 是 
取 为 实数 。 向 量 空间 六 中 的 特征 规则 (zx, gy, x 是 向 量 空间 及 的 元 素 , 即 
向 量 , a 和 5 是 纯 量 ) 叙 述 如 下 ， 

1， 加 法 结 会 律 ; (十 萝 士 z 一 和 十 (@ 二 2 。 

2， 加 法 交换 近世 汪 多 二 了 二 
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3. 二 的 存在 性 : 六 中 存在 一 个 元 素 o， 使 得 对 于 玉 中 的 所 有 x， 有 


MA OA A 


得 s+ (ozo 

a 来 法 结合 律 ， 0 a (bw) = (ab) wo 

6， 草 位 律 ; lw -Xo 

7， 第 一 分 配 律 : G(z 十 纺 一 az 十 Cg。 

8.， 第 二 分 配 举 : (a 二 Bw 一 ax 十 bx 

系 一 个 这 样 的 集合 是 一 个 向 到 空间， 其 中 定义 了 元 于 的 加 法 以 及 由 
总 里 的 来 法 ;使 得 结果 总 是 在 这 集合 之 内 并且 定 律 1. 玉 8, 成立 > 

向 量 空间 的 例子 141. 所 有 的 多 项 式 函 数 ( 有 理 整 浮 数 ) 的 集合 构成 一 
个 向 量 空间 。 如 果 f(z?) = ano 十 … 十 aaz 十 ao 及 9(z) 一 Daozm 十 … 十 有 1 
十 bo 是 多 项 式 函 数 并 且 % 之 m， 则 它们 的 和 是 了 Cw》 +9(z) 一 anz" 十 … 十 
arslom td 二 (an 二 Do2 二 十 (q 十 DY 二 (oo 十 Do)。 一 个 实数 和 一 个 多 
项 式 函 数 的 乘积 4a. 了 (2) 为 .fo) 一 (aan)22 十 …+(aaDz 二 (aao)。 现 在 
容易 逐一 验证 定律 1, 至 8.。 等 元 素 o 为 多 项 式 函 数 jz) =0。 

3. 所 有 可 微 阵 数 的 集合 和 所 有 可 积 函 数 的 集合 也 构成 向 量 空间 。 零 
元 素 还 是 函数 f(x) 一 0。 本 数 相 加 是 它 们 的 值 相 加 ， 而 数 乘 则 是 由 那 一 
个 数秒 其 值 。 

3. 穴 数 和 复数 集 合 接 通 党 的 滁 法 与 加 法 构成 向 量 空 间 。 

4, 对 于 每 一 个 自然 数 %) 实数 ws 的 全 元 组 (al aa， …， on》 的 集合 构 
成 一 个 向 量 空间 Rr。 当 n=2 时 , 它们 也 称 做 有 序 对 , 当 %n=3 时 为 三 元 
组 ,而 当 %= 生 时 是 四 元 组 。 加 法 定义 为 (a1, da …, an) 十 (21, 52, …, bn) 
一 (ai 二 Di 0 十 52 ,04 十 bn)) 数 乘 为 aCai, ao ~ qn) 一 (dat aaa 
Con) 0 

”向 量 代数 

向 量 空 间 Vs。 这 一 段 研究 一 个 特别 重要 的 向 量 空间 的 性 质 。 它 在 
物理 学 和 工程 技术 中 起 重要 作用 ; 它 户 明了 向 量 空间 及 线性 代数 在 实际 
应 用 中 的 重要 性 。 向 量 这 个 名 字 首 先 正 是 对 于 这 个 特定 空间 的 元 素 而 使 
用 的 , 后 来 才 推广 成 现在 的 术语 。 

从 定义 了 长 、 宽 、 高 的 三 维 空间 出 发 . 先 从 几何 上 来 描述 向 量 。 空 间 
的 一 个 移 位 就 在 于 每 一 个 点 书 与 这 样 的 点 9 相关 联 , 使 得 连接 点 了 与 其 
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象 @ 的 (有 向 ) 线 段 全 都 平行 并 且 长 度 相 同 。 这 样 的 一 个 移 位 称 做 平移 或 
向 有 。 


向 量 是 三 维 空间 的 一 个 移 位 。 


由 定义 可 见 ， 如 果 已 知 在 某 个 点 了 上 向 量 的 作用 , 即 如 果 已 知 与 卫 相关 
联 是 点 9, 则 这 个 向 量 就 完全 确定 。 因 此 可 以 商 一 条 线 5 并 在 8 上 标 
一 个 租 头 表示 由 卫 到 8, 来 刻 划 向 量 。 这 样 一 个 有 向 线段 称 做 向 量 的 一 
个 表示 。 这 里 卫 称 做 起 点 或 此 向 量 的 实施 点 ,@ 称 做 它 的 终点 ( 见 图 4.3- 
TD。 

对 于 每 一 个 点 卫 都 存在 一 个 以 了 为 起 点 的 任何 给 定向 量 的 表示 , 而 
每 一 个 点 纺 也 都 以 一 个 适当 的 表示 的 终点 出 现 。 司 一 向 量 的 不 同 表示 彼 
还 平行 , 且 长 度 相 同 。 这 里 将 向 量 a 的 长 度 、 模 或 范 数 定义 为 ga 的 任何 
一 个 表示 的 点 卫 与 9 之 间 的 距离 。a 的 长 度 记 为 |a) 或 | 榴 |。 它 总 是 
非 负 的 。 长 度 为 1 的 向 量 就 称 做 单位 向 量 。 

下 面 提 到 的 向 量 代数 的 其 他 一 些 概念 ,大 多 将 通过 表示 来 引进 。 不 
对 将 一 个 由 生生 同 并 站 示 是 不 妥当 的 。 在 这 笠 估 的 时 候 通常 得 
避免 由 “向 量 可 按 任意 方向 移动 ”这 类 语句 所 造成 的 困难 。 不 过 , 这 名 
的 真正 信义 是 ， 通 过 一 个 向 量 的 一 个 表示 的 平行 区 动 得 到 癌 一 沾 向 区 
另 一 个 表示 。 这 就 导致 如 下 的 命题 。 

两 个 向 最 相等 , 当 且 仅 当 它们 的 任意 两 个 表示 的 长 度 相等 , 并 且 方 向 
相同。 具有 相符 长 和 相同 方向 的 所 有 平生 线 克 部 有 问 一 个 向 要 风 表 和 
( 见 图 4.3-2)。 

区 字符 到 一 个 向 量 空间 , 还 必须 定义 向 证 的 加 法 与 数 生 。 

向 最 加 法 ”两 个 向 量 a 与 5 的 和 是 通过 相继 执行 4 和 5 的 移 位 而 
得 的 移 位 a+b。 和 可 以 按 下 述 方法 利用 表示 来 定义 ;如 果 榴 是 a 在 了 


. 9 9 
o 4 凶 
9 Sa a 2 
P zy 人 


图 4.3-1 向 量 的 素 示 图 4.3-2 向 量 相等 
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的 表示 , 而 8 是 5 在 9 的 表示 , 则 了 高 是 a+5 的 一 个 表示 ( 见 图 4.3- 
3) 。 显 然 可 见 , 这 定义 并 不 依赖 于 表示 的 选择 。 

如 果 考 虑 与 5 在 也 4 在 @' 和 b 在 @ 的 表示 PO， PO， TR 及 
人 |, 则 得 到 一 个 平行 四 边 形 , 它 的 对 角 线 PB 了 既 表示 w+ 又 表示 He 
( 见 图 4.3-4)。 所 以 at+b=b 二 a， 从 而 加 法 交换 律 成 立 。 同样 容易 验证 
加 法 结合 律 (a 十 站 Tc=a+ 直上 ce)( 见 图 4.3-5)。 


图 4.3-5 向 量 加 
图 4.3-4 向 量 加 法 的 结合 律 
图 4.3-3 ”向量 的 加 法 法 的 交换 律 at+ (b= (th)+e 


这 些 定律 的 有 效 性 还 蕴涵 着 多 于 两 个 向 量 的 下 列 相 加 规则 : 

入 让 作风 本 信 抽 这 光一 入 内 信 二 玉 拉 加。 人 这 坪 各 一 个 向 芋 的 委 
Ee A 

零 向 量 点 卫 移 位 到 己 自 身 , 即 空间 的 所 有 点 固定 不 动 的 这 种 平移 
是 零 向 量 , 记 作 o。 不 可 能 给 它 一 个 特定 的 方向 , 因 其 长 度 为 0。 它 对 于 
所 有 向 量具 有 e+ 二 o=e 的 特殊 性 质 。 

减法 ”利用 每 一 个 向 量 存在 叭 一 的 逆 这 样 一 个 事实 ， 来 定义 向 量 的 
减法 。 如 果 a+B=o 则 b=~ 一 a, 因此 45 的 表示 是 由 a 的 表示 的 起 点 与 
终点 交换 而 得 ( 见 图 和 .3-6)。 于 是 , -a 与 ae 长 度 相同 ， 但 方向 相反 。 特 
别 地 , o= 一 o。 

现在 就 将 两 个 向 量 的 差 a 一 b 理解 为 @ 与 -b 的 和 ,a 一 b=@+ 
(~—b)。o 


a 9 了 o 9 a 
Pp mE 

-4 PO= PO’ 
mr ala. lol eo 


图 4.3-6 反 向 量 的 表示 图 4.3-7 向 量 的 数 乘 


Bb 


wh Melt 


4 
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和 岛 量 的 数 渍 如 果 点 了 ,日 与 8 《P+ 二 @, 了 二 8) 在 一 条 直线 上 , 则 BY 


与 五 8' 沿 同 向 或 反 向 是 向 量 a 和 a" 的 表示 。 通 常 ,a 和 a 的 长 度 不 同 ， 
但 有 实数 4>0, 使 得 la'|=4. 1a|, 即 4=|a'|/jal( 见 图 4.3-7)。 

” 如 果 a 与 a' 同 向 ;" 则 定义 a/=da, 其 中 4 二 |a'|/|al; 如 果 它 们 反 
遍 ， 则 定义 中 = 一 gu。 这 就 导致 下 述 定义 ， 它 同样 适用 于 so 或 4=0 
的 情况 。 向 量 a 乘 太 实数 4 的 积 &.a 是 长 度 为 @&, 1a| 的 向 量 , 如果 4>0， 
则 它 与 a 同 向 ;如 果 4<0, 则 反 向 。 当 d=0 时 ,定义 0-a=o。 

。 特别 地 , 由 此 可 得 1,4=a，( 一 起 .a 一 一 a, 对 于 一 切 4 有 d'o=~9， 
对 于 自然 数 n 有 0 一 tot + 如 果 @o， 则 向 量 of]a| 长 度 为 
为 因此 是 一个 单位 向 量 , 后 面 将 它 记 为 9。 于 是 , a=|a| -mo 乘法 结合 
律 与 两 个 分 配 从 容易 验证 。 用 这 个 方式 构造 了 一 个 由 三 纤 空 间 的 于 和 
所 组 成 的 向 量 空间 。 它 记 为 Vso 

3 中 的 分 量 与 坐标 “为 了 让 几何 适应 计算 方法 ， 引进 华 标 系 ;例如 有 
z 灿 ,y 轴 和 * 轴 的 正 灾 ( 笛 卡尔 ) 票 。 向 量 a“ 的 表示 2 和 在 全 标 轴 上 的 重 
直 投 影 叉 是 一 定 的 向 量 的 表示 。: 这 些 向 量 与 表示 的 选择 无 关 ， 称 做 a 关 
于 给 定 举 标 系 的 分 量 ae，qvy 和 qi， 并 且 gs 一 ae 十 Gy 十 az( 见 图 4.3-8)。. 

如 果 训 汪 与 & 是 坐标 系 的 类 向 量 , : 即 它们 分 别 是 在 x 办 、y 轴 、2 轴 
正 向 上 的 单位 向 量 , 则 Goedei, Ay Uy he br 一 0oz Ko 实数 46， Guw 称 
做 < 关于 给 定 坐标 系 的 华 标 


1 ’ 
A yy A 


i + 2 
y 


图 48-8 向 量 的 分 是 
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a 的 分 量 : ae，aw， Ga (向 量 ) GE 一 boiay 二 ae 


| 2 的 坐标 : hoy 0 da 数 )， . wait oj ok ， 
| 千村 为 a a | fal vi 
用 二 9 表示 的 向 量 a .的 分 | ,| a ~ Cy) 


与 模 P= (zp bo 20), oe” | .证 ( 红 一 20) 青 ， 
. hh, #1) - ,|| a -Vr tp my py | 


(81 一 :gp0)? 


如 果 隐 表示 四 而 卫 与 和 分 别 有 樟 标 (oo yo oo) 和 (zu yy 可, 则 
0 的 分 量 分 别 是 6 一 徊 半 (9 宇 yo)j 和 : (81 一 so) 站。 于是， 人 的 从 要 是 人 
的 任意 一 个 囊 示 的 终点 与 起 点 从 标 之 间 的 差 。 

因为 每 一 个 向 量 确定 坐标 的 三 元 组 , 另 一 方面 , 每 一 人 二 元 组 ko oo 
4) 确定 稚 -- 的 向 量 m 其 ao a4, ov 一 四 和 一 ai 所 以 向 量 窗 间 :Fe 可 
以 等 同 于 实数 的 三 元 组 的 向 量 室 间 陵 。 不 过 为 此 必须 说 明 , 在 7 中 的 
加 潜 猎 数秒 相当 于 :了 中 的 加 法 与 数 乘 , 换 甸 话说; 十 b 与 4- 的 坐标 分 
别 是 (中 08, 0y 二 by 所 年 本) 与 (daz, dayy GX。 确实 , 由 4 二 4ji 二 4vj 填 
wk 和 加 二 D 内 十 b 六 十 bk 可 推 但 ;a 二 b= Cao bi (Cay)1t (a +0) 
和 和 ad:@~= (do (00)j+ (d+) ko: 

在 第 一 种 情形 下 需要 加 法 交换 律 . 加 法 结 全 律 和 第 二 分 配 律 和 
种 情形 下 需要 第 一 分 配 律 与 乘法 结合 律 。 所 以 说 , 加 法 与 乘法 是 以 分 

方式 或 坐标 方式 进行 的 。 因为 -2 一] 从 而 有 坐标 一 ae， 一 0 和 

一 a 所 以 碱 法 也 以 分 量 方 式 进行 。 EE 

自重 相 加 (或 相关 为 康 们 的 类 村 要 加 0) 向 向 量 数 乘 为 它 的 储 
标 乘 以 这 个 纯 量 。 5 2 

【 例 了 本 对 于 a 多 ++(1/)/ 一 了 bt 314+5k 和 4=2 得 到 
at+b= 一 计 (67Djt+; bm3i— 2 2 一 b=5i— (3/2)—6k; 而 
dg =4i+j 2k。, | 

.于 是 , 有 一 个 从 记 到 召 ? 上 的 双 射 (一 一 到 上 分 它 保持 加 法 和 数 乘 .向 

量 i, ,下 取 为 三 元 组 (1,0,0), (0 二 0) 和 (0,0, 卫 ;任意 向 量 汪 一 ou 十 adj 
十 ok 成 为 (Gg av cs) 。 虽然 空间 Frs 定义 较为 直观 , 但 计算 在 BR 较为 
方便 , 因为 它 给 出 了 Ts 中 运算 一 种 清晰 得 多 的 景象 。VYs 和 BR? 作为 向 量 
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空间 具有 相同 的 结构 , 但 不 局 的 对 象 集合 。 以 后 并 不 反 它们 居 作 周一 个 
空间 ( 见 线性 映射 )。 可 ‘ 

Vs 中 的 内 积 与 向 量 积 在 ys 中 有 两 个 更 自然 的 运算 。 其 中 -个 将 
一 对 向 量 与 一 个 纯 量 联系 起 来 ， 叫 做 内 梭 或 志 积 ， 因 为 与 如 的 积 写成 
a.5。 另 一 个 运算 产生 一 个 向 量 , 称 做 向 量 积 或 又 积 , 因为 8 与 5 的 这 莘 
积 写成 wx5。 内 积 可 以 推广 到 其 他 向 景 空间 , 但 向 量 积 不 能 直接 礁 广 。 

两 种 积 都 有 物理 上 的 应 用 .例如 * : 沿 着 直线 路 径 s 移动 由 为 所 作 
的 功 就 是 用 点 积 F.s 来 计算 的 ， 而 个 绕 轴 旋 转 体 上 点 . 卫 的 访 度 了 就 是 作 
为 该 轴 到 卫 的 半径 与 角 速 广 的 向 量 积 来 计 笑 的。 ，，， 

， 内 要 “两 个 非 零 向 量 «与 5 在 同一 起 点 了 的 表示 灾 记 一 个 角 二 
0P 与 180° 之 间 ， 而 吉成 曙 一 个 角 认 在 180° 与 360" 之 间 , 并 使 4 十 
360°。 向 量 a 与 b 之 闻 的 角 文 (w, b) 规 定 为 较 小 的 角 a。 | 

两 个 非 守 向量 与 6 的 内 积 下 点 积 qb( 淡 作 “点 5) 定义 为 
laflpléos F(a, bs 

交换 律 :b= 所， .a 成 立 ; 说 内 积 是 对 称 的 。 通常 ,对 于 三 个 向 量 的 积 ， 
结合 律 不 成 立 , 因为 (a. 及 ,是 < 的 售 数 ,而 a. (8 aq) 却 是 中 的 倍数 。 另 
一 方面 数 乘 与 点 积 有 一 个 复合 笠 ， 再 利用 交换 律 就 得 到 如 下 的 和 

(ab: :0) =a(b'e) =a(eb) =ac:bD) (be)s, 

向 量 次 一 种 运算 ， 满足 这 个 定律 和 分 配 律 的 , 就 称 做 双 线 性 的 。 分 配件 总 
是 成 立 的 : @ (bic)=abta'co 1 

两 个 向 量 和 与 乌 如 果 w'b==0, 就 叫做 正 交 的 。 如 果 串 与 4 两 者 非 
零 ， 这 就 意味 着 cos 这 (& 及 =0 或 g=-90" 换言之 , a 与 的 表示 互相 
垂直 。” - 3 
_ 虑 积 不 训 道 转 ， 因为 不 可 能 用 -种 存 得 又 7 
的 方式 定义 唯一 的 向 量 合 得 @.b 产 c( 或 使得 
“a 是 实数 < 与 向 量 5 的 商 ”)。 对 于 给 定 的 5 和 <、 
o, 总 是 有 无 限 多 个 向 量 a 满足 方程 o ob=6; 全 


数 都 满足 上 述 方程， 不 允许 向 量 相 除 。 图 4.3-9 向 在 另 一 
在 点 积 a.b 中 ， 向 量 .a 可 用 长 度 为 lal: ” 向 量 上 的 投影 
eos (0 b), 其 方向 按 la, b) 小 于 或 大 于 .90° 而 取 与 5 局 向 或 反 向 的 
向 量 4 来 代替 ， ,通过 将 4 的 表示 秋 直 投影 到 有 相同 起 点 的 8 的 表示 所 
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在 直线 上 可 得 ws 的 表示 ( 见 图 4.3-9)， 对 于 专 可 作 同样 的 代替 。 于 是 ， 
a:b=ap'b=ba'a, Aap: 当 具有 所 希望 的 性 质 ， 即 mp 一 |apj fb, 而 
ob=|al-]b|.cos (0, b)。 

依 誉 标 求 点 积 ” 为 了 用 坐标 计算 点 积 ， 就 需要 点 积 ii) 计 二 …'， 天， 
K 的 值 (以 及 分 配 律 与 结合 律 )。 由 定义 显而易见 , 如 果 两 个 因子 相同 ， 则 
为 1 否则 为 0。 于 是 可 在 不 知 e 与 5 夹 角 的 情况 下 用 它们 的 坐标 来 计 
算 a 与 5 的 点 积 ， 实际 上 倒是 由 它们 的 点 积 来 来 得 夹 角 的 。 | 


基 疝 量 的 内 积 | 让 一 六 天 一 有 -天 一 卫 让 0 


a=0d tayjt ok, 
bb byjt bk 


依 坐标 的 内 积 babs +dyby Fasbs 


4 角 ， 如 果 ya Db qsba t+ dvby+ aod. 
“ 3 


lalSib|#0 中 DEC 


“了 { 例 3]; 由 a 二 3 一 生 和 bit27- 2 得 到 tos (Ca, 六 一 -1/g 
因此 广 (m; b) 汪 109"28"。 

:向量 积 两 个 非 堆 向量 的 向 量 积 ax 忆 污 作 “4 又) 定义 为 疝 量 c 
它 有 有 下 列 性 所 qa'c=b. ‘c=0, 即 é 正 交 于 a 与 b。 2. [el =a: “bsin 
do” 机 2 


(a, 5) 和 3. 由 b, “的 坐标 构成 的 行列 式 | 8| 非 负 。 如 果 a 


1。 Co 
或 5 是 零 疝 量 ; 则 a x5b 也 是 零 向 量 。 

为 了 对 于 两 个 互相 不 成 倍数 的 非 
零 向 量 找到 向 量 积 的 几何 解释 ， 考 虑 
由 它们 各 自 的 表示 也 与 BF 所 张 成 
.的 平面 ( 见 图 4.3-10)。 于 是 对 < < 的 
“表示 ?大 上 述 性 质 具有 如 下 含意 

1 吾 重 租 于 由 与 BH 所 
张 成 的 平面。 

2。 PE 的 长 度 为 |aljblsin 立 (@， 


图 4.3-10 向 量 积 。 
6b), 它 是 以 了 W 与 PO 为 边 的 平行 四 边 形 面积 。 
3，BO, BO'， 构成 一 个 右 于 东 。 这 意味 着 ; 从 卫 来 看 ,5 到 了 
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的 那个 行程 较 短 的 旋转 是 遂 时 针 的 (如 果 右 手 的 拇指 指 着 了 6 的 方向 ， 食 
指 指 着 全 的 方向 , 则 掌心 朝 着 P 如 的 方向 )。 ，;， 

”如 果 F@, Bo, BE, PB 分 别 是 向 量 mm b, axb 与 bxa 的 表示 , 则 
PE 与 PB 都 重 直 于 由 6 与 P@' 所 张 成 的 平 耐 ， 且 有 相同 的 长 度 。 但 
因为 PQ，PQ', PR 和 .PG'， B00,. BB 按 给 定 的 次 序 都 构成 右手 系 ; 所 以 
了 与 了 RB 必然 方向 相反 。 于 是 , & X65 二 一 bXa。 这 称 为 反 交 换 律 。 向 
量 积 不 成 立交 换 律 和 结合 律 ， 但 它 是 双 线 性 的 ， 即 如 果 a 是 一 个 纯 量 而 
zx,Y,z 是 向 量 , 则 g(x XY)=ax XY =xX ay 及 wx Cyt) = Ce x+ 
Ce Xs) 和 Ce TY) (WXH)t (YY Xs)o ，， 

: 依 坐 标 求 向 是 积 ”定义 直接 给 出 基 向 量 声 # /Of 
双 线性 使 有 可 能 计算 x& 的 爸 标 。 它 们 是 行列 式 


ay | -| as 以 及 az 人 
bs bs brl Ib,.b 国 


利用 下 述 记忆 办 法 , 容 饭 记 住 。 写 下 3x3 行列 式 , 其 中 第 一 行 是 纪 j 
第 二 和 第 开行 是 4 与 旋 的 坐标 。 如果 算 出 行列 式 的 信 并 将 包 全 访 站 
的 项 分 天， 划 它 们 就 是 名 x 的 分 量 ; 7 :i 


TAXISJXTERRE=0 ~ 
X=k, TXE=i, RXi=j | 


。 基 向 量 的 向 量 积 


wx b= (aybs— byan)it (opo 一 
Gap (Goby — GbR 
| 

三 a, dy Qs 


os b, bl 


、 a xb 的 分 量 


【 例 3) 一 天 一 -3 了 与 b= ij 一 2k 的 疝 量 积 是 
. | i jk 
axb=| 5 -3 je 
一 工 - -12 到 
基 与 维 数 在 讨论 Vs 内 出 瑰 的 有 此 福全 4 也 可 用 于 分 析 其 他 的 向 量 
室 间 。 例 如 引进 坐标 以 及 用 坐标 表示 运算 。 外 而 - 革 些 观 人 各 如 向 量 和 
就 不 能 推广 。 ， ， 
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线性 相关 与 线性 无 关 向 量 ” 设 zi za …， x 是 向量 空间 了 的 一 些 
向 量 , ”是 了 中 的 一 个 向 量 , 如 果 存 在 数 dt， 6s ，…，aa 使 得 @=adzl 十 
ao za 十 … 十 snan 则 称 w 线性 相关 于 zz x2 … en， 也 称 过 依赖 于 x1, wy 
"Wns 或 者 说 到 是 zt za 5 的 线性 组 合 。: 例如 ,Ts 的 每 一 个 向 量 
a 依赖 于 四 一 坟 ms 六 za< 开 这 个 疝 重 组 : 曾 一 cat 二 ou 了 Ha 

显然 , 零 疝 量 o 依赖 于 任何 呆 计 组 2 Ya 0 no 这 内需 选择 dt= 
03 一 … 一 an 一 0) 站 

如 果 z 线性 相关 于 xz1， x9， "a, 则 有 数 gl ao Po mm 和 0 一下 
使 得 o=adzl 十 aa 十 … 十 nan 十 ao 另 一 方面 ; 这 个 等 我 并 没有 说 出 zz 
依赖 于 wp mm won。 它 的 意思 是 指 , 如果 系 数 a1; po …; qi 或 9 中 至 
少 有 -个 不 为 0， 则 相应 的 向 量 芒 赖 于 其 余 的 向量。 这 就 导致 如 下 的 定 
义 。 


于. 向 量 组 Xl Ta; nr) 如 果 有 不 全 为 零 的 数 al ca，v an 使 得 
Q 一 lo 十 0 十 :十 gx2m 期 这 个 向 最 缉 就 叫做 线性 相关 的 。 
如 果 这 个 等 式 仅 当 己 一 0 二 一 如 寺 4 时 才能 满足 , 则 该 向 量 组 
就 称 做 线性 无 关 的 。， .. , ... 


线性 无 关 的 梯 念 特别 重要 , 因为 它 是 方程 
: : uw + r+ Cr 1 
对 于 所 有 依赖 于 zl zy … wn 的 w， 解 为 唯一 的 充分 必要 条 件 。 痪 刁 
话说 ，zi， wz， … wn 生性 无 关 当 且 仅 当 每 一 个 向 量 x 能 按 一 种 并 且 只 
能 按 一 种 方式 写成 zw z2 ,Yn 的 线性 组 合 ;或 者 根本 不 能 如 此 表示 。 
i 【 例 4 Vs 的 向 量 i;j 构成 一 个 线性 无 关 组 。 因为 如 果 o= 一 of 
oj 则 0 一 oi 一 (gli 十 qj) "一 qi 并且 类 似 地 0 一 2 | 

用 同样 的 方式 可 以 证 明 ， 三 个 向 量 冲 4 上 也 是 线性 无 关 的 。 还 有 进 
一 步 的 性 质 , 即 每 一 个 向 量 依赖 于 它们 ; a 二 gui 十 yj 十 ako 这 就 导致 下 面 
的 定义 。 、 

向 量 室 间 了 的 基 是 下 的 向 是 组 B， 富 得 了 中 的 每 一 个 向 量 可 
用 唯一 的 方式 表示 成 B 的 向 量 的 线性 组 合 


由 此 可 见 , 这 等 价 于 下 述 定义 ; 
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向 量 空间 了 的 基 是 了 的 一 个 线性 无 关 向 量 组 B, 使 得 六 中 的 


每 一 个 向 量 线 竹 相 关于 马 | 


这 样 ， 向 量 组 4 7 网 跨 构成 Vs 的 一 个 基 。 
如 果 在 向 量 空 间 六 中 有 一 个 有 限 基 , 了 就 称 做 有 限 维 向 重 宝 间 ， 属 
则 就 是 无 限 维 向 量 空 间 。 对 于 有 限 纵向 量 空 间 成 立 下 述 定理 ; 


站 不 人 


索 个 数 就 称 做 六 玉 的 纹 煌 ， 

Ty 的 维 数 是 3, 6 3, 因为 i i, j,k 是 一 个 基 。 于 是 , Vs 的 每 一个 手包 
含 3 个 元 素 。. : 县 

子 空间 向 量 空间 V: 的 一 个 非 室 巴 集 S; 如 果 同 样 的 加 法 各 和 汪 
足 向 量 空间 公理 ; 则 称 信 为 的 子 空间 。, 特 别 地 , 这 意味 着 8 的 两 个 元 
素 之 和 在 如 中 ,8 的 一 个 元 素 的 任何 倍数 也 在 5S 之 中 。 事 实 上 ， 只 需 验 
证 这 两 个 性 质 ; 其 余 的 性 质 也 就 自动 成 立 。 

了 的 至 少 包 含 一 个 元 束 的 子 集 六 ' 是 一 个 子 空间 ， 当 县 私 当 六 了 的 任 
塌 两 个 元 素 z 右 归 的 和 xz 让 几 在 了 六 中 的 天 康 吕 的 全 丈 oz 也 全 在 
之 中 。… 

一 网 加 仅仅 由 o 组 威 的 集合 是 每 一 个 向 量 空 间 的 子 空间 。 每 一 个 
向 量 空间 是 它 自 身 的 簿 空间 6 这 的 都 十 半 几 了 空间 。 前 一 个 于 空间 纹 数 
为 0。 和 

【 例 6] 如 果 zse 是 V 的 -个 向 量 则 z 的 所 有 们 数 的 集合 了 " 是 

的 一 个 子 空间 , 由 z 张 或 (或 生成 ?的 子 宝 闻 。 它 以 为 基 , 维 数 是 工 

4 坐标 .: 如 果 za zs， Wn 是 六 的 一 个 基 , 则 根据 定义 , 每 一 个 向 量 
XY 可 用 唯一 的 方式 写成 z= 一 al 十 43 十 … 十 hou 实数 ga ,a 就 
称 做 x 关于 给 定 基 的 沧 标 。 如 皮革 变更 , 的 坐标 也 随 着 变更 ， 但 坐标 的 
个 数 总 是 等 于 了 的 维 数 。， .，， 

如 果 两 个 向 量 z> 与 区 由 关于 相同 基 的 坐标 给 定 ， 则 从 向 量 空间 公理 
得 出 ， 它们 可 核 举 标 相 加 。 类 似 地 z 能 校 坐 标 乘 以纯 量 co 


-wy = (oa 十 bi) wi Cas+ bs) | 
十 十 (an 十 bzn 
cx = = {ea1) 2 十 (cao 2 于: “十 Coan) 


x =01X1 十 dat 十 nz 


Y=Dbixit Boxy -ot bi 
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于 是 ， 芳 在 # 维 向 量 空间 广 中 给 定 一 个 基 , 就 可 将 每 一 个 向 量 与 
了 中 的 一 个 元 组 (az az …， an) 唯一 地 联系 起 来 ,反之 亦 然 ; 而 且 这 
种 联系 保持 胃 法 与 数 乘 。 这 样 的 映射 < 联系 ) 是 于 到 R* 上 的 一 个 同 构 
《 见 线性 映射 )。 不 过 , 在 研究 任意 的 向 量 空间 时 不 宜 利 用 与 BR" 的 这 种 同 
构 , 因为 它 依赖 于 申 基 的 选择 ; 这 就 引进 一 个 任意 性 要 东 而 如 果 所 选 
的 基 不 适当 , 许多 研究 就 会 相当 复杂 。 四 

BR 有 一 个 标准 基 f 即 e1=(l,0) i, 0), es=(0, ,0, ,0), 2 
en 一 (0, 0，…, 0, 1)。 后 面 的 讨论 总 是 选用 它 。 按照 这 个 大/ No- 
(Qi, dg, ,a 具有 来 示 X=—Q121+ 0363+ "二 neno 

内 积 ”将 Vs 的 内 积 加 以 推广 , 定义 在 有" 中 的 内 积 或 点 积 为 

RY= a Oh dn) Cb1, Ba, 0, Dn) 一 04D1 十 ap3 十 … 寺 onpn。 
为 了 方便 起 见 ,x 与 它 自身 的 点 积 写 作 xz。 如 同 在 V8 路 ， 点 积 是 对 
称 的 和 双 线 性 的 。 

向 量 z= (cy aa …， on) 的 长 度 、， 入 | 司 翌 上 Vs 的 推广 来 
定义 : |x| = =Vaftgt + 。 6 

”在 Vs 中 ,如 果 PG 表示 GE 表示 5, 则 三 角形 PR 的 第 三 边 了 
表示 m+b。 这 是 一 个 公 更 三 角形 中 没有 一 条 边 大 于 其他 两 边 之 和 ， 
即 

十 |< [可 Oi 本 或 letbl<lel+ bl 

因此 这 就 称 做 三 角形 不 等 式 ;可 以 证 明 (用 归纳 法 ) 这 对 于 BR 也 成 
立 。 还 可 拓 广 (用 十 分 容易 的 归纳 法 ) 成 这 桩 的 形式 

. 1 二 a 十 … 十 | 才 [zi 十 |zxo| 生 二 |xn|o。 

三 角形 不 等 式 同样 区 洒 着 | |x| - || |<|z 一 ,并且 计 于 点 积 有 | 
芯 |x| |gy|。 如 果 用 坐标 写 出 ; 它 就 成 为 柯 西 ~ 计 瓦 英 (Cauehy-Sehwarz) 
不 等 式 , 有 了 时 也 称 做 布 尼 瞿 科 夫 斯 天 (Bunyakovskii) 不 等 式 。 

在 柯 西 - 许 瓦 贡 不等式 的 证 明 中 ， 利 用 点 积 的 双 线 性 与 对 称 性 
证 明 (x 土 失 ?=x? 十 2x 洛 于 92。 类 似 地 ， 互 可 以 证 明 Gz 十 幼 ， ce- y)- 一 好 
-Vo 

前 在 了 3 次 一 节 责 ， 对 于 阿南 最 之 间 奖 所 了 人 引用 沁 们 的 内 甘 神 
到 了 一 个 公式 。 在 BR? 中 , 可 用 这 同一 个 公式 给 出 角 的 一 个 解析 定义 。 两 
个 非 零 向 量 % 与 9 之 间 的 夹 角 文 (w, 切 蚌 0 与 “之 同 这 样 的 一 个 角 , 它 
的 余弦 满足 下 边 的 公式 : 
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or = 


这 个 条 件 唯一 -好 确定 祥 (z， y), 如 果 z- 多 一 0 按 角 的 这 个 定义 也 能 称 x 
与 YY 正 交 。 

在 Rr 的 基 et en …， en 中 ， 所 有 这 些 向 量 长 度 都 为 1 任何 两 个 不 
同 的 向 县 正 交 。 区 是 六 基 风 基本 位 奈 。 


-再 积 > 和 二 (at oa 6) | gry 6iT a 
by Baer bn) 四 - 
规则 | | 思 (十 国 一 ww 条 十 入 -z 

1 dr) = Cx) y= (dy) 


|z| 二 V+ 下 十 噶 


广义 三 角 玫 等 式 | 


| <Ha. Sa 


全 1 


TO 末代， 
O<Y(r, 多 Dw 


= 与 六 之 间 炎 角 | ws ys 人 六 = 


ER i 


欧 几 里 得 向 量 空间 ”到 进 内 积 就 给 R? 除 了 通常 的 向 量 空间 外 又 加 
上 了 一 种 结构 。 内 积 将 每 对 向 量 x 和 2 与 一 个 实数 =*g 联系 起 来 ; 因此 
内 积 可 作为 满足 某 些 性 质 的 变 元 x 与 妖 的 一 个 函数 。 _ 

在 RR 中 内 积 的 定义 使 用 了 坐标 。 然而 内 可 要 全 还 可 推广 刘 任 意 的 
向量 空间 ; !iIr 
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设 太 是 一 个 向 量 空间 -了 是 一 个 画 数 ， 它 将 中 的 每 一 对 向 量 
2 和 下 与 一 个 实数 关联 起 来 。 若 下 述 规则 成 立 , 则 称 g 是 了 上 的 内 
积 : “ ， 2 1 . ， 


1. gw, #)—qy, 2), 3 qlar, Y) 一 09(% Y), 
2. q(x+%', Y) 一 qz) 的 - 4. Ce x) 之 0, 而 
十 dg(z' 8)， (xw, zw) 一 0; 当 生 仅 当 有 二 0。 


凤 备 上 这 样 一 个 内 积 的 向 量 空间 , 叫做 欧 几 里 得 向 量 空间 。 如 
-有 果 不 会 混淆 7 画 数 g(x, 外) 就 记 作 (zir876 时 


1 Ra。 上 的 内 积 具有 这 些 性 质 ， 因 此 BR" 是 一 个 区 所 里 得 向 量 空间 。 二 
数 如 满足 1. 就 称 做 对 称 的 ; 如 满足 .2. 和 3. 以 及 关于 第 二 项 y 的 相应 
定律 (对 于 对 称 函数 这 自动 成 立 ), 就 称 做 双 线 性 的 。 最 后 一 个 性 质 4. 称 
做 非 夺 异性; 它 指出 qlw, 入 ) =x YY 是 正定 的 , 即 对 于 所 有 的 zx- 和 一 0 
只 有 当 w=0 时 才 可 能 -这 等 价 于 下 面 的 命题 ; 由 es 号 构成 的 外 阵 非 过 
其 中 形成 任意 一 个 基 。 

如 果 六 是 一 个 具有 给 定 内 积 & 的 网 几 里 得 向 量 空间 ， 则 可 推广 R， 
中 的 定义 而 定义 长 度 与 角 。 向 量 > 的 长 度 、 范 数 或 模 为 [| 一 VC xz)。 
g 的 性 质 4. 表明 ， 任 一 非 零 疝 量 长 度 为 正 。 如 果 % 和 妇 是 非 零 向 量 , 则 


角 9 在 0 与 «之 间 , 满足 cos p 一 4 , 称 做 2 与 之 间 的 夹 角 。 长 


魔 为 1 的 向 景 称 做 单位 揣 量 。 如 果 gCx,9) 一 0, 则 称 = 和 乡 为 亚 交 的 ( 半 
于 gj。 
” 由 基 eg @ e 的 性 质 就 联想 到 如 下 定义 : 


欧 几 里 得 向 量 空 间 的 一 个 基 ， Te 了 向 量 , 并 且 基 
的 任意 两 个 不 同 的 向 量 正 交 ， 则 这 个 基 叫 做 标 准 正 交 基 。 


在 研究 欧 几 里 得 向 量 空 间 时 , 通常 试图 找到 一 个 标准 正 交 基 , 因为 它 
的 性 质 能 简化 许多 计算 (尤其 是 ， 内 积 可 以 用 基于 标准 正 交 基 的 坐标 的 芝 
通 点 积 公式 来 计算 )。 站 

和. 和 线性 映射 和 

线性 台 和 的 性 质 “ 从 向 量 空间 到 向 量 宰 间 的 网 射 :如果 对 
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平 六 的 任意 向 量 x 与 多 以 及 任何 一 个 实数 o， 等 式 4(z 十 儿 ) 一 4(z) 十 
4(9) 与 4(ax) =a4(z) 成 立 , 则 称 4 为 线性 映射 。 这 意味 着 ,不论 先 在 
的 向 盟 上 执行 演算 , 然 庆 证 将 映射 作用 于 演算 所 得 的 结果 , 还 是 先 将 映 
英作 用 二 向 量 , 然后 旺 以 其 在 六 由 的 象 执行 相应 的 演算 ， 都 不 要 紧 。 在 
丙种 情形 下 , 最 终结 果 将 是 相同 的 向 量 。 换 多 活 说 ; 这 些 等 式 表达 了 映射 
与 志和 他" 中 基本 的 向 量 空 间 疼 算 的 协 湖 性 ;映射 4 有 时 用 种 头 表达 为 
4 光一 玉 或 者 zx-> (办 。 这 里 , 唯一 确定 的 向 量 4(%) 称 做 的 系 ,而 
x 是 4(w) 的 原 象 或 送 象 。V' 中 的 一 个 向 量 可 以 没有 原 象 、 有 一 个 原 象 
或 多 于 一 个 原 象 ( 见 工 第 5 章 )。 和 “| 

{ 例 攻 如果 平面 绕 点 6 转 过 角 9( 见 图 44- 坟 , 则 每 一 类 长 度 相同 
的 平行 有 有 向 线 女 成 为 男 一 这 样 的 英 。 旋转 请 射出 向 量 的 一 个 映射 4， 将 
z 的 象 定义 为 x 的 表示 所 成 的 类 旋转 之 后 得 出 的 类 相关 联 的 那个 向 量 。 
图 和 .4-2 对 于 zy 以 及 w+ 好 的 旋转 囊 明 4 是 线性 约 , 汉 为 由 w 和 给 
出 的 平行 四 边 形 是 作为 一 个 整体 旋转 欧 。 等 式 4Cx+ 和 一 4Cx)+4Cy) 
成 立 。 由 旋转 保持 长 度 不 变 这 个 事实 , 立即 得 出 关系 4(ax) 一 a4Cx)。 


. 图 4.4-2 三 维 空间 到 平面 上 的 平行 投影 ,以 
图 4.4-1 平面 绕 及 平行 投影 的 线性 性 质 EO~x, PR 一 y, 3 
国定 点 0 转 过 角 ty, Prar, PO~A(%), PE A(Y), 


` “的 旋转  - - Plow A (w) + A(Y); PT GA (x) 
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【 例 3】 同样 ,三 维 空间 到 平面 上 的 任何 一 个 平行 投影 , 也 给 出 相应 
的 向 量 空间 的 一 个 线性 喘 射 (图 4.4 2)。 等 式 A(w 二 和) =4(z) 十 二 
成 立 , 因为 定义 和 w+ 多 的 平行 四 边 形 胸 成 定义 4(z) 十 4 和 ) 的 平行 四 边 
形 。 由 比例 |P81;1PT|=1P'9: PT 得 出 等 式 4(aw) 一 ah4(z)o 
， 线性 映射 的 核 与 象 “就 了 到 下 ' 的 每 个 映射 4, 分 别 有 六 和 :VY 的 两 
个 特别 的 子 空间 , 称 为 它 的 核 与 它 的 象 。 和 4 的 核 是 由 被 4 映 成 的 零 向 
量 的 所 有 那些 向 量 组 成 的 了 的 子 空间 。44 的 稍 是 由 的 作为 了 中 向 量 
的 象 的 所 有 那些 向 量 组 成 的 V' 的 子 空间 。 在 例 3 中 , 4 的 象 是 空间 投影 
其 上 的 那 张 平面 , 而 核 是 三 维 空间 中 平行 于 投影 方向 的 那些 向 量 (当然 其 
投影 是 零 向 量 ) 的 集合 。 如 果 8 六 是 有 限 维 的 ,而 4 是 从 7 到 到 的 线性 
映射 , 则 4 的 核 与 象 两 者 也 是 有 限 维 的 。 核 的 维 数 称 做 和 4 的 案 度 , 象 的 
维 数 称 做 4 的 枞 。 线 性 映射 的 一 个 重要 定理 指出 : -， - 

人 4 的 过 谨 十 4 的 铁 一 及 的 统 数 x，， ， 

上 由 这 个 定理 可 见 ,4 的 象 的 维 数 至 多 等 于 了 的 维 儿 -零度 特 量 4 与 

一 一 映射 差异 的 程度 。 如 果 零 度 是 人 则 么 就 是 一 一 映射 。 

【 例 3] 线性 方程 组 的 下 边 定义 一 个 从 向 量 空间 BR" 到 向 量 空间 了 " 
的 线性 映射 4, 对 每 一 个 元 组 w==《w1,，…, zn), 作 为 它 的 象 是 如 下 的 号 
元 组 : ， 


本 Cd121 十 … 十 Gdtr Wn =O1 
inp * + mntn 一 0Dm 


A(F) = (a11814 ee shy Gmiv1 + + 容易 验证 ， 这 个 映射 
鲍 实 是 线性 的 。 现在 可 以 用 下 述 方式 来 解释 方程 组 的 求解 问题 ; 给 定 了 mr 
的 一 个 向 量 (或 六 元 组 ) (D1 …， 加 )， 要 找 了 中 被 4 映 成 (Bi, …, bn) 
的 所 有 向量 (nm 元 组 》。 相伴 齐 次 方程 组 是 求 被 4 映 成 《0,，…, 0) 的 那些 
向 量 。 齐 次 疗程 组 解 的 向 量 空 间 是 4 的 核 。 如 果 4 的 零度 是 0, 那 末 齐 
次 方程 组 只 有 平凡 解 , 从 而 非 齐 次 方程 组 至 多 有 一 个 解 , 因为 4 是 一 一 映 
射 的 。4 的 象 是 那些 使 方程 组 有 解 的 向 量 (51,…, bn) 的 集合 。 4 的 秩 
可 以 根据 方程 的 系数 来 计算 ( 见 矩 阵 的 秩 )。 

.从 向 量 空 间 了 到 向 量 空间 - F 上 上 的 一 一 线性 映射 在 线性 代数 中 起 着 


4.4 线性 瑞 射 :全 


重要 作用 。 这 样 的 映射 叫做 同 板 。 如 果 4 是 从 了 到 玉 的 一 个 同 构 , 那 
末 逆 映射 是 从 了 到 严 的 一 个 同 构 。 空 间 了 与 了 ' 称 为 同 构 的 ,用 符号 记 

成 了 SF'。 同 构 的 向 量 空间 具有 相同 的 代数 性 质 。 同 构 是 向 量 空 他 上 的 
一 个 等 价 关系 , 即 它 是 自 反 的 、 对 称 的 和 传递 的 ， 

线性 读 帮 的 例子: 【 例 入 “在 任何 一 个 向 量 空间 上 ， 取 每 一 个 向 量 

为 其 自身 的 旺 等 映射 卫 是 线性 的 且 确 是 一 个 同 构 。、 

Tw+y) =x+y=I(x) TBR I(ar) =ax =aI(%)o 
【 例 5】 如 果 了 了 是 具有 基 el, …, en 的 % 维 空间 , 那 末 从 7 到 BR" 的 
举 标 映射 ， 将 向 量 % 一 ate1 十 "+ojen 取 其 关于 给 定 基 的 坐标 % 元 组 

(cb … an)o 映 射 轴 是 线性 的 ,一 对 一 的 , 并 且 每 个 实数 % 元 组 是 中 向 
量 的 象 。 所 以 2 是 一 个 癌 构 ， 招 此 : , 楷 一 个 维 向 量 空间 是 与 玉 " 同 构 

.的 。 ， 

线性 映射 的 意义 因为 线性 肌 射 是 与 向 量 空间 中 的 运算 相 协 调 的 ， 

所 以 能 将 一 个 代数 局 势 或 代数 问题 从 一 个 空间 转移 到 另 一 个 空间 。 其 中 

特别 重要 是 同 构 , 因为 向 量 空间 的 子 集 的 代数 性 质 ,诸如 线性 相关 与 线性 

无 关 或 维 数 ; 这 些 都 是 不 变 的 。 任 何 一 个 只 包含 这 些 概念 的 定理 , 一 旦 对 

于 有 -证明 成立 ， 则 在 这 些 映 射 下 , 对 于 所 有 与 了 同 构 的 空间 帮 为 真 " 特 

别 可 利用 ” 维 空间 与 Re 的 同 构 。 

”从 标 映射 将 向 量 之 i 间 的 关系 转换 成 含有 实数 即 这 此 向 电 的 系数 的 广 
程 。 然 而 , 坐标 映射 本 质 上 依赖 于 基 的 选择 , 因此 不 同方 程 组 可 能 反映 同 
一 组 关系 。 从 这 个 观点 来 看 ; 线性 映射 是 很 重要 的 因为 它们 描述 一 组 坐 

标 与 另 一 组 坐标 之 间 的 关系 。 

线性 映 躺 的 运算 值得 注意 的 是 ， 从 向 量 空间 了 7 到 另 -个 V' 的 线 

性 映射 的 集合 自身 可 以 按 自然 的 途径 作成 一 个 向 量 空 间 。 如 果 4 与 万 是 

从 了 到 六 的 线性 映射 ， 它 们 的 和 4+ 如 定义 为 对 于 的 所 有 向 量 x 有 
(4 十 国 (区 一 4(w) 十 B(x)o 类 似 地 , 数 双 a4 定义 为 (a-A)Cx) =a.4 
(x)。 容 易 验证 , 4 二 如 与 g'4 又 是 线性 的 , 从 而 向 量 空间 的 特征 性 质 成 

立 。 如 果 了 与 V' 的 维 数 分 别 是 四 与 % 那 末 从 六 到 配 的 线性 映射 的 向 

量 空间 其 维 数 是 mn。 可 

两 个 映射 的 积 定义 为 相继 进行 映射 的 结果 。 为 使 其 有 意义 ， 第 一 个 

映射 必须 在 第 二 个 映射 的 象 上 有 定义 ; 换 句 话说 ,如果 怠 是 从 六 到 V' 的 

一 个 线性 映射 ,而 4 是 从 V' 到 向 量 空间 "的 一 个 线性 映射 ， 那 末 通 过 
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将 怠 作 用 于 的 向 呈 ， 然 后 4 性 用 于 此 结果 ， 得 到 映射 4.。 于 是 ， 
44:'BB 且 从 区 到 Vv 的 一人 的 双人 生 - 
3)。 ar 
-最 水 说 ,定义 了 4. 卫 这 个 事实 并 不 意味 AS 
着 B;4 也 被 定义 了 。 邯 使 两 者 都 定义 ; 它 科 也: 
不 一 定 相 等 ( 见 图 4.4- 纺 。 因此 , “映射 的 乘法 
是 不 可 交换 的 "然而 乘法 是 可 结合 的 , 并 且 分 配 图 4.4-3 .两 个 线性 映 
律 也 成 立 和 。。 划 的 乘机 4. 
A:(B+OY=A4.B+AiOCR 及 (4+B)'OC=A.0+ BO, 
特殊 的 线性 映射 ”在 研究 向 量 空间 的 结构 时 ， 特别 感 兴趣 的 是 
到 它 首 身上 的 线 恰 映射 。 这 些 映 射 称 做 了. 上 的 线 福 算 子 或 线性 变换 。% 
维 向 量 空间 六 的 线性 变换 构成 一 个 纪 维 的 向 量 空 间 。 而 且 ， 对 于 同一 
空间 了 的 两 个 线性 变换 六 与 B, 积 4. 石 与 吾 .4 存在 的 条 件 站 满足 。 因 
此 在 7 的 线性 变换 集合 上 还 定义 了 一 个 〈 非 交换 ) 滋 法 。 变换 的 一 个 例 
子 是 空间 让 上 的 恒 等 映 射 五 它 叫 能 恒 等 变 和 换 。 这 个 变换 是 三 到 它 自身 
上 的 一 个 同 构 。 六 到 它 自身 上 向 煌 的 线性 变换 称 做 正则 的 《或 非 霖 天 
的 ;如果 一 个 线性 变换 本 是 一 个 同 构 , 它 就 称 做 寺 弄 鸭 。 正则 灾 换 具有 
这 样 的 性 质 , 一 个 基 的 象 又 是 一 个 基 。 它 们 也 可 以 用 下 述 方式 来 刻 划 : 线 
性 变 六 是 正 册 的 当 且 仅 当 条 在 线性 变 找 PB, 使 得 44: 妨 =B.4=, 在 


区 
(A: =A(B()) 


了 四 2 的 他 


图 4.4-4 球 绕 4 轴 施 转 (D(z)) 和 绕 z 轴 旋 转 (D(2));D(D)-D() 将 忆 
点 转 到 点 2 另 一 方面 了 (人 "了 D40 将 点 卫 转 到 点 Po 它 不 局 于 为 
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这 种 情形 下 了 3 是 唯一 确定 的 ; 它 称 做 4 的 乾 变 技 ， 记 为 4-1。 于 是 ,4 
是 与 4 的 作用 相反 的 变换 。 例 如 , "1 一 IT。 正 则 变换 的 例子 是 平面 绕 原 
点 的 旋转 。 那 来 逆 变 换 是 符 相 反方 向 转 相同 角度 的 旋转 > 同样 地 , 绕 通 
过 原点 的 一 个 轴 的 旋转 是 三 维 空间 Ts 的 正则 线性 变换 。 . 

一 般 说 来 , 即使 4 与 马 是 正则 的 , 变换 4 十 BB 也 不 ~ 定 是 正则 的 o 另 
一 方面, 两 个 正则 变换 的 积 4 了 3 或 也 ,4 总 是 正则 的 。 各 "的 逆 变 换 是 
23-1. 4-1。 内 此 正则 变换 集合 在 和 法 下 具有 类 似 于 非 等 实数 集 的 那些 性 
质 (除了 交换 律 4'B=B.4 不 满足 以 外 )。 恒 等 奖 换 起 着 数 1 向 样 的 作 
用 ,因为 对 于 任何 二 个 变换 4 有 有 :T=7. 志 4。 窑 抽 象 检 数 中 ， 共有 这 
些 性 质 的 集合 思 做 寿 ( 见 开 , 第 3 章 )。 正则 变换 集合 称 做 7 上 的 一 直上 
性 群 , 记 为 GL(V)。 

如 果肉 量 空间 是 欧 几 里 得 空间 ,可 将 每 一 个 线性 变换 媳 关 联 到 第 二 
个 变换 4 它 由 这 样 的 条 件 唯一 确定 , 即 对 于 本 中 的 所 有 向 量 % 与 g, 成 
立 4 ye dr (yy) 个 4 就 称 做 4 的 件 随 变 找 。 对 于 伴随 变换 
下 列 规则 成 立 : 加 

《4 上 DB) 一 ~A*+B*, (4， B)*= Ep, A i(g. AY* a. .As, CH) 4 
其 中 特别 章 要 的 是 自 件 变 换 或 对 称 变换 它们 的 特征 呈 具 月 性 涝 4* 一 
4。 这 些 实 换 经 常 出 现在 物理 问题 中 ， 并 在 某 些 方面 具有 非常 简单 的 结 
构 。- 对 于 无 限 维 复 向 量 空间 ， 类 似 的 变换 , 取 所 谓 的 埃 杀 求 特 《Hermite) 
变换 ， 在 量子 力学 中 起 着 重要 作用 。 对 称 变 所 的 平凡 例子 是 旬 竺 变换 的 
阅 数 a .Io 

在 欧 几 里 得 向 量 空间 7 中 , 内 和 可 雇用 来 定义 向 量 的 长 度 以 及 它 和 
它 加 的 夹 角 。 于 是 , 在 研究 这 样 的 空间 时, 与 F 的 这 些 附加 性 质 相 协调 的 
技 性 变换 就 格外 有 用 。 这 样 的 变换 称 做 正 交 变 换 。7 上 的 一 个 线性 变换 
4， 如 果 它 使 内 慰 保 持 不 变 ， 即 若 对 于 了 的 所 有 向 是 > 与 V， 有 zx 入 
4(x) .4C4)， 那 末 变 换 4 是 正 交 的 。 正 交 变 换 保 持 向 量 的 长 度 以 及 它 科 
之 加 的 夹 角 不 变 。 平面 以 及 三 维 空间 的 旋转 又 是 正 交 变换 的 例子 ; 它 科 
显然 保持 长 度 与 夹 角 不 变 。 正 交 变换 可 用 下 述 方式 来 剖 划 : 一 个 线性 席 
织 是 正 交 的 ， 归 且 仅 当 一 个 标准 正 交 基 的 象 又 是 一 个 标准 正 交 基 。- “下面 
的 描述 较为 简短 并 且 代数 上 更 明了 :全 个 线性 变换 是 正 交 的 ， 当 且 仅 当 
4* 一 A-t。 因 为 依照 这 个 定义 , 每 一 个 正 交 变换 有 逆 , 所 以 正 交 变 换 是 正 
则 的 。 正 交 奖 光 的 逆 是 正 交 的 , 两 个 正 交 变换 的 积 也 是 正 交 的 ; 正 交 变换 
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集合 构成 一 个 群 。 这 称 做 了 上 的 正 交 群 。 Ts 的 所 有 正 交 变 换 可 作为 旋 
转 或 者 旋转 与 平面 反射 的 乘积 而 得 到 。 一 个 旋转 由 垂直 于 该 轴 的 平面 内 
话 导 出 的 施 转 所 完全 确定 。 这 个 事实 可 以 用 米 找 出 表示 Vs 上 正 交 变换 
的 特定 短 阵 。 i 

4. 5 和 矩阵 

线性 方程 组 解 集 的 性 质 ， 实质 上 依赖 于 广 程 组 的 系数 awo 这 些 系 数 

按 其 p 行 与 列 的 长 方形 阵列 叫做 wxX%. 算 阵 44( 读 作 “m 乘 4 和 矩阵" )。 
在 这 样 一 个 阵列 中 的 数 称 做 矩阵 4 的 元 素 。 带 有 相同 的 第 一 个 下 标 ; 
的 元 素 的 元 组 称 做 第 ; 行 ， 而 带 有 相同 的 第 二 个 下 标 5 的 元 素 的 妈 元 
组 称 做 矩阵 的 第 了 列 。 
QH124 未， “+ om =Db1 和 Ql …， Gdn ) 
3 、 是 = 一 | : ; 


amitit mta bn ,Nant On ee hn ) 
wx 矩阵 有 加 行 和 nn 列 。 如 果 加 ==n, 这 阵 就 浆 做 方 阵 。 矩阵 4 的 
记号 党 志 二 党 缩写 为 有 = (oh 有 了 时 写 为 有 一 《gwz)m,m 用 以 指出 行 与 列 的 数 月 o 
”敌阵 运算 局 型 的 矩 阵 ( 即 相同 行 数 与 列 数 ) 可 以 相 加 。 两 个 矩阵 的 
和 定义 为 一 个 短 隆 它 的 元 素 就 是 原来 矩阵 相应 元 素 之 和 。 矩阵 案 以 一 
个 实数 , 就 是 用 那个 实数 简 上 每 一 个 元 素 。 


局 型 矩阵 的 却 法 、 
Ql Ul ln Di V1 2 bin 
i ;i 
Qmt Cm2 QAmnf Omt bng “Dnn 
| 人 G13 十 D1 ~: tnt bes ) : 


nz 十 Dml dm3 十 Dna i Grmn bo 


甜 阵 乘 以 实数 


Ql Ql “7 CO car i 
cl : .:. : |=| : : 
at Ama «*. ¢ _\Cdml Cam2 


4.5 知 阵 99 
【全 
1-20 2 1-2 1-20 
(i 1 a) -Ds _2 a) 1 2) 
-2 4 -3 -44 
: +(_6 4 4)~(-7 5 6j 
“对 于 xyw 和 矩阵 的 加 法 以 及 数 乘 , 通常 的 规则 都 成 立 。 
， 加 Xn 炬 阵 的 集合 物 ] 榴 成 一 个 mrni 维 的 问题 空间 。- 
和 不 空 间 的 零 向 量 是 党 起 件 ， 它 的 元 鞘 全 为 堆 。” 
矩阵 并 不 是 总 能 相 乘 的 。 和 mx 矩阵 4 乘 + Xxs 矩阵 B 的 积 48B, 和 与 


有 当 % = 时 才 有 定义 。 在 这 种 情况 下 ， 惰 积 是 一 -个 mxXs 矩阵 C= (Cw), 
其 中 的 元 素 以 下 述 方式 定义 : 


% 二 Quby 十 Giabos +- .ab = 一 名 Gibgjo 


oo 元 天 地 可 解释 为 4 的 第 1 和 行 与 的 第 j 列 的 内 各。 
M2] 


EL- 人 YL 
全 人 
(CD 1:1+(-1).0 上 CD OD) 
3.3+0.2 ， 2.14+0.0” “9.040.(-1) 


0 1 村 
=-(, 9 0) 
一 般 地 说 , 乘积 4 有 的 存在 并 不 草 洱 着 2. 4 也 有 定义， 而 且 即 使 两 
者 部 有 定义 正如 下 面 的 演算 所 表明 ， 它们 也 不 一 定 相等 


(De 
-9 


中 线性 映射 的 来 法 一 衬 , 拒 阵 的 来 法 不 能 交换 。 除了 这 一 点 以 外 , 通 
常 的 规则 (诸如 结合 律 与 分 配 律 ) 对 于 矩阵 的 乘法 都 成 立 。 
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可 行 性 条 件 : n=r 


自 = (as mn Casa sn (pih rs 一 (C1) m, [3 其 中 (AB)C =A(BO) 


中 A(B+OC)=AB 
ct 一 1D1 十 … 十 ainpny 一 OUkDH 4 十 对 


(A+B)C=AC 
+ BC 


得 辣 大 小 的 方 伯 也 是 让 以 得 关 的 有 一 信 的 各 的 xn 了 即 单位 阵 
或 恒 等 阵 了 它 在 左 乘 或 右 乘法 下 人 折合 个 ox 了 r'A=4 
-一 dp ， 


0 “0 
0 1...0 
了 一 。 S 1 
0:0 ... 1/ 


于 是 mnXn 隆 的 集合 具有 闫 似 于 向 量 空间 的 变换 集合 的 那些 性 质 ,类 
似 于 正则 变换 的 定义 ， 方 阵 各 如 果 存 在 (必定 是 方 阵 ) 阵 B， 使 得 AB 
一 B4 一 六 则 称 它 为 正则 的 (或 非 夺 异 的 ) 否则 ,人 丸 是 厅 开 的 。 ' 隆 全 是 唯 
一 确定 的 , 称 为 和 4 的 逆 阵 , 记 成 4 1。 演算 逆 隆 的 规则 放 在 下面 讨 论 。 


I 例 3] . 
2 9 /a 
4-(.1 1 ) 的 送 隆 是 4 ‘(1 2/3)' 因 为 
2 1\ /1/3 —1/3, /1 Oy 
(_ 1 1) (1 23) (0 1): | 
; ， 同 线 性 变换 一 样 ， 了 了 与 是 正则 且 成 立 等 式 (4B) 1 
B-14-1 和 (4 -二 
性 群 , 记 为 GL er 避 它 也 网 疝 于 。 和 和 
对 每 一 个 mxn 逢 阵 , 带 可 关 叱 一 个 x 号 乱 阵 4 即 和 4 的 转 置 降 。 
它 由 及 交换 行 与 列 而 得 。 


人 
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对 干 方 阵 ， 这 个 过 电容 易 具 体 化 为 近 主 对 角 线 即 从 左 上 方 到 右 下 方 
的 对 角 线 ) 的 长 射 。 


【 例 4 1、0 1 1 2 2 
“(2 人 0 11 
3 1Xs 1 -1 2 


【 例 5 1 2 1 0 | :| 
“~ :} ~(, 1 4 . 

短 阵 转 轩 的 规则 ， 类 似 于 线性 变换 相伴 的 那些 规则 。 (4 二 本 "= 
4 二 BA (4)7=a.4 (4 有 )? 一 Be AT AN) A 

和 如果 4 着 一 个 正则 阵 , 那 未 4? 亦 然 而 且 4” 的 送 是 4 的 转 轩 
(A ”= (CA, 阵 (49) 习 称 做 4 的 北 步 lo 

乱 阵 的 行 别 式 , 北 阵 计算 “每 一 个 方 阵 名 关联 着 一 个 实数 , 即 4 的 
行列 式 ( 见 行列 式 )。 

a 1 qin 


pf a | 
4=[: :dtA=|: 
Onl Gnn | 


nl ** Unn 


:3 


矩阵 乘法 与 行列 式 之 间 有 一 种 值得 注 章 的 联系 , 即 来 可 定理 


| 有 乘积 定理 [ae B) = (det4)， detB) | 


当 I 是 单位 阵 时 ， 由 行列 式 的 计算 规则 立刻 给 出 det I 二 1。 由 此 可 见 ; 如 时 
4 是 正则 的 ， ,并 未 (det A) (det AD= 一 此 因此 正则 陈 的 行列 式 非 演 。 道 

合 题 亦 真 。 如 时 埠 阵 的 行列 式 非常 , 那 末 4 是 乒 风 的 o: 六 及“ 的 演算 
公式 显然 得 出 。 . 由 


阵 业 的 六 424 | 


| 4 是 4 中 吧 的 余 因子 ， 
2 Ee 
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在 右边 的 矩阵 中 , 璧 如 说 数 -4=Ajp 是 4 中 aa=0 的 余 因 了 。 
[ 例 7】 2x2 正则 阵 的 道 阵 计算 和 
A= a1i1 on) pe 1 (_ 022 a) 
21 023 Q11022 一 W12021 G91 1 
除了 用 余 因 子 找 逆 阵 的 这 个 方法 以 外 ， 还 可 通过 解 适当 的 方程 组 来 找 道 
隆 。 将 4 的 元 素 看 人 矩阵 方 各 《44 一 力 中 的 未 知 量 而 得 出 方程 : 


VAN 1 … 0 
|[: i: 
ni a Gnnf Wnl 1 nn 0  ，…， 1 | 


左边 的 两 阵 相 乘 之 后 ， 得 到 才 个 线性 方程 , 以 此 来 确定 她 个 未 知 量 
zus。 根据 克拉 黑 法 由， 这 香 广 各 的 解 给 昌 上 述 对 于 A-1 的 余 因子 公式 。 
还 可 由 考虑 2 个 变 元 ai …， zw yr … 恕 的 4 个 方程 系统 来 计算 
送 阵 4 四 
Gumt tamm ey ret bt " 


oo 二 站 Go 于 二 ons。 
这 个 方程 组 可 以 用 克拉 默 法 则 起 用 高 斯 算法 来 解 : ， 
”右边 的 系数 阵 = (po) 则 是 有 4 的 道 隆 。 这 个 方法 要 求 较 少 的 方程。 

用 和 矩阵 表示 线性 映射 ” 

和 矩阵 的 运算 显示 出 与 线性 映射 的 运算 有 值得 注意 的 相似 之 处 。 不 仅 
比较 简单 的 加 法 与 数 妆 确实 各 似 , 布 且 线 往 映射 和 矩阵 它们 自 雪 的 攻 法 ， 
乾 其 是 积 \ 逆 等 等 的 存在 条 件 也 都 确实 相似 。 这 些 相似 之 处 , 早已 为 相似 
的 术语 所 强调 了 ， 这 也 决 非 偶然 实际 上 ， 矩阵 的 重要 性 很 大 程度 十 就 在 
于 这 样 一 个 事实 ， 即 它们 可 被 用 来 在 数 值 上 措 述 线性 上 映射。 这 一 方面 包 
插 用 矩阵 描述 线性 方程 组 。 从 * 维 向 量 空间 了 到 汶 维 向 量 空间 V' 的 线 
性 映射 4， 可 以 用 mxn 甜 阵 表 示 如 下 : 如 果 mi …，zn 与 4 Yn 分 
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别 是 了 和 7! 的 其， 那 未 Kis ty Tn 的 娟 可 由 基 Yi 7 Ym 来 表达 : : 
4 一 aagt 二 "omyn : 
: : … 或 4(wy) 二 3 ut j=1,， 
de) 一 一 0ing 十 … -ar 
才 在 , 线性 吴 射 4 由 基 向 量 sw …; wn 的 得 4(x) 完 全 确定 ; 对 于 了 的 任 
意 一 个 向 量 z=qiwi+… 二 tw; 则 有 象 4x) 一 ACaiwt 二 :… .十 angn) 一 
4 (wi) 十 … 二 an4(wa)。 于 是 ,线性 上 映射 由 翅 '% 个 数 ae 完全 表征 。 
作为 表示 和 4 的 短 阵 ， 用 上 述 系数 第 阵 的 转 置 更 加 方便 。 


/at eanN 
42 区 = 。 
Crdl ，…， mn 


4 的 第 了 列 就 是 4(x/) 关 于 基 Wi …， gm 的 一 组 坐标 。 要 记 住 , 表示 4 的 
矩阵 的 选择 依赖 于 了 与 V' 中 基 的 选择 。 

如 果 了 与 V' 的 基 固 定 ， 那 末 线 性 映射 与 矩阵 之 闻 的 对 应 具有 下 边 
的 性 质 : 

如 果 4 一 4 并且 B:> 溃 , 邦 末 A4+B-—> 4+B 和 a.4 > a.4。 

在 相同 的 条 件 下 , 每 一 个 线性 映射 有 唯 二 的 %X 矩阵 与 它 相 关联 ,反之 
亦 然 。 这 些 命题 概括 成 下 面 的 定理 ， 

及 到 了 线性 映射 的 向 显 空 间 与 侈 久久 息 阵 的 向 量 空 间 同 构 。 

.对 于 于 法 出 现 类 似 的 事实 事实 。 如果: 4 是 从 VY' 到 : 严 - 的 线性 映射 ;已 是 
从 六 到 7V' 的 线性 映射， 那 未 选 定 V 和 VvV"V’ 的 基 后 就 有 给 降 与 4 和 
召 相 关联 , 可 以 证 明 ， -” 

.如 果 扫 一 和 4 新 县 BB 屠 林 4:8 .BS A-B, : 

用 矩 阵 表示 线性 肌 射 完全 类 似 于 用 关于 基 的 多 元 组 表示 向 量 。 线性 
映射 的 坐标 只 是 以 特殊 的 方式 排列 成 一 个 矩阵 。 :运算 方面 的 相似 之 处 现 
在 作为 下 再 这 个 事实 的 推论 出 现 即 和 矩阵 运算 是 相 庶 于 它们 所 表示 的 线 
性 映射 的 运算 击 定 义 的 。 ， 

-如果 从 亚 到 严 的 线性 映射 用 关于 7 和 V 的 国定 可 全 Mm XW 炬 隆 

一 (ag) 康 表示 ;: 那 末 向 量 方程 4《x) =xo 可 以 解 出 。 这 里 是 要 找到 V 
由 公映 成 到 中 纵 定 向 量 wo 的 所 有 向 量 x*。 

如果 加 …， Bn 是 中 各 的 系数 ; 那 末 找 向 量 x 的 坐 入 1 
沟 问 题 就 是 解 方程 组 的 问题 。 : J 
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03404 士 十 an 一 [ai Ain NV /ri bnN 
: :oo 
GmnilTi+ Anata bn \dnt … Onnf nf \b 


这 表明 由 线性 映射 所 给 出 的 方程 与 线性 方程 组 之 间 的 联系 。 如 果 方 
程 组 写成 答 降 形式 ， 就 变 得 很 明 了 ， 即 它 只 不 过 是 按 坐 标 表示 的 向 量 方程 
A(x) =xoo 

这 里 ， x 入 的 从 标 写成 列 算 阵 形式 > 

线性 变换 的 表示 “为 了 将 一 个 矩阵 与 9 纵向 量 空间 的 一 个 线性 变换 
关联 起 来 , 这 只 要 选 定 一 个 基 az …， ww 就行 了 。 由 等 式 


(xci) 一 adlz1 十 十 0nlwn 
或 4(w) 一 各 ono ia 


(xn) 一 Gin 十 … 十 Gon2n 、 


得 到 表示 变换 的 算 阵 ， 


Me din ;i 
44=[ ;i | 
nl Wnn ， 


线性 变 效 总 是 用 方 件 米 表示 的 。 和 
如 果 一 个 线 i 丰 组 性 变换 是 正则 的 ; 那 来 来 表示 安 了 的 ,反之 亦 这 
大 这 宙 奖 宙 巡 件 作 永 。 ; i 
如 采 A4 一 A4， 一色 那 本 4 民 -> 4 
如 果 A 一 有 4 以及 及 > DB 汪 术 4 A 了 Wh &* La 以 及 :以 及 
4.B™ BA. A'Bo. : .. 
6 中 8] 如果 和 4 是 前 面 讲 过 的 出 平 面 绕 原点 0 峻 转角 9 而 得 的 
“变换 ， 双 如 果 沁 和 ws 是 两 个 长 均 为 本 的 正 
交 向 量 基 ， 那 末 它 们 在 点 2 上 的 表示 被 瞻 成 
“它们 的 象 4(e) 寺 44(z)( 见 园 人 51) 显然 ， 
“对 于 4(zD) 与 4(z)， 下 边 的 筹 式 成 立 。 于 
0 x 是 , 算 子 和 由 矩阵 4 表示 。 算 子 4 不 过 
图 4.5-1， 平 于 统 因 定点 0 等 是 以 相反 方向 转 过 角色 即 转 过 角 一 的 旋 
过 角 9 的 旋转 转 。 ， 
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Fac ACw1) 00gg9 witsing Wy 

Alxa) = ~ singri + Cospxs 
cosgp —sin py 

sing gos g) 


ee CD)) -( cos sp) 
7 sin(~p). cos(~9) ~sing cosg 
【 例 9】 如 果 了 是 j 上 的 重 等 变换 ， 而 x， 的 任意 一 个 
基 , 那 末 i 
T(x1) —x1=1 w+ 0 wa +0 1 0 .0 | 
: (xa) =xo=0.W1 Lot tO: .| 0;: 1 四 | 
和 21= 、 加 


ECwn) wn = 0 wl 十 O0.wg 二 训 : 十 -wn 0 :0 writ) 
“对 于 任何 一 个 基 , 管 等 变换 由 单位 降 素 未。 
一 般 说 来 ”表示 一 个 线性 变换 4 的 短 阵 4 依 束 于 基 的 选择 。 .如果 
wl Wn 与 mt; *…, wn 是 的 两 个 基 ， 那 末 
关于 基 v4 而 
关于 小 x wh 4 证 将。 人 
现在 可 以 由 讽 个 基 来 定 火 一 个 新 的 线性 变换 0; C(x1) Ay 0() 
= 区 有 即 G 是 将 一 个 基 变 成 另 一 个 基 的 变换 。 如 果 变 换 @ 攻 关于 基 wi 
加 的 矩阵 C 来 小 示 , 那 朱 关 系 出 = CiL4C 成 立 。 这 就 是 关于 不 同 的 
基 表 示 同 一 个 算 子 的 矩阵 间 的 灾 扶 规则。 成 立 上 述 关 系 的 两 个 矩阵 称 做 
痪 似 的 。 这 时 自然 妥 提 出 这 样 一 个 基 的 存在 问题 ， 这 个 六 能 使 表示 给 定 
变换 的 矩阵 尽 可 能 地 简单 。 这 就 是 找 出 变换 的 标准 履 问 题 , 这 个 问题 与 
本 征 值 淹 论 锻 协 相 关 ( 现 本 征 值 守节 中 疝 主 畏 的 迹 换 )。 “~ 
1 人 竺 标 变换 湖 果 在 向 量 宅 赔 六 中 给 定 两 个 基 w ~ en PE 
gn 那 朱 向 量 = 关于 每 一 个 基 有 坐标 :… 人 
二 -ie 2 
从 一 个 坐标 系 到 另 一 个 坐标 系 的 变换 和 下 面 的 等 式 描述: 
Vion "niN 
:或 wa Th Mle 


2 一 Clin2d 十 … 才 pro 


106 第 4 章 线性 代数 
现在 ,从 标 2 ，…, zn 和 雪 ，…, yn 满足 关系 
“= 名 a j=—1, *) No 
由 阵 4= (aw) 到 它 的 递 阵 4 工 = 《qsy), 就 得 出 逆 变 换 公式 。 
”从 基 2 …, wn 变换 到 基 纺 ，…， Yj， 


基 向 量 的 变换 坐标 变换 
S CGO-4 | yD | aD 


: 和 % 
(ay) =AT1 Ts = 名 Ud (ay) =AT 


其 中 的 差异 可 表达 为 ; 坐标 变换 是 基 变换 的 北 步 变换 。 如 果 基 gp …'， 
go 关于 基 w1，…，zw 用 阵 生来 表示 ， 那 末 上 面 的 等 式 表明 ， 向 量 x 关 
所 基 Yi，… 多 的 坐标 用 进步 阵 ( 全 )” 由 向量 > 关于 其 wl ;Zn 的 坐 
标 得 出 。 

对 于 欧 几 里 得 向 量 空 间 中 的 标准 正 交 基 ， 交换 阵 是 正 交 的 ， 因此 等 于 
它 的 道 步 阵 。 在 这 种 特殊 情况 下 , 坐标 变换 与 基 变换 的 形式 相同 。 

算 阵 的 秩 ” 对 于 任何 一 个 ;x%* 矩 阵 殷 , 可 把 行 与 列 分 别 看 作 及 " 和 
BR" 的 元 素 进 而 确定 线性 无 关 列 或 线性 无 关 行 的 最 大 数目 。。 这 两 个 数字 
总 是 相等 的 大 称 为 息 阵 的 秩 如 果 矩 阵 妆 表 示 线 性 鼎 射 4, 那 末 4 的 秩 
和 了 映射 冯 的 秩 相 同 。 计算 秩 可 以 利用 下 述 事 实 : 

天 1 一人 (区 ) 坟 信 娄 各 男 台 一 村 (二 到. 三 入 (各 三世 
相交 换 ， 则 抵 愉 拭 降 的 秘 保 持 不 变 2 

“运用 这 些 规则 ， 关 风 可 合 窟 乏 灾 为 这 样 的 形式 ， 其 中 只 有 那些 行列 下 标 相 
同 的 元 素 才 不 为 零 。-4 的 秩 就 是 这 样 下 些 非 零 元 素 的 数目 。 这 个 方法 非 
常 类 似 于 解 线 性 方程 组 的 高 斯 算法 。 对 于 方 阵 , 这 只 要 变 成 三 角形 式 就 
行 了 , 其 中 主 对 角 线 以 下 (或 以 上 ) 的 所 有 元 素 为 零 。 只 要 可 能 有 那么 多 
的 对 角 线 元 素 非 零 , 那 示 这样 的 元 素数 肯 就 是 秩 。 ， . 

【 例 10】 将 矩阵 4 的 第 二 列 加 到 第 一 列 与 第 三 列 上 使 之 变 成 Azo 
从 4&3 的 第 二 列 威 志 第 一 列 ， 第 三 列 减 去 第 一 列 的 三 倍 而 得 4s。 第 一 .第 
二 列 互 换 给 出 444。 由 此 得 出 , 妈 的 秩 是 2。 
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4 -1 a ( 1 ") 4 ( 1 7) 
= ，j -> 一 、 -> As= 
( 01 2 “? \113 3 \100 


100 
| > 4.-(0 1 路。 4 
【 例 11】 在 原始 阵 4 中 三 藻 第 一 行 即 到 第 二 行 上 ,二 倍 第 一 行 加 
到 第 三 行 上 。 变 换 后 的 阵 交 换 第 二 与 第 三 列 。 得 44 的 秩 为 3。 


-ff1 10 1 10 1 0 和 
“人 -3 路 人 0 路 (! 1 01。 
-2 10 0 3 0 0 0 3: 


和 矩阵 的 特殊 类 型 ”相应 于 线性 变换 的 特殊 类 型 ,有 怎 阵 的 特殊 类 型 。 
如 果 丰 是 一 个 欧 几 里 得 向 向 量 空 间 , 变换 忒 由 关于 一 个 标准 正 交 基 的 矩阵 
所 表示 ， 那 末 伴随 变 狼 A* 由 转 置 阵 4 来 表示 。 因此 对 次 变换 4= =A" 
由 对 称 阵 4 一 427 来 表示 。 

“其 耻 特 别 重 要 的 是 王 交 了 件 , 因为 它们 将 标准 正 交 基 彼此 作 实 换 。 用 
坐标 表达 的 话 , 这 就 是 说 : 傅 助 于 正 交 阵 将 一 个 直角 和 坐标 系 的 泽 标 变换 成 
为 另 一 个 直 前 化 标 系 的 坐标 。 如 果 42= .44 那 来 这 阵 是 正 交 的 。 这 个 
等 式 也 可 以 写成 4， .49= 工 的 形式 ， 并 解释 为 ， 在 正 交 了 中 ， 不 向 行 的 内 
积 为 索 , 一 行 自身 的 内 积 为 1。 对 于 4 的 列 ， 同 样 的 命题 也 为 真 ,而且 这 
两 组 命题 之 中 的 任何 一 组 都 可 作为 正 交 阵 的 一 个 充分 条 件 。 例如 , 每 一 
个 个 2x 各 正 突 隆 者 可 写成 这 样 的 形式 


cos 9 ~sing cosp sing 

(np wo) Guy op) ， 
在 第 一 种 情形 下 , 矩阵 表 示 平面 转 过 角 ?的 一 个 旋转 ， 在 第 一 种 情形 下 
还 附加 一 个 直线 的 反射 。 第 二 类 阵 与 第 一 类 阵 的 区 别 在 于 其 行列 式 为 
-lL 而 一 个 旋转 的 行列 式 总 是 十。 一 般 说 来 , 正 交 阵 的 行列 式 总 是 二 


或 一 1。 如 果 正 交 降 具 有 行列 式 ， 十 二 那 末 有 时 也 称 它 为 自 常 的 ， 一 般 地 
它们 相当 于 欧 几 昌 得 向 量 空间 的 保持 定向 的 正 交 变 的 下 列 各 阵 属 这 条 


类 型: 
“ifeog —~sinp' 0 时 cosy 0 “一 6 
mo 2 41.0 1 
出 


人， 0 .i 2 出 03 oo8 直 


ct LT i 


i 
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1 0 0 
-Lo(B) 一 | 0 cosd 一 sn 


0 sin8 CO0S 内 


其 中 p、 消 .如 是 任意 角 。 如 果 选 定 基 向 量 e1, ea es 的 一 种 固定 次 序 ， 那 
末 4n(9) 冻 示 空 间 绕 es 轴 的 一 个 旋转 。 在 西 保留 不 变 的 情况 下 ，er\es 
平面 转 过 角 .wo。 这 一 事实 引出 了 怎 阵 的 特定 形式 。 适 当地 选择 2 内 包 
可 将 每 一 个 3XY8 正常 正 交 阵 写成 乘积 4 = AzaC8) .4is( 办 -4takp)。 

各 同 正 交 变 所 导入 ,nxp 正 交 降 的 纺 合成 一 个 税 。 开 性 正 交 阵 构 
成 这 个 群 的 一 个 子 群 。 

.6 本 征 值 

本 征 值 与 本 征 向 量 ” 数 入 叫做 线性 变换 4 的 本 征 值 (或 特征 值 )， 如 
果 存 在 向 量 " 半 o, 使 得 4(z) = 和 2, 这 个 向 量 ”就 叫做 变换 4 属于 入 的 
本 征 向 量 。 属于 和 的 所 有 本 征 向 量 以 及 零 向 量 一 起 构成 一 个 子 空间 , 叫 
做 4 的 本 征 空间 。 . . 
”如果 方程 4Cz) = 和 .x 写成 (4 一 ADz= o 的 形式 ， 那 末 可 以 说 : 

. 数 入 是 其 也 是 算 于 4 过 的 一 个 本 丁 信 , 当 且 仅 当 算 于 4A 桨 并 。、 

“用 这 种 形式 , 就 有 可 能 利用 表示 变换 4 的 阵 4 来 定义 本 征 信 : 数 
是 阵 4 的 本 征 值 ,如 果 4 一 XI 是 奇异 阵 。 . 

【 例 训 设 和 4 是 一 个 奇异 变换 ;于 是 存在 一 个 非 零 向 量 x 使得 
4(x) 一 o==0.x。 因 此 A=0 是 4 的 一 个 本 征 什 ， 而 且 核 中 的 非 寺 向 量 痢 
是 属于 0 的 本 征 向 量 。 

【 例 3】 假设 关于 基 zz …， x 表示 算 子 和 4 的 隆 4 是 对 角 阵 : 


sy -ai 和 0 … Ov 
1 NW1 . | 0. Mo 0 

.3 434=|. . . .|. 
: A ) 一 Man 0 . * 


于 是 , 基 向 量 全 是 4 的 本 征 向 量 。 这 样 的 变换 特别 容易 描述 ， 因 为 
它们 改变 基 向 量 只 是 乘 上 一 个 倍数 。 它 们 称 做 对 角 ( 或 可 对 角 化 ) 变换 。 细 
维 室 间 每 一 个 具有 个 相 异 本 征 值 的 变换 都 是 可 对 角 化 的 。 , 

术 征 值 在 物理 中 的 意义 ”本 征 什 问 题 在 许多 物理 分 支 中 是 重要 的 。 


全 NI 


"TMH 
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它们 使 得 有 可 能 找到 这 样 一 个 坐标 系 ， 在 这 个 坐标 系 中 所 讨论 的 变换 取 
最 简单 的 形式 。 例如 在 力学 中 , 刚体 的 主 矩 就 是 代 助 于 表示 其 惯性 张 量 
的 对 称 阵 本 征 信 求 得 的 。 在 连续 介质 力学 中 情况 也 类 似 , 物体 在 主 方向 
上 的 旋转 与 变形 悬 借助 于 对 称 阵 的 本 征 信 求 得 的 。 本 征 值 在 量子 力学 中 
更 为 重要 , 其 中 物理 上 “可 观察 ”的 测量 值 就 是 作为 某 合算 子 的 本 征 值 出 
现 的 。 在 线 数学 (几何 ) 中 流行 “变换 "这 个 词 , 而 在 应 用 (物理 , 工程 技术 ) 
中 则 习惯 于 “ 算 子 ”这 个 词 。 . 

本 征 值 与 本 征 向 量 的 计算 ,如 里 渤 定 了 向 量 空 间 7 一 个 本， 于 末 方 
程 (4 一 MT)(z) 一 o 可 用 的 举 标 z1 "zn 的 方程 组 来 类 示 ; i 


a11— A Lit a 二 0 
G21 24 十 《q23 一 人) vat tan IneO 
i : . : 1 
Qnt 01 十 Gong ” 功 寺 十 (am 一 人)2n 一 0。 


素数 阵 是 表示 赣 换 4 氏 的 降 4 一 和 L 因为 只 有 非 零 疗 踢 才能 是 本 
征 向 景 ; 所 以 问题 是 要 找 这 个 放 次 方程 组 的 非 零 解 解 存 在 的 光 分 必要 
条 件 是 系数 阵 的 行列 式 为 零 :tet(4 一 j =0。 尖 且 仅 当 4 一 奇异 ， 即 
和 是 4 的 泉 征 值 时 这 个 行列 式 为 零 行列 式 可 以 看 成 和 的 % 次 多 项 
直 ， 

detCA—AD 一 a 十 0 十 十 arro 
这 叫做 阵 4 的 特征 多 项 式 。 和 如 果 4 是 表示 4 的 务 一 个 隆 有 未 总 有 
个 阵 使 41 一 C-14C; 因而 其 关联 的 多 项 式 相同 : 

det CA AD et (CLAG= A 

。 几 让 为 了 裕 册 不 征 褒 芝 x， 必须 首先 裤 得 直 的 符 征 乡 痪 式 的 根 。 然 
后 ， 作为 上 耐 给 定 的 齐 次 方程 组 的 非 平凡 入， 找到 = 的 从 标 各 mo 


fno 
[网 引 对 于 ”=2 芒 及 4-( 人 本 生 人 是 本， 


3 3 
det(A—AD=| BA = 1=0 


的 根 。 于 是 , 它们 是 + 与 一 -1 所 + 的 本 征 向 最 其 坐标 2 
四 是 如 下 方程 组 的 解 : ， 
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1zi 二 3za=0 襄 里 z 是 一 个 任意 的 
lm 30 DT D, 非 零 数 .一 般 说 来 本 
| 征 向 量 只 是 确定 到 相 
董 一 个 倍数 的 程度 . 
向 主轴 的 变换 


对 于 对 称 变换 , 理论 导致 特 别 简单 的 结果 。 对 称 变换 的 所 有 本 征 瘟 
都 是 实数 ， 而 且 存在 本 征 向 量 组 成 的 标准 正 交 基 。 如 果 和 4 用 阵 4 米吉 
示 , 这 就 意味 着 存在 一 个 正 交 阵 C, 使 4'=C-1AC 是 对 狗 阵 ， 在 主 对 角 
线 上 为 本 征 值 。4' 称 做 4 的 标准 形 ， 而 由 忆 表示 的 基 变 换 就 叫做 向 主 
四 的 变 找 。' 阵 G 是 本 征 向 量 组 成 的 标准 正 交 基 关 于 4 用 降 4 表示 的 那 
个 基 的 坐标 阵 。 


[ 例 人 4 对 于 4~ 4~ ( 1 ee 本 征 信 是 十 3 和 :4。 属于 上 


的 本 征 向 量 是 (xb za) 一 了 (GE 了, 属于 十 4 的 本 征 向 量 是 (zt za) 一 72 
《一 1 切 。 可 以 选取 数 导 与 鸭 使 向 量 的 长 魔 为 1 本 征 向 量 (T/W3， 
JJV3) 与 (~ /MYM ，1/V3) 构 成 一 个 标准 正 交 < 基 ,而 C 是 阵 。 
1/V -1VE、 /V3 lV 
-Gy 1V3) CC -CE va) 
2 0 
cx4c-(0 4 
借助 于 向 主轴 的 变换 ， 可 将 有 心 二 次 曲线 或 二 次 曲面 的 方程 大 大 简 
化 , 这 就 是 将 笛 皮 尔 坐标 系 变 成 由 曲线 或 曲面 的 对 称 轴 组 成 的 坐标 系 。 这 
些 对 称 轴 便 是 图 形 的 主轴 , 它 也 说 明了 向 主轴 变换 的 这 个 名 称 。 
【 例 加 设 ox?+2bry +oy* 一 d 是 一 个 圆锥 曲线 方程 , 等 号 左边 的 从 
标 排列 成 对 称 阵 4。 在 得 出 新 的 次 有 坐标 (z"， y) 的 坐标 变换 下 , 就 由 一 
个 正 交 阵 C=《ew), 合 隆 4 变 成 4 -Cr4C~ CT4C。 于 是 ,由 选择 适 
当 好 胜 C，4' 可 为 对 角 性 。 
nm bb 
4-(7 ,| 


OU 二 coa /ono At 0 
。 1 2 ， c= 三 4'=0-140=( 罗 ji) 
4 =C12 十 Ca Cal C22 0: 
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这 意味 着 , 在 新 坐标 系 中 该 曲线 由 方 稳 和 x? 十 2oy? 一 4 来 描述 。 
， 例如 , 设 32 一 2my+3y=3 是 一 个 曲线 方程 。 相应 的 对 称 了 4 的 变 
换 阵 C 已 在 例 4 中 得 到 ; 
-人 /VD _/JV 至 
4=( i a) 加 人 V3) 


.1 1 1 
?Ft yy [X= 
VFY 广 VaY 
， ”1 1 sy 1.,l° 
syE IT | 本 va 


后 面 丙 个 方程 的 系数 是 C-1C? 的 元 素 ， 如 
果 用 方程 来 代替 x 和 9 的 表达 式 ， 那 末 在 新 
的 做 标 系 中 结果 生成 的 曲线 方程 是 2x2 十 
dy ?=2。 


阵 C 描述 平面 绕 原点 转 过 角 趣 的 旋转 


它 使 老 的 坐标 轴 变 成 一 个 新 的 坐标 加 ( 见 图 
4.6-1)。 


4.7 多 重 线 性 代数 图 4.6-1 82220y+3 


多 重 线性 代数 的 主要 对 象 是 多 重 线性 形 2 + 和 “3 向 主 负 的 变换 
式 的 研究 ， 它 是 线性 形式 的 一 般 化 。 向 量 空间 入 上 的 一 个 多 重 线性 形式 
是 一 个 函数 , 它 将 任何 了 个 向 量 与 一 个 数 关 联 起 来 , 而 它 关于 每 一 个 变 元 
是 线性 的 。 这 意味 着 ， 如 果 奖 定 任意 7 一 工 个 向 量 ， 那 未 对 剩 下 的 那个 向 
量 定义 的 映射 是 线性 的 。 

双 线 性 形式 ”如 果 *=2 形式 就 叫做 双 线 性 的 。 向 量 内 积 就 是 双 线 
性 形式 的 一 个 例子 。 如 果 选 定 了 空间 了 的 一 个 基 ， 那 未 可 以 用 坐标 来 表 
示 双 线性 形式 ; 例如 在 3 维 空间 的 情形 下 , 双 线 性 形式 的 一 般 表 达 式 是 

B(x, =aur0 + WY + 42172y1+ G2272Y 20 

如 果 置 x=y, 就 得 到 一 个 二 次 型 liz3 十 alazlza 十 qalzazt 十 aa 。 在 
二 次 型 理论 中 最 重要 的 问题 是 用 尽 可 能 简单 的 方式 表示 所 给 定 的 形式 ， 
例如 表示 成 没有 混合 项 的 形式 。 利 用 向 主轴 变换 总 可 以 做 到 这 一 点 。 

张 量 ” 双 线 性 形式 的 系数 在 双 线 性 形式 变换 下 ， 呈 现 一 种 正则 的 性 
态 , 它 是 张 量 坐标 的 特征 。 推 广 线性 代数 中 向 量 空间 的 概念 , 定义 张 蚤 空 
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间 , 它 的 元 素 就 称 做 张 量 。 

应 用 ， 张 量 代 数 , 研 究 张 量 空间 ， 在 微分 几何 中 有 重要 应 用 。 葛 面 的 
或 空间 的 曲率 是 用 张 量 , 即 所 谓 曲 率 张 重 来 描述 的 。 在 相对 论 中, 粒子 的 
能 量 与 冲 量 不 可 分 离 性 就 是 用 存在 一 个 张 量 来 讨论 的 ， 这 个 张 晤 的 分 量 
是 能 量 与 冲 量 的 分 量 , 它 就 是 所 谓 能 量 一 一 冲 量 张 量 。 张 量 在 物理 的 其 他 
领域 例如 在 晶体 光 学 和 弹性 理论 中 也 同样 有 用 。 这 笠 弹性 媒介 的 形变 
或 应 力 就 用 形变 张 量 或 应 力 张 量 来 描述 。 

家 线性 形式 与 二 次 型 理论 用 在 解析 几何 中 ， 就 产生 了 二 次 央 线 与 二 
次 曲面 的 标准 分 类 。 它 也 用 在 物理 中 ， 特 别 是 用 来 描述 在 微小 振动 条 件 
下 的 构 理 系统 本 
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5 .9 级 数 … 136 努 利 与 小 必 这 法 出 :… 147- 
5.3 函数 的 极限 一 “连续 性 ， ?4 局 的 nn 150 
酒 数 的 板 限 eee 14 . 
5.1 序列 


从 每 一 个 非 空 的 实数 集 8 可 以 迄 出 种 种 序列 为 此 相继 从 中 选择 
第 一 个 数 m 第 二 个 数 qz, 第 三 个 数 .a 等 等 ， 进而 将 1 看 作 所 选 序列 的 第 
一 项 qs 为 第 二 项 , aa 为 第 三 项 等 等 。 例如 ， 车 从 正 整数 集 依照 它 它们 的 自 
然 顺 序 挑选 那些 能 被 3 整除 的 数 ， 则 得 到 偶数 序列 ， 它 的 前 五 项 是 3 4 
6, 8, 下 4, 2, 92 8 3, 40 中 那样 ,在 序列 形成 过 
程 中 ，& 的 一 个 元 素 可 能 不 止 一 次 被 选取 。 加 条 局 是 这 到 本 “个 车 人 贴 
得 到 一 个 常数 序列 OO 00 Gy os 
i 一 个 有 限 序 玖 由 有 限 多 辟 如 说 . N 机 所 组 成 了 : Ox 则 是 它 的 尾 项 。 上 
面 所 定义 的 序列 2, 4, 2 6， 2, 8, 2, 10 是 一 个 具有 八 项 的 有 限 序列 ; 
qs 一 10. 是 它 的 尾 项 6s 男 一 方面 偶数 序列 没有 届 项 , 因为 每 一 项 继 之 有 
另外 一 项 。 这 样 的 序列 j 就 称 做 无 限 的 。， ， 

当 对 于 海 一 个 自然 数 且 21， 严格 地 对 应 着 一 个 实数 时 ， 这 就 给 完 
了 一 个 无 限 序列 ; an 称 为 该 序列 的 第 和 项。 如 果 这 个 对 应 仅 对 于 j 与 N 
之 间 的 各 个 自然 数 (1<n<N) 存在 ， 站 实效 昌 弄 二 可 及 下 序列 。 人 

| 例如 : . 


项 数 “ 和 插 2 4 4 5 i 


序列 的 项 d。，. .2 .4 6 8 1 


偶数 序列 的 例子 表明 , 可 把 每 一 个 序列 看 作 有 序数 对 Ch a) 的 集合 ， 

第 一 分 量 4 是 自然 数 , 它 的 第 二 分 量 , 即 项 as 是 一 个 实数 。 因为 应 是 

单 值 的 , 所 以 也 可 把 序列 定义 为 函数 。 | 
,序列 是 一 外出 数 , 它 的 定义 垃 是 自然 数 集 , 它 的 售 城 直 实 数组 碟 。 
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当然 ,序列 的 图 解 表示 ， 例 如 在 馆 卡 尔 坐 标 系 中 用 坐标 为 (mw，an) 花 
序列 离散 点 来 表示 , 或 者 列表 来 表示 , 象 列举 序列 的 开始 几 项 那样 ， 对 于 
完全 描述 一 个 无 限 序列 是 不 适宜 的 。 例如 , 项 41=2, da=3，qs=5 可 六 
用 许多 种 甚至 用 无 限 多 种 方式 续 成 一 个 序列 。 这 种 延续 的 例子 如 素数 序 
列 作为 210 的 所 有 因子 的 有 限 序列 , 或 者 序列 2,3,5, 8 13, 21 … 当 1 
>2 时 其 第 项 是 前 两 项 的 和 。” 

为 了 完全 描述 一 个 无 限 序列 ， 就 试 着 用 一 个 定 规律 洲 玫 示 项 部 
与 序 区 的 对 项 wm 之 问 的 叭 一 对 应 。 在 大 多 数 情 况 下 有 可 能 用 一 一 个 解 
析 式 内 = (0)，2%= 卫 2，3，，… 来 陈述 定义 规律 可 以 把 序列 az，ay 
aa … 记 成 {qn} 一 {fCm)}。 

可 以 用 解析 式 作 为 定义 规律 的 序列 例子 。 

1. 偶数 序列 2,4, “6,…; 定义 规律 为 2, 二 2n。 

2、 完 全 平方 序列 1 4 9 {a} 一 fm。 

3, 序列 {an} = fo/ r+ 办} 的 第 七 项 是 在 解析 式 中 代入 4 7 得 出 
a =7/(7+1) =7/8。 

4. 序列 {oo} 一 2 下 1<n<10, 是 一 个 有 限 序列 j 它 的 尾 项 是 mo = 
210—1034。 

5. 定义 规律 由 =(_ Dratn 导致 序列 卫 2 3 和 5 6 
这 个 序列 是 交 链 的, 即 邻接 的 两 项 反 生 。 这 个 例子 癌 样 表明 ,一 个 无 限 序 
烈 不 一 定 有 最 大 或 最 小 项 。 

有 时 序列 的 定义 闹 律 可 以 用 进 汶 关 素 给 出 。 按 此 关系 个 项 a 公 
当前 面 那些 i<% 的 项 a 已 知 时 才能 算出 。 例如, 秋波 那 妖 教 列 0, 1, 了 
志和 5 8，18，21，… 是 由 a1 二 0 qs=1 以 及 当 n>3 时 由 递归 关系 
gn 二 drt 十 0s 所 定义 的 。 

然而 这样 二 此 序列 ， 对 于 疙 们 有 不 能 给 出 个 解析 去 又 不能 人 出 
一 个 递归 规律 。 例 如 索 数 序列 或 序列 3, 1, 4, 1, 5 9 2 6, 5,…, 它 的 
第 "项 是 = 十 进展 开 的 第 位 数字 。 从 一 个 序列 的 项 可 以 得 到 另外 的 序 
如 例如 可 所 4/3 173 '， 1/n,…, 得 出 序列 81=1, S82=1+41/9,8 
1+1/2+1/3, B13 …， 它 的 第 项 是 给 
定 序列 前 项 的 和 。 在 这 种 情况 下 ,序列 1,3，…i 8 … 是 由 一 个 间 
接 法 则 给 定 的 。 

重点 在 于 无 限 序列 。 其 中 特别 重要 的 是 时 相 邻 疝 项 之 同 的 关系 得 出 
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的 一 些 性 质 。 

单调 序列 ”它们 是 这 样 的 一 些 序列 , 随 着 项 狗 增 加 , 其 项 不 断 地 增 大 
《或 者 不 断 地 减 小 )( 见 工 . 第 5 章 )。 

如 果 一 个 序列 fan} 中 的 每 一 项 部 大 于 它 的 前 者, 即 对 于 所 用， aotl 
a 则 称 它 为 单调 增加 纪 的 。 如 果 对 - 如 果 对 于 所 有 tos 1, Cn+1 < ns 则 称 它 上 四 它 为 单调 碱 
少 的 。 

“有 时 在 这 个 定义 中 也 允许 出 现 等 号 ， 并 且 如 果 mm+i>>mm 就 称 这 个 序 
列 为 单调 增加 的 ， 而 如 果 msd<on 则 称 为 单调 减少 的 。 为 了 区 分 ， 将 具 
有 anyi> anlant1<an) 性 质 的 序列 ， 称 做 严格 单调 增加 的 (严格 单调 减少 
的 )。 

例如 分 数 序列 二 I/2, 1/3,…, 1/n, … 是 (严格 ) 单 调 减少 的 ， 而 序 
列 -12 -9 一 6， 一 3，0,…,， [一 12+3(n 一 二 ]，… 是 (严格 ) 单 调 增 
加 的 。 大 多 数 序列 既 不 单调 增加 又 不 单调 减少 , 例如 序列 卫 1/2, 2, 1/3, 
3, 1/4, 4, ，.. 

有 界 序列 定义 规律 为 wm= 人 一 2)/(2n) 的 序列 -1/2, 0, 1/6， 
2/8, … 具有 这 样 的 性 质 ， 其 中 没有 一 个 大 于 1 的 项 ， 也 没有 小 于 一 1/2 
的 项 ， 因 而 对 于 所 有 mw， 不 等 式 -1/2<a。<1 成 立 ， 这 样 的 序列 称 做 有 
界 的 。 

序列 {an} 称 为 有 界 的 ， 如 时 存在 两 个 数 廊 和 区 ,使 得 对 于 序列 的 每 
一 个 天 or 不等式 <<Qn 开 成立。 

对 于 这 个 序列 ， 称 做 下 界 ， 互 称 做 上 界 。 如 果 对 于 序列 的 每 一 项 
am 有 天 <on< 瑟 , 那 未 |as| < 下 一 max(lzl，| 忆 上 )。 反 之 ,如 果 对 于 项 的 
绝对 值 jos , 存在 一 个 界限 好 , 有 as| <2M, 那 末 一 用 <an< 四 , 即 这 个 
序列 有 界 。 因 此 定义 也 可 如 下 陈述 : 

序列 {an} 是 有 界 的 ,如 果 看 在 一 个 不 被 序列 任何 一 个 元 素 的 绝对 什 
所 超过 的 正 数 好 对 于 所 有 ma jao|< 了 。 

数 厂 五, ML 不 是 唯一 确定 的 。 显 然 , 如果 是 序列 的 一 个 下 界 , 那 来 
每 一 个 较 小 的 数 如 < 也 是 该 序列 的 下 界 , 而 如 果 玉 是 一 个 上 界 , 则 每 一 
个 较 大 的 数 瓦 '> 互 也 是 上 界 。 有 限 序 列 总 是 有 界 的 ; 可 以 选取 序列 的 最 
小 项 作为 一 个 下 界 为 最 大 项 作为 一 个 上 界 素 。 无 限 序列 则 可 能 是 无 界 
的 ,例如 平方 序列 1，4, 9 …， m2，…。 最 小 上 界 称 做 上 确 界 G;' 每 一 个 
较 小 的 数 G-e(e 是 任何 一 个 小 的 正 数 ) 至 少 被 序列 {aw} 的 某 一 项 a 
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超过 ， 即 an>>G 一 8。 类 似 地 ， 最 大 下 和 界 称 做 下 确 界 9; 每 一 个 较 大 的 数 
9g 十 ele 是 任意 正 数 ) 至 少 超过 序列 的 某 一 项 wb 即 w<9 十 E。 可 以 证 明 ， 
每 一 个 有 界 序 列 具 有 唯一 确定 的 上 确 界 和 唯一 确定 的 下 确 界 。 

如 果 用 “集合 "代替 “序列 ”, 用 “元 素 ” 代 替 “ 项 ”, 上 述 讨 论 一 般 也 可 用 
于 数 集 。 

算术 序列 ”在 算术 序列 中 , 相 邻 两 项 之 闻 的 兰 @ 是非 零 的 常数 : an 一 
0-i 一 如 例如 , 偶数 序列 2 4 6, 8, … 有 公差 4 一 2 如果 选择 4= 一 3 和 
首 项 a1=25， 则 得 到 序列 35，22，19，16, 13, …。 如 果 4 是正 的 ， 则 算 
术 序 列 单调 增加 ; 如 果 4 是 负 的 , 则 它 单调 减少 。 每 一 个 无 限 的 算术 序列 
是 无 界 的 。 


at aa 一 dd 十 力 03 一 41 十 20， an 一 0 十 (2 一 了 0 


这 名 称 起 源 于 这 样 的 事实 ， 即 每 一 项 as《% 之 2) 是 它 的 两 个 相 邻 项 的 
算术 平均 : 显然 , ax_1 一 x 一 8 和 axy1 二 Qaw 耳 4 的 算术 平均 是 (ax-1 十 a441) /3 
= (24x)/2=a;o 

【 例 切 首 项 w=33 和 公差 4=8 的 算术 序列 ， 其 第 100 项 ajo 一 a 
十 人 一 1Dd=33 二 99.8=825。 

【 例 2 如 果 at= 基 是 算术 序列 的 第 10 项 , 它 的 公差 是 2, 那 末 首 
项 是 41=ar 一 (wy 一 1)4=15 一 9.2 二 一 3。 

线性 插值 过 程 是 在 公差 为 & 的 算术 序列 的 两 项 x 和 as 之 间 再 揪 
入 m 项 , 使 它们 又 构成 一 个 算术 序列 。 设 中 是 所 求 序列 的 公差 ; 那 末 
| asd 一 十 (十 了 Di 一 ax 得 d'=d/ (m1)。 

【 例 】 要 在 算术 序列 |3|， 苞 |， 夯 |， 和 旺 ，59，… 的 每 对 项 之 间 播 入 
6 项 。 因 为 4=14, 所 以 新 序列 的 公差 4 由 = 二 14/7=2 给 定 , 从 而 这 给 
出 序列 [村 5, 7, 9, 11, 13, 15, |17|, 19, 21, 23, 25, 27, 29，BB 了 J,…。 
” ”从 给 定 的 序列 , 形成 差分 序列 , 是 取 其 相 邻 项 之 间 的 差 。 于 是 , 算术 
序列 也 可 描述 成 这 样 : 它 的 一 阶 差分 序列 是 常数 列 。 在 应 用 数学 以 及 误 
差 和 逼近 计算 中 ,还 用 到 高 阶 算术 序列 ,例如 » 阶 算术 序列 。 就 4 阶 算术 
序列 来 说 , 1 阶 差分 序列 小 是 第 一 个 常数 序列 。 

[ 例 】 序列 二 8 27, 64, 125, 216, … 是 3 阶 算术 序列 ， 因 为 它 的 
三 阶 差分 序列 由 是 常数 。 
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A 7 19 37 61 91 
4 12 18 24 30 
py 6 6 6 


几何 序列 ”在 几何 序列 中 , 引 邻 两 项 的 比 g9 二 1 是 常数 : a 一 0-19。 例 
如 序列 9, 3, I 1/3, 1/9, … 首 项 w=9 和 公 比 g9=1/3。 对 于 ai= 一 1/ 
2, g=—2, 得 到 序列 —1/2, 1, 一 2， 4, *"?) 而 对 于 al 一 一 24， 4 一 1/2， 则 
序列 为 -34，- 了 -6,， -3 ，…。 如 果 g 是 正 的 ,所 有 的 项 和 ai 同 号 ; 
如 果 4 是 负 的 , 则 序列 是 交错 的 。 如 果 1g1 sd 那 末 几何 序列 是 有 界 的 ， 
否则 无 界 。 对 于 a1>0, g>1, 它们 单调 增加 ， 对 于 m<0, 0<g<1 也 一 
样 。 对 于 a1>0, 0<g <1, 它们 单调 减少 , 对 于 a1<0, 9g> 工 同样 如 此 。 


ad as 一 019，aa 一 0192 *, on — 019"™1, » 


这 种 序列 的 名 称 起 源 于 这 样 的 事实 ， 即 每 一 个 项 wr(8z>>2) 在 数值 上 
等 于 它 的 两 个 相 邻 项 的 几何 平均 ; 对 于 ar_i=awWg 和 ant1 二 ax9 有 几何 平 
均 V (ax/q) (org) =V a = |ar|。 

【 例 切 首 项 a1=2 和 公 比 gq=14/2 的 几何 序列 , 第 10 项 4 一 a14?= 
2.(1/2)'~1/256。 

【 例 3] 如 果 几 何 序 列 的 首 项 是 41=2/3 而 它 的 第 10 项 是 awo= 
019? 一 13122, 那 未 公 比 是 一 gn]ar 一 3.13133]3 =3。 

【 例 3】 如 果 将 一 张 厚度 四 =0. 工 毫米 的 足够 大 的 纸 折 秋 40 次, 则 
得 到 厚度 4= ada=0.1 毫米 x2to=109951162777.6 毫米 之 109951 公里 
的 一 释 纸 。 | | 

【 例 4 当 一 束 光线 穿 过 一 块 玻璃 板 时 ， 由 于 在 界面 上 的 反射 和 材 
料 的 不 均匀 性 , 损失 其 强度 荆 的 1/12, 在 罕 过 第 一 块 板 后 , 它 有 强度 wd = 
LL-1/12L=11/12L; 在 穿 过 第 二 块 后 ， 它 有 强度 a2=11/12L-1/12 
(11/12) 工 = (11/12)3L; 而 在 穿 过 第 % 块 之 后 , 它 有 强度 ow 二 (11/12)"L。 


如 果 根据 测量 证 实 ， 强 度 ws 只 是 原始 值 的 一 半 ， 由 mm 一 (11M13) 号 一 去 


厂 可 算出 玻璃 板 的 块 数 w。 算得 4= 区 2/Qg 了 3 一世 革 7 六 8。 于 是 ,这 东 
光线 穿 透 了 八 块 玻璃 板 。 
在 几何 序列 的 任意 两 项 w 和 ws4=dg 之 间 持 入 % 个 数 ,使 所 成 的 
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序列 也 是 几何 序列 。 如 果 g 是 所 要 确定 的 这 个 序列 的 公 比 ， 那 末 
CrHL 一 ar(g mt 一 apzgo 由 此 可 得 9 = ”Ag 。 

【 例 轴 在 序列 园 ，[ 妈 ，| 卫 到 ， 171034，… 的 每 对 项 之 间 插 入 4 
项 。 对 于 所 给 的 序列 g= 1/32 从 而 要 播 入 的 序列 的 公 比 是 9 人 了 7 如 
=I/3。 于 是 得 到 序列 B23],，16, 8, 4 3, [I] 1/3, 1/4,，1/8，1/16, 
区 下 …。 

【 例 2】 用 等 调 律 校 音 时 ， 并 个 中 同 凌 调 等 距离 排列 在 高 低 八 度 音 
的 音调 之 间 。 例 如 , 在 0 大 音阶 中 的 音调 是 0*, D, D*, 有 B, 也 ,Fr#，G， 
G*, 4, 4*#, 如 。 这 些 音调 的 频率 在 高 低 八 度 音 其 频率 比 为 9 一 3 的 音调 之 
间 构 成 一 个 几何 序列 。 所 要 求 的 音调 频率 比 g 是 gq 二 3 一 1.059463， 
由 此 给 出 频率 比 序列 : C=1, 0O# 一 本 .05946， D=1.12244, D# =]1.1892], 
BEBE=1.25992, F=1.33792, F*~—-1.41421, G=1.49831, G*#*=1.58740, 
4=1.68179, A#*=1.78180, B=1.88775, 0’'=2。 

模 数 的 基本 序列 


hn5 Rl0 


R20 R40 R80 


gq (Io~1.6 区 机 =1.35 10 ~1.1sYy 10 ~1.06| 10 ~1.08 


在 规格 化 中 , 要 找 出 以 最 少 步 数 满足 实际 要 求 的 量 级 。 采 用 所 谓 十 进 几何 
序列 。 这 是 些 以 步 或 公 比 g= 尽 I0 的 几何 序列 , 在 工程 技术 中 称 为 模 数 
的 基本 序列 。 

相应 地 把 每 一 个 十 进 制 区 域 分 成 ” 步 。 从 基本 的 序列 , 可 以 只 是 每 
阿 二 步 , 每 而 三 步 , 或 每 隔 w 步 采用 该 序列 而 选 出 另 一 个 序列 。 


序列 R10 | 1 
选 出 的 序 


列 R10/2 


工艺 产品 、 机 器 和 机 器 零件 , 工具 等 等 , 都 是 依照 这 些 基本 序列 制造 
的 锻压 机 的 压力 、 起 重 机 和 绞盘 的 升力 与 高 度 、 转 数 、 切 测速 度 以 及 汽 轮 
机 的 功率 同样 地 分 级 。 国 际 上 约定 的 纸张 开本 也 是 按 几何 序列 分 级 的 。 硬 
币 与 纸币 常常 以 4 10 3.3 的 几何 序列 为 基础 ， 给 出 各 个 近似 序列 
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1, 2, 5, 10, 20, 50, ***o 英国 的 十 进 币制 与 美国 的 币制 都 依照 这 个 烙 
式 。 | 

序列 的 收敛 与 发 散 ” 定 义 规律 为 oo 一 (n+ 起 /C2n) 的 序列 二 3/ 
4/6，5/8，… 的 各 项 ,与 于 的 差 , 随 着 项 数 变 大 而 越 来 越 小 。 序列 的 项 
与 吝 之 间 的 差 | 一 1/2| 可 以 任意 地 小 ; 亦 即 可 以 选 定 指标 的 一 个 适当 
信使 得 从 这 个 六 值 起 ， 所 有 的 关 小 于 一 个 任意 给 定 的 小 正 数 
e. 例 如 , 如 果 要 求 与 可 的 差 至 多 是 e= 0.001, 那 末 由 =-10o-+D/ 
C2n) -1/3|= 1231) 一 1/2| =1/(2n) <0.001， 由 此 得 出 当 n> 
500 的 全 部 项 we 都 具有 所 要 求 的 性 质 。 至 多 有 500 个 项 与 二 有 一 个 较 大 
的 差 。 如 果 所 要 求 的 精确 度 增加 到 s 一 0.000001， 那 末 只 有 500000 项 与 
享有 较 大 的 偏差 ， 从 而 对 于 > 500000 的 所 有 项 am 有 
0.000001。 一 般 说 来 ,对 于 所 有 mn> J/(2e), 有 | -于 | <a。 于 是 , 无 论 
选取 怎样 小 的 6， 总 能 选 定 一 个 指标 , 使 得 从 这 个 项 起 , 序列 的 所 有 项 与 
吝 的 差 小 于 8。 于 是 这 个 序列 fa} 叫做 收 象 于 枝 限 二 。 

序列 {oo} 称 为 收 部 于 极限 .如果 对 于 每 一 个 任意 小 的 正 数 6 相应 
有 一 个 数 N(s)， 使 得 当 w>N(8) 时 序列 的 所 有 项 o% 满足 不 等 式 ow 一 
o| <=é€, 

一 般 地 ,超出 它 之 后 成 立 a, -a <s 的 数 依 琢 于 s; 选 定 的 。 越 
小 , 六 就 越 大 。 由 于 这 个 原因 , 就 更 加 明确 地 记 为 Ke)。 当 然 ,就 收敛 于 
极限 a 的 序列 {4w} 来 说 ,对 每 一 个 s> 0 相应 有 一 个 数 Was(e)， 超出 它 之 
后 成 立 |an~4] <s/2; 相 应 有 一 个 数 Ws(s), 超出 它 之 后 成 立 la -al < 
se/ 三 相应 有 一 个 N'(s), 超出 它 之 后 成 立 | 一 a| <en; 等 等 。 这 有 许多 
用 侨 。 如 果 序 列 {on} 收敛 于 极限 mw 写成 当 mr> ee 时 ,aw>@ 或 lim a ~ 
a( 读 作 当 nn 起 向 无 限时 ,Qn 收 敏 于 ao 或 当 邑 趋向 无 限时 ,ao 的 极限 为 4)。 
这 在 几何 上 意味 着 , 序列 只 有 有 限 多 项 落 在 极限 4 的 。 邻 域 4 一 eat。 
之 外 ,而 其 他 的 所 有 项 全 部落 在 这 个 。 邻 域 之 内 。 于 是 可 以 说 ,无 论 5 怎 
样 小 ,序列 几乎 所 有 的 项 落 在 a 的 s 邻 域内 。 

【 例 力 定义 规律 为 cs=3/10+3/102 十 … 十 3/10* 的 序列 0.3,0.33， 


a 
” 3 


和 nl 一 可 


|< 
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0.333, … 收 敛 于 子 。 与 这 个 极限 的 变 差 值 为 
ban —1/3| =|3(10"1+.….+101+1)/10"—1/3| 

=|[9C(10"~D/(0- 1) —10"]/(3.10") | 
=1/(3.10") <s。 

对 于 任意 给 定 的 正 数 6， 这 个 不 等 式 当 所 有 的 n> N(e) 一 lg [i/ C38)] 时 

满足 。 例 如 对 于 =10-?, (8) =12 一 lg3; 于 是 , 在 这 种 情况 下 只 有 12 

项 与 1/3 的 差 大 于 8 二 10-?。 一 般 地 说 来 , 各 位 数字 为 4 的 无 限 十 进 小 

数 0.slzass… 可 以 看 作 m 一 2V10 十 sa/103 十 … 十 ta/10" 的 收敛 序列 {xs}。 

这 个 序列 的 极限 就 是 放 十 进 小 数 表示 的 那个 实数 。 

【 例 2】 平方 倒数 序列 1 1/4, 1/9, 116，… . 的 极限 为 学， 因为 对 
于 任 音 的 8>0, 当 n>N(8) =1/Ve 时 ，|a, 一 0| =j1/n?--0| =1/n?< 
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极限 为 零 的 序列 称 做 零 序 列 。 由 每 个 零 序列 {bw} 可 以 构造 一 个 极限 
为 已 的 序列 fn 十 0}。 反 之 , 如果 序列 {4n} 收敛 于 极限 % 那 末 {2 一 中 
是 一 个 零 序 列 。 

算术 序列 与 刀 何 序列 的 收敛 性 态 ”序列 不 收敛 就 称 做 发 放 的 。 例 如 
每 一 个 算术 序列 是 发 散 的 。 因为 相 邻 两 项 之 间 的 差 总 是 所 以 不 可 能 
使 得 它 的 几乎 所 有 项 落 在 固定 值 的 邻 域内 。 当 4 为 正 数 时 ,序列 的 项 0 最 
终 全 都 大 于 每 一 个 任意 大 的 数 。 因 此 用 符号 记 作 Hm on= co， 并 称 这 样 
的 序列 限定 发 散 。 当 @ 为 负数 时 ， 项 是 最 终 小 于 每 一 个 绝对 值 任意 大 的 
负数 。 这 个 序列 也 是 限定 发 散 的 ; 记 作 lim a。= ~ o%。 


定义 规律 为 0 二 Q19" 1 的 无 限 几 何 序列 ， 如 果 公 比 结对 值 1g| 小 于 
1， 那 末 它 站 作 于 夫 。 如 果 |9| 大 于 了 那 未 序列 {an} 发 逆 ， 特 特别 地 ， 当 
>| 时限 定 发 散 。 

子 序列 ”如果 ji， Ps, Ps, …， 2 是 任何 一 个 严格 单调 增加 的 自 
然 数 的 无 限 序列 , 那 末 {pn} 就 称 做 自然 数列 的 一 个 子 序 列 ; 例如 序列 二 
3, 7, 9，18，14, 27,…。 如 果 选 定 这 样 一 个 指标 序列 ip， 就 从 任何 
序列 {as} 中 确定 了 它 的 一 个 子 序列 {Qap,}。 例 如 41/8, 1/64，-… 是 序 
列 了 二 1/2, 1/4, 1/8，14/16，… 的 一 个 子 序列 。 如 果 对 于 所 有 %>> NN(e) 
的 项 an 都 落 在 极限 4 的 6 邻 域内 , 即 4。 一 61 <s, 那 未 按 ps> (8), 子 
序列 的 项 ar, 也 落 在 这 个 邻 域 内 。 因 此 下 述 定理 成 立 。 
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政 率 序列 {Qa}->a 的 每 一 个 子 序列 {azo} 收 化 于 同一 极限 ao 

收效 序列 的 几 个 定理 * 序 列 {Qs} 的 收 全 性 取决 于 存在 下 标 六 (8), 使 
超过 这 个 下 标 Y(e) 之 后 成 立 | 一 oj <8; 和 (8) 的 大 小 倒是 完全 无 关 紧 
要 的 。 由 于 这 个 缘故 ， 可 以 去 掉 或 如 上 有 限 多 项 而 不 改变 序列 的 收敛 性 
或 者 它 的 极限 , 因为 这 至 多 影响 We) 的 大 小 。 仅仅 依赖 于 “超过 N (8)” 
的 所 有 项 性 态 的 这 个 性 质 , 称 为 序列 的 无 限 远 性 质 。 序 列 的 收敛 性 是 一 个 
无 限 远 性 质 。 

收 笋 序列 是 有 界 的 。 

如 果 序 列 {4an} 有 极限 gw， 那 末 它 的 几乎 所 有 项 处 在 从 w- 8 到 w+e 
的 区 闻 内 ; 落 在 这 个 区 间 外 的 项 的 集合 是 有 限 的 , 因此 也 是 有 界 的 。 

如 果 收 敛 序列 {an} 有 上 界 下 , 那 末 它 的 极限 也 不 大 于 五。 否则 , 必 
有 序列 的 无 限 多 项 整个 儿 落 在 位 于 玉 右 边 的 4 的 一 个 邻 域 内 , 这 与 玉 为 
上 界 的 性 质 相 矛盾 , 类 似 地 , 序列 的 极限 & 不 能 小 于 它 的 任何 一 个 下 界 。 

收 伍 序 列 恰 有 一 个 极限 。 

如 果 {gw} 有 两 个 不 同 的 极限 4 与 a， 那 末 & 可 以 选 定 得 如 此 之 小 ， 
使 4 与 a 的 & 邻 域 没 有 公共 点 。 从 某 个 位 置 (8) 起 , 序列 的 无 限 多 项 
落 在 a 的 & 邻 域外 ， 并且 也 有 无 限 多 项 落 在 a' 的 。 邻 域 外 ， 这 与 a 和 a 
为 极限 的 性 质 相 矛盾。 

如 果 序 列 fa,} 与 {bs} 有 极限 a 和 b, 那 末 序 列 {a 十 bs， fa 一 5， 
{anbo} 分 别 收 伍 于 极限 “十 记 a 一 b,，ab, 并 且 如 果 加 和 刁 不 为 零 , 那 末 
{an/ba} 收 施 于 极限 9/5。 

例如 要 证 明 对 于 一 个 任意 指定 的 8, ， 有 | (z。 十 如) 一 Ca+D) | <s。 由 
序列 {an} 的 收敛 性 , 可 以 确定 一 个 指标 Wu 使 当 %> 和 V1 时 有 |as 一 4| < 
8/2; 类 似 地 ， 对 于 序列 全。}, 可 定 指标 Na, 使 当 %>> 和 V3 时 有 158,28| < 
e/23。 对 于 所 有 的 %> max(Ni N，)， 由 三 角形 不 等 式 可 得 | (xs 上 加) 一 
(e+ 十 切 |= | 一 加 一 切 j 和 | 一 gj 十 [2 一 ?| <s， 这 就 是 所 要 证 
明 的 。 

为 了 证 明 可 使 |as/5, 一 4/b1 小 于 任何 一 个 给 定 的 正 数 8， 首 先 注 意 
到 |as/bn—a/2|=|[bCan—a) —alds 0b) /Cb) | < [Col lan—al + 
aj:154 一 61JAC151:15s1)。 可 以 定 出 9， 使 得 对 于 所 有 的 mw>Ns 有 
[5.1 之 9>0; 这 总 是 可 能 的 , 因为 5 去 0。 最 后 , 可 定 出 Ni, 使 得 对 于 所 有 
的 %> Ni 有 |m 一 gj< gs/2; 可 以 定 出 Ya， 使 得 对 于 所 有 的 2> Ns 有 
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[5 -5b! <gj81s/(21al)。 于 是 得 到 , 当 n> max(CNi Na 和 N3) 时 , 1anf0n 一 
a/b| <eo 

下 面 的 命题 是 上 面 定理 重要 的 特殊 情况 。 

1T， 如果 o 01 与 co 是 常数 ,而 {an}>a， 也 wj-> 了 ， 那 术 {can}>ca 以 
及 {Cin 十 C2bn} ->C1G 十 cab o 

2 因为 两 个 收 仇 序列 的 相应 项 来 积 的 序列 收效 于 它们 极限 的 来 积 ， 
由 此 得 出 , 只 要 {fan} >a 就 对 每 一 个 正 整 数 铝 有 {qi>qat。 如 果 an 半 0 县 
4Q 关 0, 则 对 每 一 个 负 整 数 肥 结论 同 祥 成 立 。 还 可 推论 ; 如果 do 二 0 且 4 二 
0, 则 对 兽 一 个 实数 a， 有 {da}>a?。 

3. 如 果 {an} 和 {6w} 是 堆 序 列 ， 那 末 {Qn 十 bn}，{an 一 bn} 与 {0oba} 
也 是 堆 序 列 。 

一 般 地 , 由 零 序 列 fo 和 {5s} 构成 的 序列 {anf/ba} 不 一 定 是 一 个 零 
序列 。 例 如 {on} 一 生 /2} 与 {0} 一 {1/49} 是 零 序 列 , 但 {an/2w} 一 {2 
是 限定 发 散 的 。 

如 果 序 列 {os} 与 {9%} 收敛 于 同一 极限 a, 并 且 对 于 序列 {an} 的 几 
乎 所 有 项 成 立 关系 ao<an<aw 那 末 fan} 也 收 施 于 极限 co 

相应 于 对 任意 的 8B> 0, 存在 入 (8), 使 超出 它 之 后 序列 {o 分 的 所 有 项 
和 序列 {on} 的 所 有 项 全 都 落 在 4 的 8 邻 域 内 。 因 为 ii 和 < 和 所 以 序 
列 {on} 的 几乎 所 有 项 也 落 在 这 个 邻 域内 , 于 是 lim mm 一 ao 


一 些 重 要 的 收敛 序列 的 极限 。 


对 于 任意 的 g> 0 lim (log mm) /n=0, 
limVg =~1 其 中 5>0, 5 二 1 


1. 对 于 任意 正 值 0， 人 fj = {Vg 一 二 是 零 序 列 。 对 于 9 =1, 每 一 
项 值 为 零 。 对 于 g>1，Ygq >4 所 以 数 z% 是 正 的 。 因 此 9g 一 地 十 mm)n> 
1+nzn>Nzn>>0, 或 0<7s<g/n。 但 {9/n} 是 一 个 零 序列 ,从 而 {fz} 也 
是 一 个 零 序列 。 对 于 g<1， 有 1/4>I， 因 此 {X179) -人 刁 的 极限 为 
零 。 如 果 这 个 零 序 列 与 序列 {Vg} 逐 项 相 乘 ， 因 为 尽 9 <1， 所 以 
{% 9} 有 界 。 于 是 乘积 序列 位 ~ 人 YF}， 从 而 序列 {SY 了 一直 是 零 序列 。 

2. 如 同上 面 证 明 的 , 当 包 趋向 无 限时 ,序列 {91"} 的 项 以 1 为 极限 
这 里 g 是 任意 一 个 正 数 。 因 此 可 以 找到 一 个 数 W, 使 得 对 于 所 有 和 > 区， 
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值 9#t” 两 者 都 落 在 1-e 与 3+s 之 间 。 对 于 零 序 列 {an}， 总 可 以 找到 
一 个 指标 Nz 使 得 对 于 所 有 2> Nb mm 落 在 一 1/m 与 十 1/m 之 间 , 这 样 
对 于 2%>XNi 罕 9"" 落 在 1 一 与 T+s 之 间 。 因 此 9" 一 工 落 在 -8 与 十 8 
之 间 , 亦 即 如 果 {an} 是 一 个 零 序 列 , 那 末 {4” 一 十 是 一 个 零 序 列 。 由 此 
得 出 , 如 果 {on} 一 则 {g”} 收敛 于 极限 gr。 内 为 9" 一 gq 一 (4q*“ 一 
了 ,这 里 fa 一 中 是 一 个 零 序 列 , 因此 {4”“ 一 二 也 是 一 个 零 序 列 。 


若 {an}>0 且 4 是 正 的 , 则 {9”"}>1。 若 4 是 正 的 且 fo 一 ww 


则 {9g} 一 g*。 阁 {o 一 0 an>D 4 之 0, & 为 实数 , 则 {(0n) "}—> a 


下 面 在 4. 中 将 证 明 , 车 {oy} 一 a， 则 对 于 对 数 系 的 任意 基 b>i， 有 
{log sa 一 log bao 如 果 a 是 任意 一 个 实 的 常数 , 那 末 {a logsqoj 一 clogsc; 
再 如 刚才 证 明 的 那样 有 {00} bro8w, 因而 {498} > a 

3. 序列 Vn 收 敏 于 二 亦 即 {xs} 一 {MV 一 二 是 一 个 零 序列 。 对 于 
1 之 2, 它 的 项 w， 是 正 的 。 从 (十 各) 一 为 由 二 项 定理 得 到 nr 一 1)22/3 
<n， 或 |zn| <V 2/(n 一 了 。 如 果 相 应 于 指定 的 数 se> 0, 选取 数 N (8) 一 
2/s?+1, 那 末 对 于 所 有 的 %> 人 Ce) 有 |z| <s。 

4， 对 于 对 数 的 任意 一 个 基 8>1l，{(logm)/n} 是 一 个 零 序 列 ; 换 言 
之 , 对 于 任意 的 6, 必定 存在 数 六 (e), 使 得 对 于 所 在 的 %>>N (le) 有 (log 
n)/n<s。 而 

(logn) /n=<eologn<necn be /nn <bro 
因为 大 于 1, Yn 收 化 于 1， 并 且 上 述 论证 是 可 逆 的 ， 所 以 就 得 出 结 
困 。 此 外 ， 因 为 iog lo 一 一 logs 所 以 对 于 0<:6b<1 序列 {(logn)/n} 
也 收敛 于 零 。 

序列 的 收敛 准则 ”事实 上 ， 按 收敛 性 定义 可 以 检验 一 个 数 4 是 不 是 
序列 {aw} 的 极限 。 另 一 方面 , 如 果 不 知道 这 样 的 数 a， 那 未 用 收 化 准则 
(或 收 化 性 检验 法 )， 可 以 从 一 般 容易 验证 的 一 些 性 质 来 确定 一 个 序列 的 
收 化 或 发 散 。 然 而 , 没有 一 个 确定 极限 的 一 般 方法 ; 只 能 用 对 于 特定 的 序 
列 专门 构造 的 各 种 各 样 方法 来 求 极限 。 

收 残 性 的 第 一 种 检验 法 。 单 调 增加 的 无 界 序列 , 其 项 取 任 意 大 的 值 ; 
这 个 序列 是 限定 发 散 的 。 然而 如 果 单 调 序列 是 有 界 的 话 , 则 可 证 明 有 极 
限 。 

政 敛 性 的 第 一 种 检验 法 : 单调 有 界 序列 总 是 收效 的 。 


AY 
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数 。 为 极限 。 以 an 二 (1 十 1/m)" 的 序列 {an} 单调 增加 ,因为 当 n>3 
时 
@n 14= [i+1/(n— Dt=[n/ (mm—1)]+ 

=[n/ mn— DH-1/n) <Ln/ -D1/n)" 

=[(+ /n= (+1/n)"=ano 
应 用 伯 努 利 (Bernoulli) 不 等 式 1+ng< (1+Q)"”, 它 对 于 4> 一 1, ax 了 
n 之 2 成 立 , 现在 取 4 二 一 1/m? 就 造成 上 述 不 等 式 。 序 列 {(I+JAo) 分 是 
有 界 的 。 因 为 所 有 的 项 是 正 的 , 零 便 是 一 个 下 界 。 二 项 定理 给 出 


a tm lt ja ) At- (7 ) /rr。 
对 于 这 个 和 式 中 的 每 一 项 ,可 得 估计 为 
(® w= /4D 1/0) 2/ GD/ 


<1/(2.3.…P) <1/2:-1, 


因此 
gan= (+1/m*<14+1+1/2+1/2+." 


+1/2"1<141/(1—1/2) =3。 
于 是 这 个 序列 也 是 有 上 界 的 。 因 而 它 收敛 ,并且 遵 照 欧 拉 的 记 法 , 将 它 的 
极限 记 为 e。 数 。 夹 在 所 考虑 的 序列 的 项 与 单调 减少 序列 {[1+1/ (一 
D4 的 项 之 闻 ， 后 面 这 个 序列 也 收敛 于 e。 然而 ,se 通常 是 用 级 数 计算 
的 : 
e=1+1/1! +1/21+1/3!1+.。 


lim (1+1/n)"=e | e=2.718238182845904523536… 


收 仇 性 的 第 二 种 (或 柯 西 ) 检 验 法 。 收敛 性 的 第 一 种 检验 法 只 适用 于 
单调 序列 , 柯 西 检验 法 则 对 任意 序列 成 立 。 如 果 从 某 个 位 置 六 (8) 起 ,所 
有 可 能 作出 的 项 对 之 差 小 于 给 定 的 正 数 8， 那 末 该 序列 的 几乎 所 有 项 落 
在 一 个 8 邻 域内 。 至 多 i<N(8) 的 有 限 项 os 可 能 落 在 它 的 外 部 。 在 下 面 
的 表达 式 中 ,“ 当 且 仅 当 ” 表 明 这 个 检验 法 既是 必要 又 是 充分 的 。 

收 部 性 的 第 二 种 检验 法 ; 序列 {an} 是 收敛 的 , 当 且 仅 当 根 应 于 任意 

一 个 正 数 5、 总 可 正 数 8， 总 可 选 出 数 NG) 使 对 大 于 天 (8) 的 所 有 指标 与 1 n 与 m, 有 


[ee — es 
AN 
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[ 例 1] 通 项 为 01+( 一 Dy (23m) 的 序列 1/2, 5/4, 5/6, 9/8， 
9/10, 13/12, 13/14, … 是 有 界 的 , 但 并 不 单调 。 第 一 种 收敛 检验 法 不 适 
用 。 柯 西 检验 法 证 实 这 个 序列 的 收敛 性 , 因为 , 对 于 所 有 的 %> le， 

[oman| =11+ (~—D"(2n+2) -1—(—1)"/(2n)| 

一 |C( 一 蕊 +t1.202 一 (一 和 "(22 十 2 人]/[22(22 十 2]| 
<|[22 十 22 十 3]/[22(22 十 2)]] 
=|[4n+2]/[L4n2+ dn | <4nt/[4dn + dn] =1/n< eo 
从 定义 规律 显然 可 见 , an+1 之 后 的 所 有 元 素 都 落 在 wm 与 an+1 之 间 ; 于 是 
对 任意 的 % %>>1/8, 有 |an 一 am| <<|anyi 一 an| <es。 

【 例 3] 通 项 为 an 一 441/2+14/8 填 … 十 4/n 的 序列 二 +1/2, 1 二 
1/2+1/3, 1+1/2+1/3+1/4，… 不 满足 柯 西 收敛 检验 法 ， 因 为 如 果 选 
定 一 个 e<JV2 则 无 论 信 (s) 多 么 大 ， 总 存在 两 个 数 %，m> 太 (s), 使 得 
jw 一 an| >s。 假 设 m> 六 而 2=2m> ,于 是 得 到 

[ao 一 ao] =1/ nt DD) +1 Gn+2) 4+/ m+3) t+1/(2m) 
>1/m +1/ m+.…+1/ 2m) 
=m:1/(2m) =1/2> 6, 
这 里 每 一 个 分 数 1/Cm 十 站 GG=1，2,，…，) 都 被 较 小 的 或 至 多 一 样 大 的 
分 数 1/(2m) 代 替 。 

序列 的 聚 点 ”序列 14+1/2， 2+1/2, 3+1/2, 1+1/3, 2+1/3,，3+ 
1/3,…, 二 /os 2+1/m，3 十 1/n,… 具有 这 样 的 性 质 ， 这 个 序列 有 无 
限 多 项 落 在 数 1,2 和 3 的 每 一 个 邻 域 只。 序列 的 项 凝聚 在 点 1, 2 和 3 的 
邻 域内 , 因而 这 些 点 称 为 该 序列 的 聚 点 。 

数 4 称 为 序列 {a 的 一 个 聚 点 、 如 果 对 于 任意 的 正 数 &， 不 等 式 
| 四 一 4 <8 对 于 无 限 多 的 不 同 项 a 满足 。 

由 此 得 出 ,序列 的 极限 总 是 它 的 一 个 聚 点 。 另 一 方面 , 察 点 不 一 定 是 
极限 , 因为 对 于 一 个 聚 点 4, 不 等 式 |a, 一 4|<8 只 是 对 于 无 限 多 个 % 满 
足 ; 而 对 于 极限 4, 不 等 式 必 须 对 于 从 一 个 特定 位 置 入 (8) 起 的 所 有 %* 满 
是 。 因 此 ,收敛 序列 只 能 有 一 个 误 点 ， 因 为 只 有 有 限 多 项 落 在 极限 工 的 
每 一 个 6 邻 域外 部 , 特别 地 ,不 可 能 使 无 限 多 项 落 在 L' 关 5 的 每 一 个 8 令 
域内 。 下 面 的 定理 表明 , 这 个 命题 的 道 命题 同样 为 真 。 

恰 有 一 个 有 限 聚 点 的 有 界 序列 是 收效 的 。 而 如 果 序 列 没有 有 限 聚 点 
或 者 有 多 于 一 个 聚 点 , 那 末 它 是 发 散 的 。 
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波 尔 查 诺 - 韦 尔 斯 特 拉 斯 (Bolzano-Weierstrass) 定 ; 定理 : 每 一 个 有 
界 的 无 限 序列 至 少 有 一 个 到 一 个 聚 点 。 

如 果 k 是 序列 的 一 个 下 界 而 玉 是 一 个 上 界 , 那 末 它 的 所 有 项 全 落 在 
区 间 Jo=[h 及 ] 内 。 把 这 个 区 间 一 分 为 二 并 用 va 表示 序列 有 无 根 多 项 
落 在 其 中 的 那 半 个 区 间 ( 若 两 半 都 包含 无 限 多 项 , 则 取 左 半 个 区 间 )。 对 
区 间 忆 应 用 同样 的 程序 , 将 它 二 等 分 并 选取 半 个 区 间 从 而 给 出 J 等 等 。 
这 样 构造 的 区 间 委 恰好 包含 一 个 实数 4， 它 是 该 序列 的 一 个 聚 点 。 因为 
亦 集 的 区 间 长 度 收敛 于 零 , 所 以 相应 于 4 的 每 一 个 。 邻 域 ， 在 讲 集 中 有 
这 样 一 个 区 间 , 它 完全 蓝 在 这 个 邻 域内 , 而 根据 构造 法 它 又 包含 这 个 序列 
的 无 限 多 项 。 

聚 点 的 概念 可 以 延 拓 到 任 志 的 数 集 ; 波 尔 查 诺 - 书 尔 斯 竺 拉 斯 定理 保 
证 有 界 的 无 限 数 集 至 少 存在 一 个 聚 点 。 它 自身 不 一 定 是 这 集合 的 一 个 元 
素 ; 例如 , 在 上 面 讨论 过 的 例子 中 , 聚 点 1，2, 3 并 不 属于 这 个 集合 。 


5.2 级 数 


级 数 对 于 数学 的 内 部 结构 和 对 于 实际 应 用 都 很 重要 。 许 多 数值 方法 
是 以 级 数理 论 为 基础 的 : 例如 , 构造 对 数 表 和 三 角 函 数 表 以 及 计算 重要 的 
常数 如 与 ,最 好 借助 于 级 数 来 完成 ( 见 工 . 第 8 章 )。 
”级 数 的 概念 ” 古 希 腊 的 诡辩 学 者 芝 诺 (Zenom, 公元 前 五 世纪 ) 提 出 这 
样 一 个 问题 ， 阿 基 利 斯 跑 得 比 鸟 旬 快 十 二 倍 ， 如 果 阿 基 利 斯 让 乌龟 领先 
工 希 里 ( 古 希 腊 的 一 种 长 魔 单位 ， 约 606.75 英尺 )， 那 末 阿 基 利 斯 能 否 追 
上 乌龟 ? 当 乌 危 朴 行 了 1/11 希 里 距离 的 时 候 , 阿 基 利 斯 以 乌龟 速度 的 十 
二 倍 息 了 12.1/11~1+1/ 二 希 里 , 亦 即 乌龟 领先 以 及 爬 过 的 路 程 ; 于 是 ， 
阿 基 利 斯 追 上 了 乌龟。 不 过 , 芝 诺 争辩 说 , 当 阿 基 利 斯 哆 完 1 希 里 时 , 乌龟 
肘 行 了 1/13 希 里 ， 当 阿 基 利 斯 再 跑 过 这 十 二 分 之 一 时 ， 乌 鱼 仍然 领先 
1/12? 希 里 ; 当 阿 基 利 斯 文 跑 完 这 段 距 离 时 ; 乌 鱼 还 是 在 他 前 面 1/13 希 里 ， 
等 等 。 因此 阿 基 利 斯 到 追赶 乌 旬 所 走 过 的 距离 可 表达 成 形式 T+I1/12+ 
JI12? 十 1/128 十 … 这 里 点 点 点 表示 每 一 项 = /12*- 跟着 有 另 一 项 
Qer1=1/12%, 表达 式 不 得 中 断 。 这样 一 个 表达 式 就 称 做 无 限 级 数 。 芝 诺 
以 为 通过 这 个 例子 他 已 在 形式 思维 中 找到 了 一 个 矛盾 ， 因 为 在 他 看 来 无 
限 级 教 的 值 无 疑 要 大 于 任何 一 个 量 , 以 致 阿 基 利 斯 永远 不 能 赶 上 乌 角 。 然 
斋 , 由 他 正确 无 误 地 提出 的 这 个 级 数 是 一 个 几何 级 数 , 而 根据 几何 级 数 的 
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规则 , 其 和 为 12/11。 

所 谓 无 限 级 数 ( 或 阐 称 级 数 ) 是 指 形 如 向 十 ag 十 a9 十 … 的 一 个 表达 式 ， 
缩写 成 加 aw 其 中 wm 是 无 限 数列 {om} 的 项 。 
全 用 着 障 字 母 ,例如 bs+ 
如 +…+b 一 襄 8t 读 作对 i 等 于 1 到 入 2 的 和 )。 条 件 为 和 等 于 1 到 
的 符号 号 其 加 法 意 际 着 , 和 式 的 各 项 是 由 求 和 指标 i 相继 取 从 1 到 % 的 
所 有 自然 数 所 给 定 的 。 例 如 ,局 1/2 一 /+ I/2 二 Ma+HA2+I/52 这 
个 符号 也 用 来 将 无 限 级 数 记 成 缩写 形式 。 例如 ,由 芝 诺 得 出 的 级 数 记 为 
1+1/12+1/12? +… 一 六 1/12。 符 号 “意味 着 级 数 没有 中 断 。 当 级 数 写 
成 各 项 和 的 时 候 , 求 和 指标 就 不 再 出 现 ,因此 记 为 8 还 是 任何 别 的 字母 才 
无 关 紧 要 。 级 数 的 首 项 给 以 下 标 为 0 常常 方便 , 于 是 级 数 具 有 形式 避 ww。 

收 赂 与 发 散 , 级 数 的 和 ”已 经 讲 过 可 以 将 值 12111 与 级 数 总 1/12 
关联 起 来 。 为 了 能 判定 一 个 值 可 否 与 级 数 记 a 关联 起 来 ,通常 由 级 数 


的 项 a 构成 它 的 部 分 和 序列 {5S,}。 当 且 仅 当 其 部 分 和 序列 收敛 , 警 如 说 
收敛 于 极限 5, 这 个 值 即 8 才 归 于 该 级 数 。 这 时 就 说 ; 该 级 数 收 黎 并 有 和 
8。 


部 分 和 - 序 

pa 81=01 : = Sa 
三 
， . 2 

02 32 一 01 十 03 =Pla, 
. t™ 
. s 

0Q3 3S3 一 01 十 0 十 G3 = Da | 


Un 3 一 0 十 02 十 43 十 … 十 nr -2 
芭 


当 且 仅 当 其 部 分 和 序列 收效 称 无 限 级 数 富 ai 是 收效 的 。 部 分 和 序 
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列 的 极限 S 就 称 做 这 个 级 数 的 和 
S=a1t+Qs+ Qa. 或 3 -Da 


另 一 方面 如 果 给 定 级 教 的 部 分 和 序列 发 最， 就 称 这 就 称 这 个 级 数 是 发 灿 的 ; 它 
没有 和 。 
“” 选用 级 数 的 和 这 个 名 词 仅仅 是 由 于 它 在 形式 上 与 有 限 项 和 的 相似 
性 , 它 只 不 过 是 部 分 和 序列 的 权限 这 个 概念 的 同义词 。 在 世 诺 级 数 中 , 它 
的 部 分 和 序列 通 项 ss 有 值 5 二 (12/11DD (一 14/12") ( 见 有 限 几 何 级 数 的 
和 ), 从 而 收敛 于 极限 
$=—lim Sn = lim (12/11) (1~1/12") =12/11, 


【 例 】 如 果 单 位 面积 的 正方 形 ， 如 图 5. 1 中 那样 反复 地 等 分 , 那 
末 造 成 的 矩形 面积 可 以 看 作 无 限 级 数 1/2+ 
J17/4+1/8+… 二 1/A2n 十 … 的 项 。 

几何 上 想象 这 个 级 数 有 和 1。 因为 这 个 给 定 
级 数 的 部 分 和 序列 是 1/2, 3/4, 7/8, "0 《2 一 
/2",，…, 它 确实 收敛 于 极限 

s=lim sn 一 lim (2° —1)/2" 

5.2-1 级 数 1/2 十 1 
J1/4 二 JS8T… 的 收 化 性 

其 至 在 18 世纪 , 这 些 概念 还 没有 和 弄 清 楚 。 例如 ,无 限 级 数 1 一 1 十 1 一 
1+1… 或 写成 一 了 十 CL 一 DD 十 (1 一 了 D+ 或 写成 1 1- 了 D 一 (1- 
1)—»: ， 半 有 相 ] 的 和 0 或 1。 但 是 它 的 部 分 和 序列 s1=1, 一 0 so= 
1 54 一 0,… 发 散 , 因 而 这 个 级 数 没有 和 。 


算术 级 数 在 算术 级 数 p32 中 ， os 是 算术 序列 {an} 的 项 。 显然 每 
一 个 无 限 的 算术 级 数 是 发 散 的 。 只 有 它 的 第 % 个 部 分 和 s% 一 六 ae( 称 为 


有 限 算 术 级 数 ), 才 是 有 意义 的 。 当 高 斯 九 岁 的 时 候 , 他 的 教师 给 全 班 出 了 
一 道 题 ;将 1 到 100 的 所 有 整数 一 起 相 加 的 题 。 然 而 , 教师 还 没 来 得 及 坐 
下 ; 幼小 的 高 斯 已 把 他 的 石板 放 在 讲台 上 。 当 教师 发 现 这 交 来 的 第 一 块 石 
板 上 只 有 一 个 数 即 正确 答案 5050 的 时 候 就 越发 吃惊 了 。 高 斯 在 他 的 头脑 
里 借助 于 下 面 所 示 的 格式 算得 了 这 个 答案 。 

教师 意识 到 , 高 斯 在 他 教 的 算术 课 中 学 不 到 更 多 的 东西 了 ， 于 是 为 高 


lim (1—1/2%) =1, 
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斯 从 汉堡 弄 来 了 一 本 专门 算术 书 : % 雷 默 算术 ?。 高 斯 的 观念 可 以 应 用 于 
每 一 个 有 限 算 术 级 数 。 
sn 一 af 十 (al 十 四 十 (ao 二 38 二 十 (al 十 [一生 0) 
sn 一 On 十 (on 一切 十 (au 一 20 鸭 十 十 (as 一 [52 一 抚 0 
2s) 一 ?al 十 an) 或 sn 一 00(ad 十 an)73 
i 二 2 十 3 十 … 十 50 十 一 
1004994984...451< | 
50 x 101 =—5050 


有 限 算 首 项 wo 尾 项 tn =01+ (%—1)da, 公差 a, 
术 级 数 | 和 65 一 n Catan)/2 一 nat+dn (n 一 1)/2 | 


从 这 个 求 和 公式 可 以 看 到 ， 在 数 a1,， an, 4 % 与 ss 中 必须 给 出 三 个 
数 ; 其 余 的 数 则 可 从 线性 方程 或 二 次 方程 算出 。 
【合力 ”如果 已 知 有 限 的 算术 级 数 wd 一 3 aon 一 43 以 及 4 二 5, 那 末 项 
数 与 和 s% 可 以 算出 来 。 
dr 一 ad 二 (Wm—1)ad- 43=38+ (% ~1).5->n%=0; 
5 一 (al 十 on)/23 一 39 一 9(3 十 43) /3 一 207。 
【 例 3】 由 4=12, s=180 与 = 一 60. 可 以 求 得 首 项 ax 与 项 数 和 
ai 一 on —(n~1)d; 2 一 (2/3) (di+ an) 
—5n = (nf2) [2a, 一 (2 一 四 四] 
—>180=(n/2) [120— (n—1).121 
~>?2 一 112 二 30 一 0。 
这 个 二 次 方程 有 解 m1 一 6, %4 一 5。 从 m1 二 6 得 a1~0, 而 由 ”=5 得 
oi 二 12, 有限 级 数 ]2+24 二 36 十 48 填 60 与 0 二 12 十 34 十 36 十 48 二 60 两 者 
都 对 应 于 给 定 的 值 。 
几何 级 数 在 几何 级 教 > 中 ， 0 ,是 一 个 几何 序列 {0} 的 项 。 
sn = 019+01g2+*… -十 cg 
gsn—019 十 4197 十 4193 十 … 十 419” 二 009 
nq” 或 5%=4(l~9")/(1 -4g) 


部 分 和 序列 的 第 为 项 8, 常常 也 记 作 有 限 几 何 级 数 名 0 的 和 , 它 用 下 边 
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的 格式 得 到 : 


有 限 几 | 首 项 m, 尾 项 ws=aag" 1 公 比 9 
何 级 数 | 和 ss=a1-g)/(1-0)=a(q"-D/(g-D, 9+1, | 


从 这 个 求 和 公式 可 以 看 到 ， 在 数 a1, an q, 1 与 5 中 必须 给 出 三 个 
数 , 而 其 余 的 数 则 可 出 算 。 然 而 , 在 此 过 程 中 可 能 出 现 指数 方程 或 次 方 
程 。 
[ 例 起 如 果 在 几何 级 数 中 ,给 出 首 项 a1=% 公 比 gr 以 及 和 
,一 976562, 那 末 项 数 可 以 计算 : 
n=a1(g"~D/(q—1)>976562=2(5"—1)/(5—1)—»5"=1953125, 


这 个 指数 方程 有 解 % 一 9。 该 级 数 有 九 项 。 

【 例 3] 据 阿拉 伯 历史 学 家 贾 奎 出 (Jiqubi) 说 ， 国际 象棋 的 发 明 者 
曾 要 求 波斯 国王 按 如 下 计算 的 麦 粒 数 作为 奖赏 , 在 棋盘 64 个 方 格 中 , 第 
一 格 上 放 主 粒 ,第 二 客 上 放 2 粒 , 第 三 格 放生 粒 , 等 等 ; 在 每 个 方 格 上 放 的 
考 粒 是 前 一 格 上 麦 粒 数 的 两 售 。 根 据 公式 , 麦 粒 的 总 数 

sn™=01(g"—1)/(9—1), 
于 是 得 sos ~—1(28—1)/(2—1) —26 12~1.84x 101, 

假定 地 球 的 表面 (大 约 为 13x 101 英亩 ) 成 为 每 英亩 产 .6 吨 的 巨大 
麦田 ， 再 假定 每 吨 3 千 万 粒 ， 那 末 四 次 的 收获 仍 不 足以 达到 所 要 求 的 数 
量 。 

无 限 几何 级 数 对 于 g 尖 1， 和 s=u(1 一 /CI-9) 是 部 分 和 序列 
的 第 % 项 。 数 a1 与 9 是 常数 ,因而 这 个 序列 的 收敛 性 仅仅 取决 于 (I 一 q") 
的 大 小 。 对 于 9g>1 以 及 g< 一 1, 序列 {9"} 是 发 散 的 ， 所 以 这 个 几何 级 
数 也 没有 和 。 对 于 |q|<1，{"} 是 一 个 零 序 列 , 所 以 刀 ~-q 中 } 有 极限 1。 
在 这 种 情况 下 , 这 个 几何 级 数 收敛 并 有 和 s 一 ay (1 一 qg)。 


| 无 要 m 何 级 数 | say(1-0， 41<1, | 


【[ 例 1 每 一 个 循环 十 进 小 数 显 然 可 以 表示 为 一 个 收敛 的 几何 级 
数 。 求 和 公式 能 将 十 进 小 数 转换 成 为 普通 分 数 。 例如, 十 进 小 数 0.3525… 
对 应 于 首 项 为 a1 一 25/100 与 公 比 为 9=1/100 的 级 数 25/100+25/10000 
+'…; 它 有 和 5S=25/99。 
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【 例 3] 过 点 0 画 6 条 直线 ,每 相 邻 的 一 对 直线 夹 一 角 a 一 30° 全 wj6。 

从 其 中 一 条 直线 上 与 点 0 相距 为 a 的 点 Pi 向 相 邻 的 直线 画 垂 线 ， 从 
它 的 垂 足 Ps 对 下 一 条 直线 画 垂 线 ， 
等 等 ( 见 图 5.2-2)。 相继 的 垂 线形 
成 绕 点 O 并 朝 CO 螺旋 收缩 的 多 角 
形 弧 |PiPa|+|PsPs|+ …。 垂 线 
PPsz| 有 长 度 其 中 

n=asin(w/6), 

ls =asin(w/6)¢eos(r /6), 

ls =asin(w/6) [eos Cm/6) 2, … 
级 数 下 十 5 二 十 … 是 以 一 
asin(m/6) 以 及 gq 二 cos (mr/6) 的 一 5.2-2 几何 级 数 的 和 
个 几何 级 数 ; 因为 cos《w/6) <1l， 所 以 它 收敛 且 有 和 

s~asin(w/6)/[1—eos(x/6)] 


=(a/2)/ (到 VE)=a@+ VB) 


正 项 级 数 的 收敛 检验 法 ”一 个 给 定 的 级 数 是 否 收敛 ? 若 收 敛 ， 它 的 
和 是 多 少 ? 这 两 个 问题 象 对 于 序列 一 样 , 在 这 里 起 着 特别 重要 的 作用 。 能 
用 来 判定 一 个 级 数 收 敛 性 态 的 那些 定理 ， 称 做 收效 性 准则 ， 或 收效 检验 
法 。 要 区 分 必要 条 件 、 充 分 条 件 以 及 肠 必 村 又 充分 的 那些 条 件 。 一 个 必 
要 条 件 导致 几 种 可 能 性 。 不 满足 必要 条 件 的 级 数 一 定 发 散 。 另 一 方面 ， 
如 果 这 个 条 件 满足 , 那 末 级 数 可 能 收敛 但 不 一 定 收敛 。 如 果 级 数 满足 一 
个 充分 条 件 , 它 一 定 收 和合; 但 车 不 满足 这 个 条 件 , 它 也 许 仍 然 收 效 。 只 有 当 
满足 一 个 充分 条 件 或 者 不 满足 一 个 必要 条 件 时 , 才 可 引出 确定 的 结论 。 因 
而 最 有 用 的 准则 是 那些 充分 必要 条 件 , 因为 它们 能 立即 分 清 收 敛 与 发 散 。 

一 个 级 数 ， 如 果 它 的 部 分 和 序列 收敛, 换 名 话说, 如 果 从 某 个 指标 
起 ， 所 有 它 的 部 分 和 全 落 在 极限 8 的 s 邻 域内 , 那 末 这 个 级 数 收 敛 。 但 部 
分 和 sr4 是 由 sn 加 上 wsi 而 产生 的 。 办 此 部 分 和 序列 {ss} 收敛 的 一 个 
必要 条 件 是 级 数 项 的 序列 {on} 是 一 个 零 序 列 。 


就 级 数 马 a 收敛 而 言 ， 它 的 项 构成 一 个 志 序 列 , 或 lim a 一 o 这 个 
条 件 是 必要 的 , 但 一 般 说 来 并 不 是 充分 的 。 
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收 伍 性 的 第 一 种 主要 检验 法 : 正 项 级 数 六 ax 收 伍 的 充分 必要 条 件 是 


它 的 部 分 和 序列 有 界 。 

因为 级 数 只 有 正 项 ,所 以 部 分 和 序列 单调 增加 。 如 果 它 还 是 有 界 的 ， 
那 末 根据 序列 的 第 一 种 收 俩 检验 法 ， 它 必定 收敛 。 因为 这 个 准则 并 不 要 
求 严格 单调 的 性 态 , 所 以 这 个 命题 对 于 非 负 项 的 级 数 也 成 立 。 


【 例 1] 调和 级 数 加 1/i=1+1/2+1/3+1/4 十 … 的 项 构成 一 个 专 


序列 ;但 是 级 数 本 身 发 散 ， 因 为 它 的 部 分 和 序列 {ss} 无 界 。 当 n>2" 并 
且 m>20 时 , s 就 大 于 任 给 的 数 0: 

ss> (1+1/2) + (1/3+1/D + CH/5+.+1/8) + .+ (+1/2") 

>1/242.0/0 +4. /8) + +42" 11/2m) =m/2; sn>06 

[ 例 2] 级 数 习 1/ Ln—l)n=1/(:2D IC23) 二 13 和 十 …… 

的 第 4 个 部 分 和 为 
sn=1/(1:2) +1/(2:3)+…+1/[n(n+1)] 
=(1—1/2)+(1/2—1/8) + (1/83-1/D + 
+[i/n—i/+ Dj=1-1/(n+1), 

因为 代 /(%n-+ 了 D} 是 一 个 零 序 列 , 所 以 序列 {Sw} = 二 {1 一 1/《n 十 »} 有 界 。 
给 定 的 级 数 收 剑 且 有 和 1。 

比较 检验 法 。 一 个 级 数 , 其 项 不 小 于 给 定 正 项 级 数 的 相应 项 时 , 就 说 
它 控 制 或 优 执 于 给 定 级 数 。 如 果 它 收敛 , 那 末 根据 第 一 种 收敛 检验 法 , 它 
的 部 分 和 序列 是 有 界 的 。 它 控制 着 给 定 级 数 的 这 事实 蕴涵 着 那个 级 数 的 
部 分 和 序列 也 是 有 界 的 ,因此 它 也 收敛 ,用 完全 相同 的 方式 可 以 得 出 结论 : 
给 定 的 正 项 级 数 发 散 ,如 果 有 一 个 相应 的 发 散 的 比较 级 数 , 其 项 不 大 于 给 
定 级 数 的 项 。 称 这 个 比较 级 数 从 阁 于 给 定 级 数 。 

级 数 收 伍 的 一 个 充分 条 件 是 它 为 一 个 收 和 分 的 级 数 所 控制 的 ; 级 数 发 
散 的 一 个 充分 条 件 是 它 它 控制 一 个 发 散 的 级 数 。 


Ds, SV 发 散 SCnntD], 站 1 收敛 


驴 1/mw 当 a>1 时 收敛 , 当 a<1 时 发 散 
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为 了 能 用 比较 检验 法 ， 必 须 具 有 足够 多 可 供 利 用 的 已 知 其 收敛 或 发 
散 的 级 数 . 忆 1jwr 形式 的 级 数 常常 可 用 作 比 较 级 数 。 级 数 > 1/m 收 伊 ， 


因为 1/w? 一 1/Cnn) < [Cw 一 区 ,从 而 它 被 收敛 级 数 加 1[(m 一 加 
( 见 例 罗 所 控制 。 对 于 a>2, 因 为 /rr*<1/m9, 所 以 如 1/w 收 敏 。 又 因 
为 J/w<1/V%， 所 以 级 数 忆 /VWH=1+41JVF+1/V3+… 控制 改 
散 的 调和 级 数 总 1/o 从 而 它 发 散 。 因为 对 于 所 有 的 a<l，1/n<1/r*， 
所 以 对 于 每 一 个 a<1 级 数 六 1/m 发 散 。 对 于 as>2， 级 数 的 收 化 狂 已 


经 证 实 。 对 于 1<a<2, 可 以 找 控 制 的 几何 级 数 。 如 果 大 是 一 个 整数 , 使 
2*>n, 那 末 
so — Sg 1=1+ C1/2°+1/3°) + (1/4°+1/5°+1/6°+1/7*) + 
+ De + tl — DD") 
S14+2/4+4/4 + (2 
=]+1/2°1+1/ (2 .1/2 -D1 
六 是 一 个 几何 级 数 , 公 比 为 9=JV/3*- 对 于 1<a<2, 它 小 于 1 于 是 这 
个 几何 级 数 收敛 , 因而 给 定 的 级 数 也 收敛 。 


比率 检验 法 如 果 | 


一 人 + 


二 从 不 1 要 杯 生 是 全 不 二 让 叹 哎 从 没 o 志 


ne a 六 站 
根据 假设 : 
Gnot1/ no Eq Qntl ddno 
Ano+2/ Unt1 I> Unt2 < lnot1 < dn, 


等 等 。 由 此 得 出 , 从 第 mw 项 起 ， 给 定 级 数 的 余 项 构成 的 级 数 为 几何 级 数 
习 coud 所 控制 。 而 这 个 镜 余 级 数 的 收敛 性 决定 给 定 级 数 的 收敛 性 , 因此 


当 4q<1 时 它 收 敛 。 另 一 方面 ， 如 果 mm+Wanzzl 从 而 wsi>a>0; 这 
个 级 数 的 项 并 不 构成 一 个 零 序列 , 因而 级 数 必定 发 散 。 这 条 件 是 充分 的 。 
如 果 它 不 满足 , 关于 级 数 的 收敛 或 发 散 不 能 下 结论 。 例如 若 商 小 于 1 但 
却 不 小 于 一 个 小 于 工 的 固定 数 9， 就 呈现 上 面 所 说 的 情况 。 已 知 发 散 的 
调和 级 数 其 相继 两 项 的 比率 是 +*Vaa 一 W 《2 十 <1 但 不 成 立 %/ Cn 十 
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力 <g<1。 不 过 对 于 收 策 级 数 习 1/mz，msa/a 一 (Ca/(e+ ID)*<l 但 也 
不 成 立 w/t+1))?<q<1。 在 两 种 情况 下 都 是 iim mr/ 一 to 

| 如 果 Im nwa/ 一 那 末 级 数 当 a。 


发 散 , 当 X&> 工 时 


如 果 序 列 {Qn44/an} “从 左边 ” 驳 向 1 则 比率 检验 法 失效 。 
【 例 】 级 数 Dn/m l/l+21 /P+ /+41 /+ 收敛 , 因为 


Qn =n1 fm, Cn IT (n+D!1/m+ "+, 对 于 所 有 %, 给 出 Qn+1/dn =[ (n+ 
DIn"]/ [Gt Dr] = E(t) nn /Lr DD = [xy (Co 十 办] 一 


1/ddt1/m"s<1/2<1, 
Dnt /fw 收敛 | 


根 式 检验 法 : 如 果 慑 an 是 一 个 正 项 级 数 ， 并 且 如 果 存在 正 数 9<1 
合 从 某 个 指标 mm 起 aw <<9， 那 示 这 个 级 数 收效 ; 另 一 方面 ， 如 果 从 某 
个 指标 四 起 叉 全 > 之 那 示 这 个 级 数 发 散 。 

如 果 对 于 所 有 的 gw，4/ as <g< 二 那 末 收 化 的 几何 级 数 Ee 控 


制 给 6 定 级 数 的 钙 余 级 数 立 mo。 然而 如 果 % on 之 1, 则 此 级 数 的 项 不 构成 


一 个 零 序 列 。 这 条 件 是 充分 的 。 例 如 车 以 三 “从 左边 ?" 葛 向 卫 它 就 失 
效 。 


收敛 , 当 < 工时 


若 lim Yt ~k, 则 级 数 | 


发 散 , 当 &> 工 时 


【 例 1] 对 于 每 一 个 固定 的 a>0, 级 数 局 o"/zr 收 仇 。 对 于 所 有 的 
5> 3m Vwir 一 afn 小 于 1/2。 按 根 式 检验 法 ,总 (a"/n") 收 但 。 
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[ 例 3】 对 于 级 数 避 (1 一 1/n)", 根 式 检验 法 失效 ,因为 lim《1 Jjm) 
=1。 然而 可 以 证 明 lim ao=lim(1~1/n)"=1/e。 于 是 这 个 级 数 的 项 


Un 不 构成 一 个 零 序 列 ， 所 以 级 数 发 散 。 
任意 项 级 数 的 收敛 检验 法 ”对 于 级 数 已 ao 的 部 分 和 序 列 {ss} 应 用 
序列 的 第 二 种 或 称 柯 西 收敛 检验 法 , 得 到 级 数 收敛 性 的 第 二 种 检验 法 。 


收敛 性 的 第 二 种 主要 检验 法 ， 级 数 六 ou 收敛 , 当 且 仅 当 对 于 任意 的 


人 AAA 人 八 八 人 人 人 个 个人 人 人 we 


一 个 正 数 8 8， 相应 有 整数 N Ne)， (8)， 使 对 所 有 的 + n> Ns) 以 及 所 有 的 pp 之 1 


过 
-Lan 4 二 人 [二 | anid 二 一 late at gt <bo 

当然 , 这 个 检验 法 不 容易 掌握 。 比较 简单 的 是 马 o 的 收敛 性 由 控制 
它 的 了 |a| 的 收敛 性 来 证 实 。 另 一 方面 , 如 果 控 制 级 数 发 散 , 那 末 对 于 
给 定 级 数 不 能 下 结论 。 尽 管 如 此 , 关于 发 散 性 的 下 列 命题 是 正确 的 , 因为 
满足 这 些 条 件 之 一 的 级 数 项 不 构成 零 序 列 ， 因 此 破坏 了 收 笋 性 的 必要 条 
件 。 

任意 项 级 数 Do, 收 敏 , 如 果 满 足下 列 条 件 之 一 : 


对 于 所 有 的 n>m, |ewr/an[<q < lim | assa/ao| < 对 于 所 有 


的 nn 之 m0， lan] <q<l1; lim*/|a,] <1, 


另 一 方面 , 如 果 满足 下 列 条 件 之 一 , 级 数 就 发 放 : 
对 于 所 有 的 >?w，|anw1/0o | 之 十 对 于 所 有 的 mg， 


A 


Va | >1; lim|ai/an| > 1; lim Va I>1。 


收 生性 的 莱 布 尼 欧 检验 法 : 交 筑 级 数 收敛 , 如 果 其 项 的 绝对 值 构 成 一 
个 单调 的 办 序列 。 人 
如 果 交 错 级 数 写 成 形式 a1 一 Qs 十 0 一 a4…， 则 a 记 项 的 绝对 值 。 它 
的 部 分 和 子 列 82，54，56, "*'，59m， “是 单调 增加 的 ， 因 为 sak+g 一 Sa 十 
(axsi 一 ora) 之 s2。 在 括 弧 中 的 政 达 式 是 非 负 的 , 因为 该 项 的 绝对 值 序 
列 {as} 单调 减少 。 同 理 , 从 
Sn 01— (09— 03) ~ (Gs — 458) ~ — (Qn 3 — (an_1) 一 Con 


得 出 ssn <ar。 作为 单调 增加 的 有 界 序列 ，{sx} 有 极限 ;。 然后 得 出 子 
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有 Siy 83) $5 ‘**) Sontiy … 有 同 一 极限 。 因为 lim aanr1~0, 所 以 
tm 33n+1 一 nkszo 二 can+17 一 So 于 是 ， 部 分 和 序列 {sn} 收敛 。 这 些 论 
证 还 表明 ， 序列 ficn|} 不 一 定 是 严格 减少 的 o 

[ 例 1 级 数 为 (一 Dr ifn=1 一 1/2+1/3 一 4/4 十 … 是 收敛 的 ( 它 
的 和 是 In2)。 

【 例 2] 交错 级 数 1 一 1/5 寺 1/2 一 1/52 寺 1/3 一 /+1/4 一 … 发 获 。 
其 项 的 绝对 值 构 成 一 个 零 序 列 ， 但 这 个 序列 不 单调 。 第 (2m) 个 部 分 和 可 
整理 如 下 ; 

san— (1+1/2+1/3+..+1/n)— (1/541/524.. +1/5") 

证 着 开 天 ， 第 一 部 分 将 超过 一 切 有 限 数 , 而 第 二 部 分 作为 一 个 几何 级 数 
和 趋 于 有 限 的 极限 。 

收 伍 级 数 的 运算 ”对 王 有 限 和 来 说 有 效 的 运算 规则 只 能 部 分 地 应 用 
于 收敛 的 无 限 级 数 ( 见 下 面 的 定理 1, 2 3); 有 一 些 只 能 应 用 于 满足 较 强 


收敛 条 件 的 级 数 。 
工 . 一 个 攻关 代 娄 。 如 累 丰 不 雪 呈 本 的 次 月 慎 总。 任意 地 将 菜 些 项 


如 果 有 ge ma 十 o% 十 ga 十 … 那 末 也 有 = 袜 44， 共 中 4 
(gi1taat 十) As= arr1t ari43 十 十 0ys) Aa = (Cartit "+ 
0r,)，…o 这 因为 级 数 3 .44 的 部 分 和 序列 {so} 是 级 数 了 as 的 部 分 和 序列 
“fo} 的 一 个 子 序列 , 从 而 已 知 它 与 {ss} 有 同一 极限 。 

2， 如 果 收 化 于 和 8 的 级 数 ， 其 各 项 di 来 以 一 个 常数 0c， 那 未 所 造成 
的 级 数 收 钱 于 和 C8。 


和 如果。 是 常数 并 且 习 ai = 则 局 cai=om 


根据 序列 的 一 个 定理 ， {sn}—>s 蕴涵 着 ci{sn}—> C8 
3 收 各 级 数 闪 os 一 4 与 局 De 刀 还 项 相 加 给 出 组 数 宫 (o 二 8)， 
4 。 el 
训 区 多 只 有 和 和 A+B。 


如 果 {4w1 与 {Ba} 是 级 数 习 ae 与 26， 的 部 分 和 序列 ， 那 末 根据 序列 
的 一 个 定理 , {4，}>4 并 且 {Bn 日 苞 涵 症 {4n+Bn}->4+B。 


5.2 级 数 137 


地 对 收复 。 称 任意 项 级 数 忆 w 绝对 收敛 ,如 有 果 其 绝对 值 的 级 数 之 
收敛 

级 数 1 一 1/9+1/3 一 1/4+… 不 是 绝对 收敛 的 ,因为 这 个 绝对 值 的 级 
数 是 发 散 的 调和 级 数 。 如 果 级 数 3a 与 了 |ac| 有 和 :与 仿 ， 那 末 因 为 
ls[= Iaa+o 十 … 十 an| < [ar| ++1asl+… 十 ian| <B 由 此 显然 得 出 
lsl<8, 

纪 数 的 重 排 。 现在 的 问题 是 ,对 有 限 和 成 立 的 交换 律 在 怎样 的 限度 
上 对 无 限 级 数 也 有 效 。 设 她 an 是 一 个 级 数 而 (和 ub，…, 加， 是 具有 
这 样 性 质 的 自然 数列 , 即 它 包含 每 一 个 自然 数 而 无 重复 ,于 是 级 数 2 or。 
叫做 级 数 2 o 的 一 个 重 排 。 例 如 , 级 数 

1~1/2+1/3—1/4+1/5— 下 及 L431/241/541/7-1/4+.… 
彼此 是 由 重 排 而 得 的 。 这 两 者 都 收 化 ， 但 收敛 于 不 同 的 和 半 与 ss。 这 
表明 在 重 排 级 数 时 必须 谨慎 。 
si~1— 1/24+1/3—1/441/5—1/6+1/7 ~ 
=1—1/24+1/3—(1/4—1/5)— (1/6—1/7) 一 … 
.=10/13— (1/4—1/5) ~ (1/6-1/7)—.…<10/12 
sg=1+1/3~1/2+1/5+1/7—1/4+.… 
= (1+1/3—1/2) + C1/5+1/7 -1/4) + (1/9+1/11 -1/6) +-.: 
=5/6+13/140+ (/9+1/11—1/6) +.…>11/12, 

因为 表达 式 [1/(23n 一 2) 二/(23n 一 1)-1/nj=(4n— 3)/ [C2n—3) (37 一 
Dm] 总 是 正 的 。 

这 种 其 和 依赖 于 项 次 序 的 收敛 级 数 称 为 条 件 收 爷 级 数 。 无 沦 怎样 重 
排 依然 收 全 并 有 同一 和 的 级 数 称 为 元 条 件 收 笋 级 数 。 级 数 运 算 的 重要 问 
题 是 怎样 能 区 别 无 条 件 收 合 级 数 与 条 件 收敛 级 数 ,换言之 ,如何 认识 一 个 
级 数 是 否 可 以 不 管 共 项 的 次 序 。 这 个 问题 由 下 述 定理 以 极 简单 的 方式 作 
出 回答 : 


A A 人 AviravwewwVRreevweA 人 re 


Pr 人 AAA 


这 个 定理 的 第 一 部 分 容易 论证 。 和 首先, 如果 3a。 是 非 负 项 的 绝对 收 
伊 级 数 而 2ox, 是 由 重 排 得 到 的 一 个 级 数 ， 那 末 前 一 个 级 数 的 部 分 和 
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与 重 排 级 数 的 5 满足 不 等 式 
5 一 0 十 Qt 十 …… 十 0z so 十 da 十 … 十 G = <so 

只 要 NN 选 得 足够 大 , 使 得 所 有 的 如 人 一 二 2 9) 都 出 现在 数 导 2 
…, 立 中 间 。 这 样 ， 重 排 级 数 3ax, 的 部 分 和 序列 {S 分 是 有 界 的 , 从 而 由 
收敛 性 的 第 一 种 主要 检验 法 得 出 这 个 重 排 级 数 的 收敛 性 。 现在 如 果 3an 
是 任意 项 绝对 收敛 级 数 而 3ux, 是 它 的 一 个 重 排 级 数 , 那 末 引 |m] 是 一 个 
非 负 项 绝对 收敛 级 数 ;正如 已 经 证 明 的 那样 , 得 到 3|ax ,| 的 收 化 性 , 而 这 
蕴涵 着 3ox 的 收敛 性 。 

重 排 也 不 影响 和 。 因为 3a 假定 为 绝对 收 证 的 , 相应 于 任意 的 s>0， 
可 以 选取 数 2 使 对 于 所 有 之 1， 

taontil 十 |anr3| 十 … 十 |cn < 天 so 

现在 如 果 六 选 得 足够 大 ， 使 得 所 有 的 指标 1，2,…, m 出 现在 1, zo7… 
kx 中 间 ,， 那 来 当 %2> 六 时 , 差 |%~sn1 只 包含 i>m 的 项 co 由 此 得 出 对 
于 所 有 的 n> 入 ,1% 一 sn 三 68。 因此 | 


s'=lim s,= lim[s, + (s%~ sn)] 
有 一 so 信人 四 


=lim sn 十 lim (58%—5n) =8+ 0=so 
为 了 证 明定 理 的 第 二 部 分 , 可 证 由 收敛 但 不 是 绝对 收敛 的 级 数 了 caw 
通过 适当 的 重 排 能 构成 发 散 的 或 收敛 干 任意 指定 的 和 的 种 种 级 数 。 
ali 二 G12 二 十 dunt.… =81 


Cal 十 0a2 十 十 024 十 一 2 
QU 十 pa 十 十 QU 二 一 外 


另 一 方面 ,绝对 收敛 级 数 可 以 在 更 加 一 般 的 意义 下 重 排 , 而 不 影响 它 
们 的 收敛 性 或 它们 的 和 。 设 3G, 是 一 个 绝对 收敛 级 数 ， 上边 的 格式 表示 
给 定 级 数 3an 的 部 分 级 数 的 一 个 无 限 序列 , 它 具 有 这 样 的 性 质 , 级 数 Zo。 
的 每 一 项 只 严格 出 现在 一 个 部 分 级 数 中 (例如 ，aw 是 在 第 个 部 分 级 数 


中 的 第 i 项 )。 然后 由 给 定 的 绝对 收敛 级 数 如 a 通过 “在 拓 广 意义 下 的 
重 排 " 而 得 到 级 数 冯 ma。 这 时 总 也 是 绝对 收 施 的 且 有 与 级 数 宗 a" 相 
同 的 和 s。 
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值得 注意 的 是 , 在 某 些 条 件 下 , 这 个 定理 的 道 定 理 也 成 立 。 亦 即 一 系 
列 绝对 收敛 的 部 分 级 数 项 可 按 任意 方式 放 在 一 起 而 构成 一 个 级 数 ， 而 所 
有 可 能 按 此 方式 造成 的 级 数 是 收敛 的 且 有 同一 个 和 。 这 就 是 柯 西 的 强 重 
排 定理 。 


TO 


tenant tt 


~ ot TA 


人 lL I LS LN EL 


i ER 


ad 十 G13 十 十 QT 十 … 


021 十 022 十 二 024 十 一 的 
C11 十 Qr3 十 十 0 十 … 和 一 8 


为 了 证 明 这 一 定理 , 以 任意 方式 将 在 给 定 阵列 中 出 现 的 所 有 项 am 放 
在 一 起 而 构成 一 个 序列 记 为 ta aa，…', 4n,…o 于 是 级 数 卫 an 绝对 收敛 ， 
因为 如 果 入 选 得 足够 大 , 使 得 项 a1，4s，…，as 全 部 出 现在 阵列 的 前 六 
行 之 中 , 那 末 有 
[ail+ las|+ + lanl tt t+ bro 
因为 3 假定 为 收敛 的 ， 所 以 不 等 式 右边 是 有 界 的 ， 由 此 得 出 左边 的 级 
数 引 ww| 的 第 % 个 部 分 和 也 有 界 , 因而 3 绝对 收敛 。 作为 3o。 的 部 分 


级 数 ，“ 列 级 数 "总 aw 一 9, 也 是 绝对 收敛 的 ， 而 且 184 =| 名 aw| < 
局 1auj。 由 此 得 出, 品 8, 的 第 ”个 部 分 和 肯定 不 超过 级 数 3 |a4 的 


和 ; 而 这 意味 着 了 5, 绝对 收敛 。 最 后 , 级 数 33, 与 3s 有 同一 和 , 因为 每 
个 和 都 等 于 3c。 的 和 。 由 于 3w, 的 绝对 收敛 性 ， 按 照 第 二 种 主要 检验 法 
可 以 选取 指标 W 使 得 对 于 所 有 的 12 上 |emsa| 十 jaw;3| 十 十 1anst| 二 
ee。 现在 确定 W, 使 得 项 ca ma, …am 全 部 出 现在 上 述 阵列 的 前 六 行 中 。 


5 on 记 级 数 3o 的 第 站 部 分 和 ， 对 于 所 有 的 > 忆 益 | 习 a -| 
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小 于 e， 因 为 具有 ?+>m 的 那些 项 土 a 出 现在 这 个 表达 式 中 。 于 是 ， 
bn Sn lim on=8。 对 于 列 级 数 进行 类 似 计算 产生 lim 习 8= im on 


= 8。 
级 数 的 乘法 。 如 果 用 级 数 习 % 的 每 一 项 乘 以 级 数 3 4 的 每 一 项 ， 


那 未 得 到 如 下 阵列 所 示 的 部 分 乘积 。 阵 列 的 每 一 行 包 含 着 无 限 多 项 全 以 
同一 个 a 为 因子 ,每 一 列 包含 着 无 限 多 项 全 以 同一 个 5 为 因子 。 现 在 定 


义 两 个 级 数 的 乘积 为 级 数 六 cw 其 中 0% 是 阵列 所 示 的 第 条 对 角 线 上 的 


部 分 乘积 的 和 。 例 如 ,cl 一 alpl， ca 一 alD3 十 azpDl) C3 一 qdl03 十 GaD3 十 03D1 *…， 
Ck 二 bs “… 这 些 部 分 乘积 可 由 平移 方法 求 得 ， 将 一 个 级 数 以 相反 


4 入 
次 序 写 出 ， 将 另 一 个 级 数 写 在 纸 条 上 沿 着 前 一 个 级 数 移动 。 图 中 正 指 着 
乘积 级 数 第 三 个 项 的 位 置 ca—abs + a2bat Qsb1o 


qb da ob be se 0 十 0t Gs 十 0 十 … 
asb1 osbs osbs Ob oe. 
gb dds” qibs abe + 


br as ”Qi Guba 
. DD LE Dad 


如 采 级 数 癌 44 一 4 与 So-2 两 者 部 是 绝对 收 煞 的 ， 那 末 以 ci 二 


UN 


we Qvody 的 来 积 级 数 六 co 也 绝对 收 妆 且 有 和 。= =AB。 


mA 


AA ~ 


下 面 的 例子 表明 ， 两 个 “因子 级 数 ”的 收 作 性 不 足以 保证 科 积 级 数 的 
收敛 性 。 
【 例 】 收敛 但 不 是 绝对 收敛 的 级 数 
i-1/V3+1/V3-1/VEt. 
其 平方 级 数 是 发 散 的, 因为 它 的 项 并 不 构成 一 个 零 序 列 。 这 个 级 数 自 乘 
的 通 项 c 满足 
les] =1: [1/V n+ HE/V 231/V rn-1] 
+ [1/VS1CI/V nod]+:…+[i/vV rn]:L 
>[1/vV nj/vV r+/ ad /Vn + 
+[1/V na]'[tl/V n=1。 


[UN 小 尾 


和 
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5.3 函数 的 极限 一 一 连续 性 


要 是 没有 函数 的 极限 与 连续 性 概念 ， 就 不 可 能 有 高 等 分 析 的 严格 结 
构 。 如 果 一 个 函数 撒 述 一 种 物理 情况 ， 那 末 极 限 与 连续 性 概念 也 具有 物 
理 意 义 。 

函数 的 极限 

在 一 点 的 极限 ”可 以 把 函数 yf(z) 的 极限 概念 与 序列 的 极限 概念 
联系 起 来 。 为 此 让 自 变量 > 遍及 一 个 趋 于 极限 4 的 收敛 数列 {zn}( 模 举 
标 序列 )， 并 考虑 相应 于 wx 的 函数 值 (xz 的 坟 坐 标 序 列 {fCzn)}。 如 果 
纵 坐 标 序列 {jF(z.)} 的 收敛 性 态 依赖 于 横 坐 标 序列 的 选取 , 亦 即 如 果 两 个 
都 收敛 于 4 的 不 同 的 横 坐 标 序列 ， 其 相应 的 纵 坐 标 序列 收敛 于 不 同 的 极 
限 , 或 者 一 个 纵 坐 标 序 列 发 散 , 那 末 当 z 趋 于 4 时， 函数 A(2) 并 不 趋 于 一 
个 极限 。 另 一 方面 , 如 果 对 于 每 一 个 
趋 于 的 横 坐 标 序列 fr,}， 纵 坐标 序 
列 他 (sn)} 都 趋向 于 工 , 那 就 说 当 zx-> 
4 时 函数 了 Cz) 有 极限 上 。 这 意味 着 自 
变量 zx 越 接近 于 值 w， 函 数值 y(z) 就 
越 接近 于 数 工 。 函 数值 与 极限 之 差 
[f(z) 一 了 | 可 小 于 任意 选 定 的 正 数 8， 
只 要 z 不 同 于 4% 其 差 值 小 于 一 个 适当 图 5.3-1 极限 概念 的 几何 说 明 
选 定 (依赖 于 8s) 的 数 56=5Cs), 亦 即 0<1x 一 a| <6(e)( 见 图 5.3-1)。 数 
3(s) 决 不 是 用 唯一 确定 的 , 因为 如 果 已 找到 一 个 具有 所 要 求 性 质 的 5(8)， 
那 未 显然 每 一 个 较 小 的 数 8<8(e) 也 同样 适用 。 

函数 jx) 当 x->a 时 有 和 极限， 即 lim f(x) = 工 ， 如 果 对 于 每 一 个 


~ 


人 


内 母 一 人 


〖 例 如 函数 2 当 自 变量 7 次 于 蓉 时 有 极限 等 即 im z=0， 因为 
对 于 |x 一 0]<6(e)<VE 的 一 切 z 有 | 呈 -01<0。 

【 例 3 当 z 趋 于 a<#0 时 ,函数 1/z 趋 于 极限 1/a, 即 him 1/x=1/a。 
这 由 数列 的 一 个 定理 得 出 , 因为 对 于 每 一 个 横 坐 标 序列 {2,}->a 于 0, 相应 
的 纵 坐 标 序列 {1/zn}> 3ao 
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【 例 3】 存在 函数 值 fa)， 并 不 能 断定 极限 Hm fx) 也 必 存 在 并 且 


十 1, 当 z 生 0 | yy 
0, 当 z=0 时 久 


等 于 7(a)， 虽 然 情况 往往 如 此 。 全 如 函数 7(o 一 | 当 


z->0 时 有 极限 1 但 函数 值 是 (0) 0 ( 见 图 5.3-2)。 


图 5.3-2 函数 图 形 
0-{ 当 Y 尖 0 时 图 5.,3-3 当 w->4 时 , 左 极限 矿 
0， 当 w=0 时 与 右 极限 全 不 同 


【例句 函数 了 Cz) 一 (x? 一 4/(z~2) 对 z=2 没有 定义 , 因为 分 子 分 
母 同时 为 零 但 当 zx 关 2 时 , jz) 一 zx 二 2, 所 以 当 2z->2 时 , 函数 就 趋 于 极限 
4 即 lim[《z? 一 4)/(z 一 2)] 一 4 因为 对 于 满足 |z 一 3 天 6(e) =s 的 一 切 
0 (22 一 和/(Z 一 3) 一 4 一 |z 十 2 一 外 一 jz 一 3 <s。 

单 全 极限 ”在 考察 极限 时 这 一 点 是 重要 的 : 自 变量 趋 于 值 < 究竟 是 
在 > 增值 的 意义 下 ( 即 从 左边 趋 近 ), 还 是 在 = 减 值 的 意义 下 ( 即 从 右边 趋 
近 )。 所 谓 左 极限 厂 ， 是 指 对 于 满足 4 一 6(e) <z<a 的 一 切 % 有 |f(2) 一 
六 < es; 右 极限 让 是 指 对 于 满足 a<w<a+6(e) 的 一 切 2, 有 |fF(2) 一 | 
<8。 它们 分 别 记 为 im f(z) 一 让 ，lim f(z) 一 +， 在 符号 上 用 4 一 0， a 
+0 表示 z 从 嘟 一 边 趋 于 a。 这 两 个 极限 上 与 # 可 彼此 不 同 ， 例 如 在 函 
数 了 f(z) 的 胱 路 间断 点 上 ( 见 图 5.3-3), 函数 在 这 一 点 上 没有 双 侧 极限 。 另 
一 方面 , 当 w>a 时 函数 有 极限 , 当 卫 仅 当 z->a 时 , 左 极限 与 右 极限 相等 。 


lim 7 一 王 一 lim 7 一 六 =Lelim f(x) =L, 

无 穷 大 极限 “ 当 w 无 论 以 什么 方式 趋 于 零 时 , 函数 f(z) =1/w? 的 值 
总 会 超过 每 一 个 任意 大 的 数 。 这 记 作 lim 1/z? 一 + 并 且说 当 和 >0 时 ， 
函数 趋向 于 极限 正 无 穷 大 。 类 似 地 ,jim( 一 1/z?) = 一 o0; 当 z>0 有 时 函数 
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GD) 一 一 TV2 趋 于 极限 负 无 穷 大 ， 因 为 它 终 将 小 于 任何 数 一 NC(N>0)， 
未 论 X 如 何 大 。 


A A AAA A 


Mn 


[ 例 】 正切 西数 y=tanz 对 w=w/2 没有 定义 ， 但 对 此 值 有 左 侧 和 
右 侧 的 无 穷 大 极限 : olim utanx 一 tm, lim tany 忆 一 co 


人 ?31 二 0 


在 无 内 远 点 的 函数 拆 限 只 要 3 的 值 选 得 足够 大 ， 函 数 了 (z) =1/z 
+b 的 值 显 然 可 任意 地 接近 数 bp。 例如 , 对 大 于 105 的 所 有 2, 5 与 函数 什 
之 差 就 小 于 0.000001。 一 般 地 , 对 于 所 有 的 >>1/s, 有 |f(w) -2]<eo 
这 个 例子 表明 , 函数 f(4) 的 极限 工 这 个 概念 可 以 拓 广 到 横 坐 标 无 界 地 增 
加 (或 减少 ) 的 情况 。 


Te 


人 
六 才 认 加 的 极限 in fz) 与 ji f(z) 如 果 存在 , 屠 末 它们 描述 在 无 


穷 远 点 即 对 于 非常 大 的 正 值 与 非 党 大 的 负 值 WV 级 数 的 性 态 。 
【 例 匡 .lim lMz=0 因为 对 于 满足 条 件 z> wks) 一 ]Ve 的 所 有 %， 有 


i1/z—0| = 11/z| <ao 
【 例 23】 极限 lim sin 2 不 人 存在。 不 论 选 定 多 大 的 2 值 , 璧 如 说 m, 根 


据 正弦 函数 的 周期 性 ， 总 存在 无 限 多 个 大 于 徊 的 横 坐 标 ， 使 函数 取 + 
与 ~1 之 阅 任 意 指定 的 某 个 值 。 

有 理 函 数 在 无 穷 远 点 的 性 态 已 在 工 第 5 章 中 讨论 过 了 。 

极限 运算 . 序列 极限 的 运算 规则 可 以 逐 字 逐 句 移 用 于 函数 极限 的 运 
算 。 在 前 一 节 例子 中 已 经 应 用 过 的 这 些 规则 是 说 , 极限 运算 可 以 与 加 法 、 
减法 、 柔 法 与 除法 ( 涝 研 二 0) 运 算 互相 交换 ， 只 要 所 出 现 的 极限 都 存在 且 
有 限 。 前 两 个 规则 对 于 若干 个 函数 的 和 与 积 也 成 立 , 但 对 于 无 限 多 个 和 不 
一 定 成 立 。 秀 数 hw), 如果 在 点 4 的 某 个 邻 域 中 ,其 值 落 在 两 个 函数 fC2) 
和 9(z) 的 相应 函数 值 之 间 ; 而 这 两 个 函数 当 z-*a 时 都 有 极限 荆 , 那 末 此 
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时 Po 也 有 极限 了 。 
lim f(z2) =—F lim[f(%)+ gr) =lim f(%) 
与 lim 9(z) =G 士 jmg(z) =F EG, 


lim TFC%) 92) = Fo | Ht fC)/9 I im) /Hmg cs) 
Tim g(2)=F.G =F/G, G40 


如 果 lim Ja) 一 工 并 且 lim g(z) 一 又 如 果 在 “的 某 个 邻 域内 成 立 
不 等 式 f(z) <hCz) <g(o)， 那 末 也 有 lim jz)=Z。 

【 例 臣 “lim (einz)/z~0。 因 为 sinz 落 在 一 1 与 1 之 间 ,对 于 z> 
0， 不 等 式 一 1/z<(sinz)/z<1/z 成 立 。 又 因为 lim 1x 一 li 一 1/2) 


0, 所 以 得 出 结果 ( 见 图 5.3-4)。 
[ 信 2 lim zsin1/z 二 0, 因为 


加 2 sa ” rl<rsinl/r<|z| 从 而 lim [zl 
w+0 


=lim( ~ |21) =0。 
一 些 重要 的 极限 

对 于 函数 极限 的 确定 ， 几乎 不 存在 普遍 适用 的 方法 。 这 里 借助 于 收 
伍 数 列 的 知识 , 导出 一 些 经 常 使 用 的 极限 。 


1 如 果 a>0; 则 当 z>0 时 ,a*>1。 | 


对 于 a>0, lim a*=1 
0 


图 5.34 函数 图 形 9 一 -2 


已 经 证 明 , 对 于 a> 0, 序列 { 1 收敛 于 1。 序列 {LAY a} 则 有 倒 
数 极 限 , 同样 等 于 1。 由 此 得 出 对 于 任意 一 个 s> 0, 可 以 确定 正 整数 W， 
使 对 所 有 的 9%PN, 数 oa" 与 ord 落 在 从 1 一 8# 到 并 8 的 区 间 内 。 因 为 
指数 函数 是 单调 的 , 具有 一 J/N <z<14/N 的 一 切 or 也 落 在 这 个 区 间 内 。 
于 是 ,如 果 jz| <6(s)==1/N, 那 未 1~e<ar<1+8, 或 者 ar 一 1| <e。 


2. | 当 z> co 时 ， Gr/ | 
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根据 对 数 定义 , 再 由 它 的 单调 性 , 给 出 


一 5<logs(z/a) <8-> |log st — logsal <e, 
于 是 ， 对 数 的 极限 可 以 作为 极限 的 对 数 来 确定 。 相应 地 ， 当 “>0 时 ， 
Llogs(I+2)]/z==logs[(1 填 2)W9]->logve， 而 这 个 极限 当 5=e 时 取 值 
lne=1。 


lim[log 5(1L 二 2) 人 一 logse; b>1 lim En (+2)j/z=1 | 
5. | 如 果 a>0, 则 当 z->0 时 , (qr 一 DD)/z->lna | 


lim (a —1)/z=lna; a>0 | lim (es—1)/z=1 | 
230 DO 


如 果 = 了 二 那 末 分 子 为 零 , 从 而 命题 为 真 , 因为 hI1=0。 如 果 a 大 1 
设 q=1+y, 因为 当 2->0 时 ,az2> 二 所 以 有 % 0 但 是 za 一 im 二 29)， 
所 以 lo 一 了 /z=yInaflIn(4y) 二 Ina/In[(1+y)MY], 它 的 分 母 趋 于 1。 
最 重要 的 特殊 情况 是 a=e 这 里 he。 


6, 当 wz 一 0 时 , cos X14。 | 
| limcosz=1 | 
oO0 


因为 对 于 |z| <WVC38), 有 |eosz 一 1| 一 2|sin2(z/2)| 2 |sin (z/3) | 
lsin(z/)1<2]2/21:13/3| 一 z2/2<s, 所 以 当 z-*0 时 ，|eosz 一 | 收 合 
于 零 


7 当 z~>0 时 ，(sin xz)/z->1。 | 
| lim (sin 2)/z~=1 | 


二 数 及 (2) = (sinz)/x 可 被 包含 在 两 个 函数 了] (2) 一 1 与 g (2)=C0sz 
之 间 , 当 z>0 时 , 这 两 者 都 趋 于 极限 1。 由 图 5.3-5 可 以 看 到 扇形 08B 
的 面积 Aozs 介 于 三 角形 08B 与 08D 的 面积 之 间 : 

Aogs<Abzp <Aogp>1°sins<1'r<tanz'1 
—>1<x/sinz<1/co8r—>1> (gin x)/2> ooszo 


这 些 不 等 式 只 对 正 的 ?成 立 ; 而 当 >0 时 , 右 极 限 与 左 极限 存在 , 两 者 都 


NEY 


| PH 


4 
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图 5.3-5 当 w->0 时 1 的 推导 
有 值 卫 这 是 因为 [sin( 一 2)]/ 人 一切 一 (sin 2Z)/zo 
8. | 当 z>0 时 ，(tanz)/z-l | . 


| lim(tan z)Vz 一 工 


因为 (tanz)/z=[Csinz)/ 中 :Llcosz]， 而 当 2>0 时 每 个 因子 都 趋 

于 1。 

. 伯 努 利 与 洛 必 达 法 则 

众所周知 , 加法、 减法 、 乘 法 和 除法 算 符 与 极限 算 符 交 换 , 只 有 当 所 出 
现 的 极限 存在 且 有 限 ， 以 及 在 除法 的 情况 下 极限 不 为 零 时 才 有 可 能 。 另 
一 方面 , 如 果 不 加 鉴别 地 交换 , 就 会 出 现 一 些 无 意义 的 表达 式 , 形 如 0/0， 
co/co, 0,oo0* oo° 或 1”, 那 时 就 必须 直接 确定 其 极限 如 果 当 z->a 时 
形式 上 出 现 这 样 的 一 个 表达 式 ， 那 末 说 它 是 一 个 待定 型 。 对 于 极限 lim 


(sin z)/% 如 果 用 极限 的 商 来 代替 识 的 极限 ， 就 会 造成 待定 型 - 。 然 而 ， 
因为 分 母 的 极限 是 零 , 所 以 这 个 过 程 是 不 允许 的 。 用 另外 的 方法 已 经 证 
明 lim(ein w/z=1。 

待定 型 0/0 在 lim 了 (w) wlim g(w) 一 0 的 情况 下 ， 为 了 确定 极限 
lim f《w)/g《x), 伯 努 利 (Johann Barnoulti, 1667~1748 年 ) 发 展 了 一 种 法 
则 , 公开 发 表 这 个 法 则 的 是 洛 必 达 (de L'Hospital, 1661~1704 年 )。 

俱 冰 和 与 清 必 达 法 由， 如 时 -个 商 约 分 也 82) 与 分 怀 BCc2 当 <> 


A AA 


二 吉 赵 于 株 际 令 ; 这 瑞 末 轩 开 人 人 7) 避 导 内 仁和 册 一 二 囊 流风 于 各 
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数 了 Cw) 与 9'(x) 0, 而 且 还 有 导数 的 言 的 极限 im 产 (x)/g'(x), 那 末 这 
等 于 函数 的 商 的 极限 Jim f(%)/g(%)。 


~ , 它 将 在 1I. 第 6 章 阐明 。 从 那里 所 讲 的 

广义 中 值 定理 可 以 推出 这 个 法 则 。 在 表达 式 
Fo)V9COD 一 [Lo 一 Fa DGo 一 9Co]= 关 (CE)A9 CE) 

中 ,上 介 于 a 与 > 之 间 , 因而 当 ~>w 时 它 也 趟 于 wo 如果 lim f (8)/9 (0) 
一 钱 , 那 末 定理 就 得 证 。 下 和 用 了 ->ce 的 情况 。 

如 果 再 次 出 现 岗 待定 型 站 的 表达 式 ， 可 以 对 商 了 (2)/g (2) 应 用 这 个 
法 则 并 讨论 极限 lim ry 和"(z)。 不 过 可 能 发 生 这 禅 的 情况 ， 尽管 给 定 
的 商 有 极限 ,但 用 这 个 法 则 老 是 得 出 一 个 待定 型 或 者 导数 的 极限 不 存在 。 
那 时 这 个 法 则 不 适用 于 给 定 的 函数 , 必须 用 别 的 方法 求 极 限 。 

[ 例 1) tim -lim I 1 


wm .32 
3] lm lim 
[M2) lm sr i gm 
Ti ge Ber 3 
. COSX—1 _, Siny _ 一 ogg _ _1 
[ 例 引 Hn 一 一 一 一 瑟 、 


[a 加 Jim 2 cos2x 一 + 上。， 依 = 从 左边 或 从 右边 


ee “sin 22- 
条 向 信 w 肌 而 定 。 
【 例 5 lim 区- 提 T 人 er 
一 sey Be 五 
1 


=lim = 


mm SI—I1fx) 5° : 
【 例 6 对 于 极限 lim V (2 +sin2z)Vz 的 确定 ， 洛 必 达 法 则 失效 。 
用 其 他 方法 容易 证 明 这 个 极限 是 V3。 


待定 型 w/c 如 果 商 的 分 子 Jo) 与 分 母 9(2) 当 w->a 时 都 趋 于 无 
穷 大 , 那 末 函数 1/f(z) 与 1/9(z) 都 趋 于 零 。 如 果 了 (2) 与 gb) 在 x=a 的 
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某 个 邻 域内 可 微 ， 又 如 果 9'(%) 不 等 于 零 并 且 商 了 (z)/g"(w) 趋 于 一 个 极 
限 , 那 末 可 应 用 洛 必 达 法 则 : lim JAD 一 im 六 CC)/9'Cz)。 这 对 于 2 


-> 癌 样 成 立 。 
, 了 二 -VED _lin cr-=0， 
| dm, 4/(z— -bm —J/(z—1)’ 一 一 ) 
. tan3r ;， 83/oos?3z _ 3cos22. 
【 例 习 LD ian tanz me l/cosiw 一 了 TE 
= lim 一 6ceoszsinzy im sin 27 
or 一 6cos 378im 37 eon Sn 6 
~ lim 2cos 27 一 工 
a 6 COs 67 3° 


【全 可 lim - 叶 织 不能 用 洛 必 达 法 则 来 处 理 , 因为 lim eogz 不 存 
在 。 然 而 ， 


lim(w-+sinz)/s =lim[l+ (gin 2)/2]=1。 


ee __ oo 
下 和 训 - 吉 -如 六 ~ 吉 自 -”。 
Or 0 。 nn! 
[全 5 名 入 lin ma ”in Tay 一 0, 是正 整 数 
且 a>tl。 
一 i/ = 1 
【 例 6] lim 也 2 2 -im a lim pp 0, 1 是正 整数 。 


最 后 两 个 例子 表明 ， 指数 函数 ar 趋 于 无 穷 大 要 化 任何 一 个 至 mr 为 
快 , 而 任何 一 个 竺 趋 于 无 穷 大 要 比 对 数 函 数 为 快 。 :， 

其 余 待定 型 -借助 于 洛 必 这 法 则 , 能 处 更 其 余 的 待定 型 , 这 就 要 将 函 
数 表达 成 这 样 的 形式 ;使 它 在 临界 点 导致 0/0 或 /oo 中 的 一 个 待定 型 。 
对 于 lim f(z) =0, lim 9(2) ~ 的 情况 ,为 了 讨 算 lim[ f(z)'g (z)]， 写 


成 f(z)， ro 或 f(z): ~ 1 3 于 是 有 0/0 或 /~ 
的 情况 。 5 


arccota ， dt) 
[ 例 】 lim warccot y= hin I lm 一 一 7 一 


-各 -Th 
当 Im f(z) ~lim g(z) 一 时 ， 为 了 计算 lin[f(z) ng(o 写成 
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1 1 lo ra ple) 
FO -sD TF To HT ~ hy 


其 中 lim pz) =limy(z) =0。 
[网 ] tim [l/sins ~1/(a+)]~ lim 人 


~lim 1+2x—cosx 
(1 十 2%)8in 客 十 (Cl 


=lim 3 十 sinz 1, 
29n2— 《z+ sin + (2 4x)c08z 


在 lim f(z) = 一 ing 人 一 0; lim Ja) 一 =， lim g(r) ~ =0; 或 lim jw) 
~=1, lim g(%) 一 co 中 任 一 情况 下 ,为 了 计算 lim f(2) *°, 注意 到 在 每 一 


情况 下 ,lh f(z)%" 一 g(w)lIn 了 Cz) 是 这 样 两 个 因子 的 乘积 ， 其 中 一 个 因子 
趋 于 零 而 另 一 个 趋 于 无 穷 大 。 因此 可 用 已 经 知道 的 的 方法 来 确定 4im[9g 
(x)Inf (2)]。 . 

【 例 匡 为 了 计算 lm ,入 意 到 na 一 2jnz 而 lim ,3 - lim 


ws+0 


fs: 一 lim (~ - 功 -0。 让 此 得 册 lim 一 lim， gael 因为 lim df = 


1。 
【全 31 为 了 计算 im/ 三 注意 到 茵 刀 王 - 工 Inz 而 lim Delim 
这 一 0。 由 此 得 出 ln/ 一， 


函数 的 连续 性 ” : | 

直观 上 把 区 间 工 上 读 续 函数 的 图 象 目 作 没 有 一 个 如 方 白果 的 光滑 
它 可 “ 争 笔 不 离开 纸 地 画 出 来 的 。 这 意味 着 函数 在 该 区 则 的 每 一 个 
页 要 上 有 定义 ， 而 且 对 自 变量 的 小 变化 ， 它 的 变化 也 很 小 (中 图 5.3- 

6), 可 将 这 个 想法 说 得 更 为 精确 。-， ， 
设 函 数 了 (z) 在 “二 上 的 某 个 邻 域内 以 及 在 去 二 自 身 这 一 点 上 有 定义 。 
如 果 对 于 每 一 个 小 的 ?>@， 总 可 法 寂 通 当 的 数 3e)>0， 使 对 jz 中 
3 有 |f(w) 一 f( 外 1 <s, 那 末 称 此 函数 在 连续 。 , 
这 个 命 命题 等 价 于 说 ， 极限 lin lim f(x) 存在 且 等 于 函数 值 人 7 lim 现下 和) 


= 
[ 例 】 7(z) -3m2 一 1 在 每 一 点 = 连续 。 首 先 假定 lz 一 上 | < 了 于 
是 15+ 丰 一 | 给 二 2- 和 1<2181+1。 由 此 得 到 ,对 于 
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图 5.3-6 连续 性 的 几何 儿 和 


12= <aentry 的 所 有 条 


TD- -CE)| 一 13z2 一 1 (3 D| 
一 81z2 一 部 | =8|v+e1 r= - 
‘33+D]z-t) < 
如 果 对 于 给 定 的 s> 0， 选取 So) 一 min[ s/E3C21é1 + DY, 那 就 证 得 
了 所 给 函数 的 连续 性 。 
。” 单 例 连续 性 ”如果 当 z- 痉 时 , 只 有 右 ( 或 只 有 左 ) 极 限 存在 并 且 等 于 
函数 值 f(E), 那 来 称 此 为 右 (或 左 ) 连 续 。 例 如 , f(%) 一 VE 在 z=0 右 连 
续 , 因为 lm VF ~0~}(0)。 如 果 肖 数 在 2 和 连续 , 那 末 它 胸 右 连续 又 


左 连续 。 道 定理 蛮 真 。 
”在 一 个 区 间 的 连续 性 ”所 谓 函 数 f(z) 在 一 个 区 间 连 续 , 是 指 它 在 该 
区 间 的 每 一 个 内 点 连续 , 并 且 如 果 这 区 问 是 左 (有 有) 财 的 请 那 未 本数 在 区 
向 端点 上 右 ( 左 ?连续 。 

例如 , 函数 (2) 一 3x? 一 1 在 每 -个 区 同 连 续 。 另 一 方面 函数 jz) 
一 1/(2 一 2 不 是 在 整个 区 间 1<*<5 上 连续 。 对 于 = 多 函数 不 连续 
在 这 一 点 不 存在 函数 信 。 

一 至 连续 性 从 数 f(z) ~3w? 一 1 的 例子 表明 ， 相应 于 给 定 >0 的 
3e) 通 常 依赖 于 二 的 值 。 如 果 一 个 函数 f(z)， 对 于 给 定 的 s> 0 可 选取 
单一 的 值 8%e) 使 对 一 个 区 间 的 所 看 志 保证 有 |f(z) 一 FE)1<s， 那 末 称 
此 函数 在 这 个 区 闻 一 臻 连续。 当 相 应 于 这 区 间 每 一 个 二 的 值 5 全 体 有 一 
个 正 的 下 限时 , 就 确实 存在 一 个 对 整个 区 间 有 效 的 值 6(s)。 例如 ， 函 数 
f(z) 30 一 1 是 在 2<z<5 区 间 . 上 一致 连 续 的 。 因 为 6(8,，6) 二 min 
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[ re > - 荔 , 使 8(e) 一 区 对 于 该 区 间 的 每 一 个 上 都 适合 。 另 


一 方面 , 函数 J(z) =tanz 在 区 间 0<x<w/3 连续 ,但 不 一 致 连续 。 对 于 
给 定 的 8>0, 8 越 接近 于 值 /2, 相应 的 6(5) 值 就 越 小 。 当 >m/2 时 ， 
值 8(6) 趋 于 零 。 下 面 的 定理 颇 为 一 般 。 

在 闭 区 间 [gb 上 上 连续 的 函数 了 (x 也 在 这 个 区 间 上 一 至 连续 。 

例如 了 f(z) 二 tanz 表明 ,区 间 闭 的 这 个 条 件 是 实质 性 的 。 

不 连续 点 点 z=， 了 (w) 不 在 这 点 上 函数 连续 , 就 称 这 点 为 不 连续 
点 。 在 这 一 点 上 , 或 者 不 存在 函数 值 或 者 不 存在 极限 ,或 者 两 者 存在 但 不 
相等 。 有 理 函 数 的 极点 就 是 不 连续 点 的 例子 ; 极点 已 在 工 . 第 5 章 讨论 过 。 

在 半 定 点 上 函数 形式 上 取 一 种 待定 型 。 例 如 ， 函 数 je) = (sin x)/z 
有 一 个 待定 点 在 > 一 0。 不过, 因为 当 *->0 时 左 极 限 与 右 极限 存在 且 等 于 
1, 所 以 可 以 考 虐 一 个 更 新 函数 *(z), 当 于 ?站 0 时 , 它 取信 (sinz)/x; 而 
当 w=0 时 它 取 极限 值 1。 于 是 了 *(z) 对 于 zs 一 0 是 连续 的 , 从 而 不 连续 性 已 
“ 移 去 ", 这 称 之 为 可 去 不 连续 性 。 函 数 Cw) 在 待定 点 2 一 和 的 不 连续 性 是 
可 去 的 ,如果 两 个 单 侧 极限 存在 ,有 限 且 相 等 : lm f(z) = lim yz) 一 Z。 


于 是 了 (z) 可 更 新 为 这 样 一 个 函数 : 当 zZE€ 时 了 "(7) 一 f(z); 当 2 一 上 时 
户 (一 一 它 在 z 一 连续 。 
如 果 有 理 函 数 P(Z)/q(z) 的 分 子 p(x) 与 分 母 9(z) 有 公 因 子 $ 一 zo， 
那 末 ?==xo 是 该 函数 的 一 个 待定 点 。 
1 | 如 果 pC2)==(% 一 520) p19), 9(02) 一 (7 
有 ai 一 加) 91， 其 中 pi 《20) 天 0，g1(%2) 
: 熔化 竺 0 而且 i>%， 那 未 2 是 一 个 可 去 不 
连续 点 。 更 新 函数 产 (o 在 z=zmm 连 
续 ， 当 z 关 mo 时 它 等 于 (Z 一 zo) 和 21 
te fo (z)/ai(x)， 而 当 2z 一 2 时 它 为 零 。 对 
. 于 i=h 不 连续 性 也 是 可 去 的 , 更 新 函 
. 图 5.3-7. 热 容量 五 作为 温度 。 ” 数 是 p1(2)/q1(2)。 然 而 ,对 于 i< 鸭 更 
t 的 函数 ,加 表示 熔化 点 新 函数 (2 一 加) 和 pi(2)/gi(D) 在 Y 一 
zo 点 有 CW 一 让 阶 极点 ,因此 不 连续 。 
跳跃 不 连续 性 。 在 跳跃 不 连续 点 上 ， 左 极限 与 右 极 限 是 彼此 不 
因而 盘 数 不 可 能 连续 


可 
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给 固体 提供 热量 以 升 高 它 的 温度 如 在 熔点 :一 和 如 上 它 的 热 容量 已 不 
是 温度 的 连续 通 数 , 因为 在 这 一 温度 上 , 熔化 了 的 物质 的 热 容 量 大 于 固体 
的 热 容 量 ( 见 图 5.3-7)。 
【 例 贡 ”函数 zc) 一 Aretan[l/(z 一 ce) 在 z=o 点 上 有 一 个 大 小 为 
w 的 跳跃 不 连续 性 ( 见 图 5.3-84)， 因为 
lim Are tan[1/(x—c)] = lim Arctans=— /2 


以 及 lim Arctan[1/(z~—o)]= lim Aretans=+w/26 
c+0 23+% 


. 一 IC 2¢ zt 
图 5.3-8a 有 限 跳跃 不 连续 点 图 5 3-85 无 限 跳跃 不 连续 
的 函数 图 形 点 的 函 赦 图 形 


【 例 2] 函数 fa) = el 在 点 z=c 上 有 无 限 不 连续 性 ( 见 图 5.3- 
8b), 因 为 lim eye 一 lim er=0 而 lim et-0~ lim d+%。 


【 例 3 前 数 (2) 一 1/cosz 在 点 mm/2+ hmr《k=0, 土 1， 圭 2,»…,) 上 
有 无 限 不 连续 性 ,对 于 偶数 双 它 从 十 c 到 一 ,对 于 奇数 它 从 一 到 
十 oo( 见 图 5.8-9)。 

振荡 不 连续 酒 数 。 函 数 Ho) -snGya 在 w=0 点 上 没有 定义 ， 从 而 
不 连续 。 如 果 取 定 一 个 正 数 6 无 论 怎样 小 , 在 区 间 一 6<z<<+6 内 总 存 
在 无 限 多 个 点 *=2/(zn); 即 1/x 一 wn/2, [> 2/(r6)] 具有 下 述 性 质 : 
对 于 =2%，ng 一 4% 十 1，n3 4% 十 38(% 是 整数 ) 函 数 gin(I/x)==sin wn/2 
取 值 0， 十 1， 一 1《 见 图 5.3-10)。% 越 大 或 者 说 x 越 车 近 于 零 ， 函 数 在 
+1 与 一 1 之 间 振荡 也 就 越 来 越 快 。 因此 当 z->0 时 这 个 函数 没有 极限 ; 
在 这 种 点 上 的 不 连续 性 是 不 司 移 去 的 。 另 一 方面 ， 丽 数 zain(J/z) 在 点 
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5.8-9 从 一 % 到 十 co 的 跳跃 图 5.3-10 ”振荡 不 连续 函数 
2 一 0 的 不 连续 性 是 可 去 的 , 因为 lm msingl/e) 一 =0。 因 布 当 zz0 时 
j*(z) 一 zsin(1/z); 产 (0) 一 0 就 是 zsin 1x) 的 一 个 连续 的 更 新 函数 
( 见 图 5.3-11)。 . 
连续 函数 的 几 个 定理 根 
据 极 限 运算 的 规则 ， 直 接 可 推 
出 下 面 的 定理 。 
在 gm 所 连续 的 两 个 画 数 
的 和 差 与 乘机 还 在 这 一 点 点 连 
续 。 信 。 倘若 在 加 = 分 分 如 不 为 替 。 
那 末 它们 们 的 商 也 是 连续 的 的 。 “ 
- 图 5.3-11 具 可 去 不 连续 性 的 氢 落 订 数 ”到 为 函数 9g(z) 0= 一 0 一 常数 
以及 h(x) =z 显然 是 处 外 连续 的 ， 所 以 从 这 个 定理 立即 知道 由 它们 用 四 
个 基本 运算 而 得 的 所 有 函数 是 连续 的 。 下 面 关 于 初等 函数 连续 性 的 前 两 
个 作 题 就 是 用 这 个 方式 证 明 的 。 
1 多项式 本 项 式 古 数 数 了 (2) ann Iv 十 15 十 qo 处 处 处 连续 。、 
“2. 有 理 函 上 款 罗 (Le 在 2 gCé) #0 汁 日 站 的 也 有 点 点 所 上 间 上 连续 。 
-3. 后 娄 2 (> 多 处 入 绕 。 和 


[ev 


SS 0 ORS 


5. OETA 


有 ta 是 整数 ) 连 续 ; 垣 数 0 站 有 EF 
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bm( 是 整数 ) 连 续 。 . 
“” 储 助 于 已 经 得 到 的 极限 lim av 推出 im 9 一 jim(o ae- 个 一 ak。 


0 一 以 “lim on Qf"1= a 于 是 指数 函数 连续 。 类 位 地 由 lim log vr 


一 logst(£>0; 5> 了) 得 出 对 数 函 数 的 连续 性 。 因 为 logsz = 一 logys% 所 
以 这 对 于 0<5<1 也 成 立 ， 于 是 对 可 采取 的 一 切 底 都 成 立 。 ， 

最 后 ， 因为 - Il ssinzslz| 所 以 Jin ein =0, 以 及 已 知 lm cosz 
4。 由 此 得 由 , 当 2>E 时 ， 
7 sinz=sin(£+%— i £) + 008E sin(e— se 

oosz 一 cos(E 十 2 一 后 一 cos5 cos(z 一 全 一 singgin(z 一 全 一 cosE。 
对 于 函数 banz 一 io/eosz 和 cot 一 cosz/ainr 的 连续 竹 , 只 + 需 排除 分 母 
的 零点 就 行 s 

反 涵 数 的 连续 性 。 作为 连续 的 三 角 本 数 的 反 函 数 ， 间 翅 数 Arcsin%， 
Arccosx, Arctan zx, 人 Arecot 也 是 连续 的 ， 因 为 下 述 定 理 为 去 
和 人 

相应 地 根 函 数 &/ 2 对 于 月 对 于 所 有 正 的 ”连续 ， 因为 它 是 2>0 0 时 函数 zw 
的 反 函 数 。 1 

。” 英 傅 古 孝 约 连 续 性 。- 役 9 一 7 Te] 是 二 个 复合 本数 它 的 内 画 数 
t=9(z) 在 点 z= 上 连续 , 而 它 的 外 函数 9 一 了 7 的 在 点 的 连 续 
是 复合 涛 数 g 二/ [9(z) 了 在 一 后 连续 汉 

过 续 本 要 的 性 天 过 二 员 娄 级 过 坊 。 - 0 


MA 


0 人 对 所 用 让 oe 的 2 和 te eh» 


p= 心 对 于 任意 一 个 正 数 ， 管 如 说 ae， 相应 有 适当 的 数 人 (81(6)) 
6a(ej， 债 对 12 一 和 不 6s(8) 的 所 有 加 有 .je(2) 一 pC)| 后 (8)s, 因而 ， 
对 于 任意 一 个 4>0, 可 以 选取 数 .C5)， 使 对 满足 |z 一 和 <5s(e) 的 所 有 
z 有 17[eCoJ 一 JEw(6) 了 |: <se。 .. 

““ 伴 助 于 这 个 定理 ， 可 以 论证 许 允 函数 的 连续 性 。 例如 ， 所 有 的 函数 
DC ,其 中 plz) 表示 一 个 多 项 式 ; 这 样 的 本 数 对 于 pCz) 之 0 的 所 有 
值 都 是 连续 的 , 因为 多 项 式 pC2) 对 所 有 的 ?连续 , 而 函数 六 对 所 有 的 
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#>0 连续 。 函 数 f(z) =eso” 处 处 连续 ， 因 为 =sinz 与 y=e! 是 处 外 连 
续 函 数 。 类 似 地 , 函数 Arctan(z2?)，cos(5z2 一 err+1)， gin(1/7x) (7 站 站 处 
处 连续 。 

连续 函数 的 性 质 ”在 一 区 间 连 续 的 函数 构成 一 个 函数 类 ， 具有 下 列 
重要 的 性 质 。 高 斯 以 及 与 他 同时 代 的 第 一 流 数学 家 们 把 这 些 性 质 看 作 显 
然 的 而 波 尔 查 诺 (1781~1848 年 ) 发 表 了 这 方面 的 第 一 个 证 明 。 


IAN A A A 


AAA 局 吕 有 及 全 全 全 祭司 几 丰 人 他 六 AAA 入 rew A A RRA NA 


这 个 定理 的 证 明 是 在 给 定 的 假设 下 用 区 间 套 来 达到 这 样 一 个 点 名 使 
f(é)=0。 

法 尔 查 诺 定理 是 求解 方程 的 许多 带 近 方法 的 基础 。 例如 ; 由 这 个 定 
理 得 出 , 奇 次 多 项 式 至 少 有 一 个 实 的 零点 ， 因 为 对 于 充分 大 的 名 值 , pCw) 
与 入 一 切 必 定 符号 相反 。 

下 列 命题 是 波 尔 查 诺 定理 的 推论 ; 

1. 在 一 个 区 间 了 司 了 工 中 无 震 点 和 必定 在 这 个 区 风 中 处 处 有 相 


人 ~~~ 


么 三 8 一 B(4 关 DB)) 逆 未 对 人 4 与 已 之 间 的 每 一 个 值 它 至 兴 取 到 一 次 
连续 函数 还 有 一 些 基本 性 质 ， 


~ 


了 


吉尔 斯 特 拉 斯 定理 ;. 。 在 前 区 间 上 连 继 的 范 数 ,在 这 个 区 间 上 有 界 ,在 
闭 区 间 上 连续 的 函数 , , 了 了 到 人 它 在 这 个 区 间 上 上 的 最 大 值 和 最 小 估 。 

”在 这 些 定理 郸 ， 区 区 间 为 闭 的 假设 不 能 省 略 。 例如 , 函数 1/z 在 区 间 
0O<z<1 连续 ， 这 个 区 间 是 左 开 的 ; 当 2 趋 近 于 0 时 , 它 取 的 值 越 来 越 大 ; 
它 是 无 界 的 。 仇 而 , 在 每 一 个 闭 区 间 a<z<la>0) 中 它 是 有 界 的 ; 1 

f(z) <1/a。 圳 尔 斯 特 拉 斯 定理 在 非 闭 的 区 洞 中 也 不 一 定 成 立 。 例 如 函数 


7 一 z 在 右 开 的 区 间 0<z< 寺 连续 , 但 闵 为 7 一 一 1, 所 以 在 这 区 间 
由 不 存 在 这 样 的 上 在 这 一 点 的 本 数值 大 于 所 有 鞭 他 点 上 的 秆 。 


6.1 荔 数 的 导数 .………………， 158 全 微分 os 182 
导数 的 定义 .ee 158 6.4 函数 的 极 值 ……………187 
导数 作为 一 个 画 数 ……]162 一 元 函数 的 极 什 187 
微分 中 值 定理 ………i…+164 -多 元 函数 的 极 值 ………195 
租 分 e166 6,65 对 平面 曲线 的 应 用 ……199 

6.2 微分 技巧 ……… 1 由 显 函 数 定 义 的 机 线 
典型 合成 要 的 导数 …167 讨论 ee 199 
特定 西数 的 导 教 ………175 ET 

6.8 多 元 汪 数 的 导数 … 179 曲率 , 渐 导线 和 渐 伸 线 …204 
函数 的 偏 导数 …. 9 特殊 曲线 e500 208 


微分 与 积分 合 起 来 带 称 为 微 积 分 ,, 是 高 等 分 析 的 基础 学 科 。 微分 学 
的 对 象 是 函数 , 它 的 方法 是 极限 值 的 研究 与 计算 。 它 的 主要 概念 , 即 函数 
ftw) 的 导数 , 是 了 Cz) 由 其 自 变量 变化 所 引起 反应 的 一 种 敏感 性 度量 。 许 
多 几何 问题 ， 诸 如 曲线 的 切线 鲜 率 或 曲线 的 曲率 计算 也 可 借助 于 微分 学 
来 解决 。 
因为 物理 学 中 量 之 间 的 关系 往往 可 用 连续 且 可 和 的 遍 数 来 表达 ， 所 
以 微分 学 就 能 在 自然 科学 及 技术 科学 中 用 数学 不 仅 表 示 状 态 而 且 表 示 过 

例如 车 s=7 信 描述 运动 质点 所 行距 离 。 对 时 间 # 的 依赖 关系 , 那 末 
这 个 函数 的 导数 代表 质点 的 瞬时 速度 。 作为 这 一 观念 的 拓 广 ,速度 的 概 
念 可 移植 到 其 他 一 些 情况 去 ， 其 中 时 间 仍 起 着 自 变量 的 作用 。。 由 此 可 以 
定义 槐 体 的 加 热 或 冷却 , 化 学 过 程 的 反应 速度 , 放射 过 程 的 衰变 率 ,以 及 
生物 机 体 的 生长 率 等 等 概念 并 进行 计算 。 对 于 数学 本 身 而 言 , 微分 学 的 
方法 与 结果 已 成 为 高 等 分 析 的 基础 。 许多 学 科 的 发 展 , 如 果木 研究 函数 
与 其 导数 之 间 的 关系 , 如 果 不 将 函数 展开 成 无 穷 级 数 , 如 果 不 处 捏 微分 方 
程 或 微分 几何 , 那 简 直 是 不 可 思议 的 。 . 

- 微 积 分 的 开端 可 以 追溯 到 16 世纪 末 ，' 它 的 理论 是 在 17 世纪 下 半 叶 
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由 某 布 尼 茨 (Glottfried Wilhelm Leibniz, 1646 一 1716 年 ) 与 牛顿 (Tsaae 
Newton, 1643~1737 年 ) 同 时 独立 地 作为 一 种 演算 ， 即 作为 一 种 容易 驾 
了 驶 的 方法 发 展 起 来 的 。 牛顿 是 由 研究 物理 问题 达到 微分 演算 的 ,而 莱 布 
尼 淡 则 是 从 切线 问题 人 手 的 。 牛顿 还 旱 在 1665 年 就 认识 到 微分 与 积分 
( 见 II. 第 7 章 ) 互 为 着 问题 。 


6.1 函数 的 导数 
为 了 分 析 一 列 火车 从 4 城 到 B 城 的 旅程 ,两 地 相距 54 一 a, 距离 -时 
间 图 ( 见 图 6.1-1) 可 作为 函数 
3 一 f(t) 的 图 形 ， 其 中 每 一 时 刻 二 
相应 有 火车 驶 过 的 距离 st。 火车 
在 时 刻 加 驶 离 4 城 ,在 时 刻 妇 刹 
车 , 因为 信号 8 出现 红 灯 , 但 火车 
并 没有 停 下 来 ， 因 为 信号 马上 变 
成 绿灯 。 通过 加 速 ， 火车 准时 到 
达 瑟 城 。 
, 行驶 距离 (gs sm) 对 所 花 时 
二 间 ( 加 一 志 ) 的 比率 (其 中 ?2 之 %)， 
和 是 速度 的 一 种 度量 。 在 图 示 的 铁 
6.1-1 火车 从 4 城 到 电 城 的 距离 。 路 时 刻 表 中 ,点 和 4 与 马 是 用 一 条 
-时 间 图 ， 8 莫 示 距离 ， + 表示 时 间 直线 连接 的 。 因 此 一 致 平均 速度 
为 5 一 (sp 一 3 及 /(t 一 如 )。 如 果 要 画 出 曲线 的 切线 平行 于 直线 4B, 那 来 根 
据 观 察 ， 在 时 刻 如 加 如 与 妇 ). 火 率 的 速度 是 v=5。 在 时 间 区 间 (to, 妇 ) 
与 (ta, ie) 中; 速度 0 增加, 在 (i9,: 友 ) 与 (hr 如 中 速度 减少 。u 越 大 , 曲线 
就 越 陆 。 在 点 (tw;31) 与 (16, 0) 基线 启 左 家 ,在 (如 ，s8》 与 (r,s7) 向 右 窒 。. 
“当然 ,必须 在 几何 上 将 这 些 命 是 一 个 一 个 弄 得 更 精确 , 但 根本 上 这 个 
天 精确 的 过 程 导致 关 于 函数 :一 /的 一 些 纯粹 分 析 全 是 :它们 不 用 引证 
几何 意义 全 都 成 立 。: 
.导数 的 定 兴 .，. ， 
函数 的 差 商 ， 如 果 在 入 卡尔 坐标 系 中 ， 曲线 是 本 区 5 的 图 形 ,， 
那 末 它 的 每 一 点 Ps 一 0 了 2 …) 有 坐标 各 与 名 =Fc)， 其 中 因 属 
于 这 个 函数 的 定义 域 ( 风 图 6.1-2), 于 是 可 构 威 差分 ,如 4 妈 一 m1 一 w= 与 
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图 6.1-2 其 线 在 点 Pi 的 斜率 
dy =Y1 ~ = 一 co) = fro Ar) — f(r0) 
=f (zo+h) —f (0), | | 
以 及 它们 的 商 4 dz， 对 于 富 关 zo 这 个 商 是 一 有 限 信 。 它 称 为 差 高 ， 几 向 
上 表示 过 点 Po(xo， 名 ) 与 :Pi(21,: 殷 ) 的 直线 斜率 tania, 土 述 直线 是 曲线 
的 一 条 制 线 。 这 里 w 是 从 正 y 轴 按 正 向 转 到 割 线 的 角度 。 


沁 - = = RAC AC (21) 一 (oo tA = (wo) 


Taw Yo 


Fe th —f 0) tna 
‘hh ° 


差 商 经 常 有 用 ,例如 , 在 数值 数学 中 用 作 均 关 , 站 物理 中 用 作 平均 如 
度 或 平均 温度 袖 度 。 

导数 ”如果 点 Polzws go 保持 图 定 , 而 点 (zx， 的) 沿 井 线 朝 着 点 P。 
移动 , 那天 线 改变 着 它们 的 位 置 及 关 商 , 因而 角 «改变 着 它们 的 值 。 如 
果 当 0 时 , 差 商 愉 / 如 趋 于 一 个 极限 ， 这 个 极限 就 称 做 函数 y=f (2) 
在 点 m 的 导数 ( 找 】 ，。 于 是 这 个 函数 的 旧 绞 在 点 Few 遇 有 末世 
线 , 它 的 位 置 由 角 a 的 袖 限 9 所 确定 , 即 由 

如 委 -( 匠 -ee 

所 给 定 。 导数 也 可 记 为 (mo) 或 六 aC 读 成: 处 的 了 一 扳 , 在 点 的 
或 者 当 %= 有 时 的 锚 比 d9)。* 

从 极限 讨论 ( 见 开 , 第 5 章 ) 中 得 出 , 左右 级 限 应 当 彼此 相等 。! 


在 点 zo 的 导数 


f(z0) = = lim Ay lim -Yr Yo 


Lo-0 ant， Tn— To 


= lim 二 ax jim 
Tao Wn — Xo dan>0 


Jo 十 40) 一 Jo) 
LT 


= lim 
h»0 


了 (oo 十 由 一 Fo) 
h 


联系 到 火车 从 4 城 到 B 城 的 旅程 分 析 得 出 ， 函 数 ss() 的 曲线 凡 
是 这 样 的 时 刻 + 就 有 切线 , 在 这 些 点 上 存在 极限 
导数 虽 给 出 明 时 速度 , 而 昭 线 单调 上 升 ， 因 为 p 总 大 于 0。 车 在 茶 个 区 
间 中 9 总 小 于 0 那 林 昌 线 将 单调 下 降 ( 见 图 6.1-3)。 


人 <9p<90"，tanp>0 一 890"<P<0" taap<0 
图 6.1-3 递增 函数 与 递减 函数 
六 we 二 2 各 王政 可 毕 : 当 且 仅 当头 商 的 友 弘 展 与 硕 民 不 不具 相 


© 


” ”如果 务 数 归 f(x) 在 点 x 一 x 可 微 , 屠 末 它 也 也 在 该 点 连续 。 

因此 , 连续 怪 是 可 微 性 的 一 个 必要 条 件 , 但 不 是 区 分 条 件 。 有 -- 些 函 
数 《 见 倒 3, 4 5) 在 某 个 点 连续 位 不 可 微 。. 波 尔 查 诺 第 一 个 给 出 了 在 一 
个 区 间 上 函数 处 处 连续 , 但 处 处 不 可 微 的 例子 。 

[ 例 攻 函数 y= 人? 在 点 z=z0 有 导数 2m。 对 于 不 为 零 的 如 值 , 差 
商 可 加 以 整理 并 约 简 为 
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Ny Gro+4r): 一 坟 B+ 2rodr+ (Me)T 2 
有 re Lp 也 
-各 Ga 二 如 -am+4m。 


当 d 如 一 0 时 ， 这 个 裘 达 式 收敛 于 极限 tn 一 一 200o 
【 例 人 ”对 于 自由 落体 ,距离 -时 间 函 数 s=D = OAD 关于 时 
间 # 的 向 分 给 出 六 朗 Ui-to 二 9io; 因为 
Ls_ (g/2) 人 + 人 一 《g/ 2 让 


4 
~ gg/ 


lim 华 = lim im (gh + (9/2) hs) =0too 


. 4330 - 站 
【 例 3] 函数 y= z 在 点 Y=0 不 可 微 ( 见 图 6.140)。 当 如 一 0 
时 差 商 . . 、 | 
(0418-0U3 (za -1 1 
Zr dz ,x (Lr 
并 不 趋 于 有 限 极限 7 而 是 超出 一 切 界限 地 增 大 或 者 说 趋 于 无 穷 大 。 通 数 
y 一 以 5 的 曲线 在 点 zx 一 0 9 的 切线 加 直 于 2 轴 。 : 


图 6.1-4 函数 %g 一 久 2 图 形 图 6.1-5 函数 ora 图 形 
[ 例 私 ”函数 多 ele-2 在 点 2 天 但 在 该 点 尔 疝 微 ( 见 图 


6.1-5) 。 它 的 差 商 是 
Ly BR+dz-21 — pl2-2! et _1 
Ar A A 


按 dw 的 符号 它 趋 于 十 1 或 一 1。 在 这 个 点 (2, 力 ,曲线 有 两 条 切线 > 
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【 例 5] 在 点 z= 0, 函数 9=z8/23 仅仅 右 便 可 微 , 因为 负 的 横 淮 标 
不 属于 它 的 定义 域 。 在 一 0， 它 的 右 导 数值 为 零 , 因为 
by _ (1f2) (0+ Am)%2— (1/2) .0812 
d4z 


从 而 im (1/2) (4 12 一 0。 


导数 作为 一 个 函 教 | 

如 果 函 数 y 一 f(x) 的 导数 在 区 间 zo<w<w1 的 所 有 点 都 存在 , 那 未 函 
数 在 整个 区 间 可 机 。 对 于 这 区 间 的 每 一 个 值 ?， 对 应 有 遂 数 在 点 xz 的 导 
数 所 (2); 于 是 ,了 '(z) 是 2 的 一 个 函数 , 即 导 十 数 或 导数 。 

【 例 】 对 于 所 有 的 值 > 函数 y 一 oe 有 导数 多 =2r。 在 点 。 i 一 8 与 
一 一 2 它 分 别 有 值 一 6 与 级 二 4。 

高 阶 导数 ”函数 y 一 (2) 的 导数 一 "(zp) 是 z 的 一 个 函数 假定 它 
又 是 可 微 的 , 如 初等 函数 就 几乎 总 Ce 那 末 这 一 阶 导数 的 导数 就 


称 做 二 阶 和 导数, 记 为 "~J"(o) 到 共 《 读 成 ; y 两 抠 ， 在 > 点 /两 撤 或 


者 4 两 次 y 比 dx 平方 )。 同 悍 ， 可 有 三 附加 及,n 阶 导 数 。 象 “存在 入 阶 
导数 ”或 “任意 Y 次 可 微 “等 等 说 法 就 是 在 这 种 意义 下 理解 的 。 
下 列 例子 可 用 II. 6.2 导出 的 规则 计算 。 : 

[人 1 y=f (7) 二 xm- 5%3/6+ +6g+ 
Y= (7) +27 5587/F 9 4 5; 
Y=f"(0) = 4 6r2— r+ 2; ， 
gj 二 jw) 一 60z? 十 12z 一 5 罗 i 

yy =f frr) = (2) =120r + 12; 
=f 50) =120 
-ao ~0, 


[2] y=fCr) = 本 ; yf 2z 

~ -DE { GB- ， 
Wd i pir .i123(w+1). i 
YD TD 


例 3] y=f(z)=sinw; 到- 


Sin % = 00S %; 
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dy 0 gin zy 一 一 Bin £; 


dm? dx? . 
; et i. oo。 
所 有 这 些 都 是 住 意 次 可 微 的 函数 例子 。 


【例句 ”从 自由 落体 的 距离 -时 间 规 律 一 (g/) 如 通过 微分 得 到 
s' 一 gt 与 3" 一 g, 这 里 g 是 一 个 常数 ， 即 重 力 加 速度 。 因此 自由 落体 是 一 
个 等 加 速 运动 。 


物理 上 ，s" 一 -3 记 为 速度 s/ 一 页 的 导数 ， 也 就 是 加 速度 。 在 前 面 


描述 的 火车 从 4 城 到 已 城 | 一 
的 旅程 例子 中 , : 可 以 推算 由 
火车 加 速 的 都 些 时 间 区 榈 。 
在 这 些 区 各 中 . ， Zz 轴 与 切线 
之 间 的 夹 角 pgp， 从 而 其 正切 
是 递增 的 (s”>0); 它们 是 区 
间 加 到 加 与 妇 到 如 。 然而 ， 
在 区 闻 弗 到 机 与 妇 到 如 来 
角 ? 逐 汤 变 小 : 火车 减速 -: 
(s”<0), 
在 图 6.1-6 中 ， 池 数 曲 图 6.1-6 函数 基线 及 其 导出 此 线 
线 及 其 导 苑 各 纵 相 当 于 本 的 歼 全 表 
y=f (7 =0,173 ~ 00.6 -1,5r+5.6; 
yf (es) =053w3- 一 1.25 一 1.5; 


多 


~ a 


rf) 0,627 1.2 i 
六 


3 = ff" (2) 0. 6。 . | 站 网 1 - ~ 
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图 解 微分 法 ”由 函数 y= 了 (%) 给 定 曲线 的 在 点 了 的 导数 是 读 点 切 
线 上 与 +zx 轴 夹 角 g 的 切线 函数 值 。 如 果 过 点 4( 一 1, .0) 平 行 于 这 条 切 
线 的 线 六 与 y 轴 相交 在 点 B, 那 未 tarp=|0B|/|40| =y'( 见 图 6.1-7)。 
点 卫 的 切线 方向 可 用 镜 尺 来 确定 ( 见 图 6.1-8)。 尺 的 平面 镜 与 图 形 平面 
成 直角 .曲线 的 可 见 部 分 要 没有 一 点 纽 结 地 过 湾 到 它 的 镜 象 那里 去 ; 只 有 
当 镜 尺 与 曲线 在 点 乙 相 交 成 直角 才 可 能 。 过 书 点 垂直 于 这 一 曲线 的 法 
线 的 直线 就 是 切线 i。 


图 6.1-7 图 解 微分 法 图 6.1-8 镜 尺 


在 更 为 复杂 的 工具 中 , 镜 尺 附 加 了 一 个 角 刻 度 , 切线 的 方位 角 可 直接 
读 出 。 在 另 一 式样 即 估 分 图 解 中 , 附 有 一 个 笔录 器 , 它 画 出 给 定 曲线 的 导 
出 曲线 。 

微分 中 信 定 理 

中 值 定理 ” 差 商 [7() 一/(G)]/@@ 一 由 给 出 过 筑 坐标 z=a 与 = 
昌 虑 市 线 的 儿 率 。 如 果 由 曲线 所 表示 的 函 教 %~~/(z) 在 从 4 到 的 区 间 
yp) ”内 可 微 ， 那 未 在 此 区 间 内 至 少 存在 一 

x 点 总 使 曲线 在 该 点 的 切线 平行 于 着 
八 。 线 。 两 者 具有 相同 的 斜率 , 亦 即 ， 
MAA OA 
| ”如 果 将 值 4 与 5 记 为 = 与 5=z+ 


” ” 那 末 可 表达 成 形式 =z+8h， 其 
图 6.1-9 微分 中 值 定理 中 驴 是 小 于 1 的 正 数 ， 0<#<1( 见 图 
6. 1-9)。 于 是 ,中 值 定理 具有 形式 : 

Le (2) =r(z+1), 其 中 0<9<1。 
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中 值 定理 ， 如 果 潍 数 妇 f(z) 在 闭 区 间 a<*<<b 上 连续 且 在 开 区 间 

< 内 可 组 , 那 宋 在 此 区 问 内 部 至 少 存在 一 个 中 间 信 吉 (中 值 ), 使 得 
[FG) fC) 1/ a) EY， 其 =f'(€)， 其 中 中 a<E<b。 

借助 于 中 信和 定理 可 以 进行 数值 计算 例如 ， 从 已 知 的 邻近 估 来 估计 一 
个 函数 值 。 

【 例 】 从 f(x) =1ln 690=6.53669， 可 确定 f(z 十 及 =In 691 到 五 位 
小 数 。 由 了 (zw 二 加 一 了 (2) 十 zf (ez 上 8 可知， 用 PC 上 33 间 是 加 到 Fo) = 
jn 690 土 的 增 量 。 因为 = 690 拟 及 xz 二 =691, 由 此 得 出 天 = 二 又 因为 
了 (9) 一 -外 Inz=J/z， 所 以 增 量 是 1-17(z+9) 一 1/(690+6)， 它 介 了 于 


1/6000. 0014492.. “与 14/691 一 0,0014471.… 之 词 。 取 五 位 小 数 ， 这 两 个 
数 都 有 值 0. 00145。 因 此 得 到 ln 691= 6.53669 +0.00145 =6.53814, 

罗 尔 定理 、 如 果 在 中 值 定理 中 
函数 值 (a) 与 了 (5) 相等 , 那 末 存 
在 <#< 的 一 个 值 名 使 得 户 (6) 
=0 也 就 是 ， 在 这 个 区 间 内 存在 
一 条 切线 平行 于 z 轴 。 在 以 罗 尔 ，. 
(Michel Rolie,16523 必 .4719 年 ) 命 各 一 
的 定理 中 《 见 图 6.1-10) 设 了 附加 . 
条 件 f(a) = 了 (@)。 

罗 尔 密 理 ,如果 画 数 和 二 f(z) 在 闭 区 间 e<x< 上 连续 又 竹 开 区 间 
4<z<5 内 可 租 , 而 县 如 果 /CC) ~/(5)， 部 末 在 这 区 问 内 部 芭 必 在 在 
个 中 间 什 吉 使 得 扩 姑 ) 一 0, 其 中 <E<B。 、 

”广义 中 值 定理 为 完 站 起 在 芝 旦 说 下 中 人 定理 的 车 广 它 在 
许多 方面 有 用 : 

-如果 两 个 函数 ,了 (z) 与 g(z) 在 闭 区 间 as a<w<b 上 连续 ,在 开 区 间 a< 
<5 内 可 代 , 而 有 各 果 在 这 区 阅 内 9 /人 @) 闻 0;， 那 未 在 人 ,于 末 在 区 问 的 内 部 于 少 


图 6.1-10 风 尔 定 再 的 几 介 条 


伍 仁 得 5S 信 全 J 人) /Lg 9) = 


中 a<é<bo 

中 值 定理 的 推论 如 果 在 某 个 区 闻 的 所 有 点 函数 的 导数 都 是 零 ， 而 
且 z1<% 是 这 样 的 两 个 点 ， 那 末 户 ( 人 一 [oa -ca 一人) =0, 
或 了 (za) 一 Jo 。 这 函数 是 一 个 常 函数 。 . 
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在 姜 个 区 间 内 可 向 的 卫 教 县 其 导数 户 (z7 在 《在 此 区 间 上 内 处 处 为 案 - 则 这 
个 函数 在 该 区 闻 内 内 是 常数 。. 
“如果 函数 史 ( 人 与 玫 ( 的 导数 在 一 个 区 间 内 有 相同 的 信 ， 那 末 f (0) 
一 (4) 一 由 (mw) 的 导数 恒 为 零 , 所 以 了 (z) 是 一 个 常数 。 
两 个 溃 数 在 一 个 区 间 内 可 微 县 其 导数 相等 ， 得 朋友 六 企画 
数 只 相 盖 一 企 加 4 性 常数 。 ， 
“直观 上 已 得 的 定理 ， 在 区 间 4a<z<b 内 如 果 函 数 f(z) 的 导数 是 正 
_ 的 , 则 该 函数 在 该 区 间 递 增 ; 如 果 它 的 导数 是 负 的 , 则 函数 递减 , 这 个 定理 
可 借助 于 中 值 定理 严格 地 证 明 。 
微分 
冰 数 的 微分 “对 平 柑 一 个 区 闻 可 微 的 函数 子 (z)， 在 点 zo 的 差 商 与 
导数 之 差 是 血 的 一 个 函数 op(d)。 从 [fi 加) 一 Fo]/4z 一 Pen) 
=9(4z) 知道 , 函数 的 增 量 给 定 为 必 = 太 oo+40 一 /(zo 一 PC5) 一 如 
+9(4)'A4v。 它 由 两 部 分 组 成 一 部 分 是 了 (vo) “dx, 它 关于 如 线性 且 
当 4z->0 时 它 正比 于 4z 而 趋 于 零 ; 还 有 一 部 分 是 p(4m) .4z, 当 Le->0 时 
它 要 比 如“ 更 高 阶 "地 赵 于 零 。 增 量 必 的 线性 部 分 称 做 在 点 mo 函 教 的 
珍 分 ， 让 激光 -Go ~ 搬 (0)dw。 量 如 一 如 称 做 自 变 量 的 微分 。， 


dy = (20) :dz 


[ 例 】 函数 y=f(z) 二 2 在 
二 ”的 微分 是 dy 一 220+dz。 
Tt 二 Te > 引进 微分 概念 之 后 , 导数 “dg 

比 tr” 可 以 表示 为 两 个 有 限量 的 

册 商 "zy 除 ar。 
/2 B: 在 几何 解释 中 ( 见 图 6.1-11)， 
点 Po[zo, fF (x8) 与 PiExo+ de, 
了 (zo 十 4w)] 位 于 防 数 y 一 f(s) 的 
a “直线 上 上。 如果 相应 于 增 一 de 的 
图 6.1-11 省 数 的 微分 增 量 如]BPi| 被 点 Po 的 基线 
切线 想 裁 于 点 TT， 那 未 1RT1 6y 就 是 微分 。 显 然 ， 机 坐标 增 量 Az 一 dx 
越 小 ,, %y 对 如 的 逼近 就 越 好 。 因此 切线 可 以 看 作 虽 线 的 局 部 过 程 的 和 

征 。 
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函数 y==23/10 的 图 形 是 各 别 点 止 画 出 切线 的 包 络 《 见 图 6.1-12)。 

近似 4gsdgy 在 近似 .. ， 
计算 中 利用 这 样 的 事实 ， 对， 
于 小 的 |dz| = |dzj 在 点 mm 
沿 邻 域内 范 数 的 增 量 4 可 -， 
由 函数 在 该 点 的 微分 加 来 
代替 而 具有 良好 的 精确 度 ; ， 
通 近 恕 zdy 有 效 。 对 于 在 加 
和 一 0 的 邻 域 内 的 函数 ysin dy=sin 4z 一 sin 0 ~gin 如一 sin do 
YY —cos 0.dz=du， 本 而 近似 分 sin dr 成 立 , 或 者 对 于 小 的 为 将 
及 代 dz 就 有 sinhryh。 | 

有 时 微分 被 称 为 无 小 。 这 是 一 个 不 精 痪 是 容易 误解 的 说 法 因为 
自始至终 考虑 的 是 有 限 的 非 零 二 ，5 只 不 过 对 于 所 考虑 的 问题 选 取得 充分 
地 小 , 足以 符合 要 求 的 准确 度 而 已 。 :， ， 

高 阶 微分 设 函数 yf (z)n 次 可 徽 4p> 1 于 是 它 的 一 阶 很 分 最 
一 站 (zw)dw 是 4 的 可 微 函数 ,具有 导数 (dy)" 二 ”Cw) (dz)2 因为 呀 与 z 无 
疾 所 以 在 微分 时 应 作为 常数 田子 处 至。 ay 的 被 分 称 做 二 价 币 分 并 记 为 
dy( 污 成 : 4 二 次 幼 。 同 理 可 以 形成 三 阶 微分 ,Gy 一 dady) 一 PCz) (dz) 六 
等 和 四 

内 ," 障 扩 分 


图 6.1-12 方程 y=—22/10 的 曲线 切线 


Gy ~d(dy) =f" (2) (dz)? 
~ dy dd ly) = (e) (dam 


由 这 外 定义 ， 函 数 y=f(z) 的 # 阶 导数 也 可 以 写成 两 个 签 分 的 商 : 
fw) =dry/dz( 读 成 : dn 次 y 比 dz n 次 方 )。 i 


.6.2 微分 技巧 


在 导数 定义 的 基础 上 ,在 一 个 区 数 的 微分 过 各 中 必须 采取 如 下 名 步 
构成 差 商 , 适当 整理 , 然后 求 出 它 的 极限 。 不 过 常常 利用 典型 合成 函数 与 
特殊 函数 导数 的 一 艇 公式 更 快 地 得 到 结果 。; 然 而 为 了 证 明 这 些 公式 ,一 
般 地 说 来 , 必须 遵循 上 面 描述 的 各 步 。 

典型 合成 函数 的 导数 
带 有 常数 因子 柔 积 的 导数 ”如 果 y 一 cf (zw)， 其 中 因子 是 一 个 党 
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数 ， 那 未 因子 e 可 以 取 在 差 商 的 外 面 ， 如 /4z=c(41(z)V/4z)。 只 是 如 果 
量 <“ 趋 于 极限 oo 的 话 , 那 来 cao 是 cx 的 极限 。 


因子 法 则 二 [oy]=o| 艺 7] 


【 例 】 yy 一 6a2， y=6.2r0=12r; y= finw, Y= 8 . 
2 一 (3/3)z3, y'= 人 .3z2 一 202; 
; 1- 
WD, YF 
和 的 导数 和 了 (2) =xw(z) 十 (的 差 商 可 整理 如 下 : 
dy [wz 十 Le) 十 po(2 十 Lo) ]— [2) 二 22 
ka dz 


Lr+ Ay) Wp) 2f2 二 dp) 一 2) 


Ar dr 
因为 和 的 极限 等 于 极限 的 和 , 由 此 得 出 - 
lim 忽 =w Cr) +o CD 


Ade»0 


在 这 种 求 导 中 ,和 式 的 每 一 个 元 素 可 能 又 是 一 个 和 ; 了 是 定理 对 于 有 限 
多 项 的 和 同样 成 立 。 
有 限 个 函数 之 和 的 导数 等 于 各 别 函 数 之 导数 的 和 。 
该 法 则 对 于 差 也 成 立 ， 因为 减 去 二 个 函数 可 以 看 作 加 上 同一 个 函数 
乘 以 常数 因子 (一 人 D。 
积 的 导数 ” 积 y=f(《2) 一 wz) "w(Y) 的 差 商 可 整理 如 下 : 
UT A) VC 二 42) 一 LODU(Z 十 人 如) 十 VD 二 Mo] 一 WOW》 
dz 


-zt 的 wx) wot do) 二 wa) 。 ac+ 人- -oo 


极限 运算 可 与 加 了 以 及 乘法 运算 交换 , 于 是 ， 次 导 红 结 册 为 
了 (on = (2 GD 二 UDC 
对 于 三 个 因子 


(viv203) = (V109) V8 + V1030% =ViV09v03 + Wiivs + VDE 
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(0) wv 


2 一 new1; 是 正 整数 


这 个 法 则 可 用 归纳 法 推广 到 个 因子 ,在 特殊 情况 下 , 当 每 个 因子 部 
等 于 xz 时 , 由 此 得 出 (z9' 一 二 oo 二 1 十 一 War it。 借助 于 和 、 积 与 
守法 则 , 每 一 个 多 项 式 函 数 都 可 以 微分 。 

于 次 多 项 式 函数 的 每 数 是 一 个 2- 工 次 多 项 式 函 数 。 

{ 价 1] -yy 一 (382 一 5 二 6)(4z2T3z 一 7 =u . 

y=(62—5) (4z2 二 37 一 7) 十 (8z 士 3) (3z2 一 5z 十 5) 

=w ‘bv “i | 

Y' ~—48r3— 88x? 一 2dz 上 53。 
如 果 首 先进 行 科 法 ,给 出 =122t "112 — 122 +53z— 42, 然后 和 用 和 法 
则 微分 , 那 末 得 出 相同 的 结果 。 

因果 达 有 理 肖 数 ,如 想起 于 数 作 为 和 式 中 的 项 或 作为 因 子 岂 现 , 那 末 
必须 利用 下 面 将 要 导出 的 一 些 导数 。 

_[【 例 2]】 y=22'sinz, y'~=22 sin x+2? cos%, 

[ 例 3】 yy 一 好 ,mm 六 y=27In gt (fx) -zlnz+DJ; 

Yl Gmztl) +t/7) = 2 z+3 
【信和 y= sin 2 oo8 =Wvw; 
| ‘=WoW HWW HUY | 
=I. ‘Sinz eos 22 608 2 CO8 42 Sin zsC— ein a) 
y =sin ycos r+rceos ra " | 

商 的 导数 “在 商 一 f(z) =-w 人 Doca)，w(o) 地 0 可 微 的 假设 下 ， 它 

的 导数 可 由 积 法 则 导出 。 由 y=%/v 得 出 yov= 刀 或 w= 0+yo'。 于 是 ， 
y'= 1/ yo) = (VOU ~ 2 


一 [ee 一 wo']/oa。 ， 


2 


) 一 


人 7 


- 不 难 证 明 , 如 同 积 的 情况 那样 从 -和 出发， 两 个 可 微 数 的 商 确实 是 


可 微 的 。 
由 商法 则 可 以 建立 对 于 9 一 x? 当 负 整 指数 即 %= 一 wm， 沪 为 正 时 的 
导数 公式 。 因 为 g 一 "二 1/z", 令 ww 二] v=2m 进而 得 到 : 


0 一 om . 。 . 
y= Mr 二 me pnt 


Xam 


-一 ny-1, 为 负 整数 。 


f 例 切 在 函数 y 一 中 由 取 "an -5 b+2。 因为 Ww 一 
6z 和 也 一 4o2, 得 
， 6r(o4-2 - 4za(3z3 一 5) 2x(6-H10z2 一 3zq 
I 
人 [ 例 习 下 取 w= 避 和 w= 以-1。 因 为 一 3 


和 22 得 
,32(w2—1) — 2 _ (2 3). 
SD De 
为 了 求 二 阶 导数 ， 应 取 z& 一 到 ~ 3m 与 0 二 (zw? 一 1)2。 因 为 Ww 一 4? 二 6z 与 
坟 一 42( 妈 一 必得 加 
(dm — G63) (2 — DD)?— 4 (22— 1) (xt— 3z2) ”2Bz(z3 十 3) 
DD 
[网 3】 函数 y= 全 一 攻 的 导数 ， 由 咎 于 wots， vw 


Vo ,所 以 和 到 
__(1- tan?) eos?z+ (1+tan 2) /coS? 人 
(1— tanw)” 、 
， 2 : | 2 
oPrd~tanz)’ 1l-sinax° 
链 式 法 则 ”如 前 所 述 ( 见 工 .第 5 章 )，%=JL9(z)] 是 一 个 复合 函数 ， 
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这 个 复合 函数 的 定义 城 由 这 样 的 > 值 组 成 ,对 于 这 些 mn 函数 +-9 (2) 的 
值 + 属于 函数 y 一 了) 的 定义 城 . 差 商 可 代为 玫 = 从 ,和 芝 。 如 果 函 数 = 
9() 在 点 可 敏 ,于 是 -他 一 '(E) 存在 ， 再 如 果 图 数 4 一 /KGD) 在 点 7= 
9(C) 有 导数 绪 一 了 (r)， 那 末 复 合 西 数 y=J[p(2)] 在 点 也 可 微 。 得 
ep 
dp de 


dz dt dr dz 
或 zeGD]=PGDwGD， 
其 中 ti=p(7)。 


这 个 证 明 只 有 当 4 六 0 时 才 有 效 ,不 过 结 守 果 总 是 成 立 的 。 


gy 多 ,全 
dr Aat 


链 式 法 则 


= Wo) 


[ 例 1] 函数 图 = (3z2 二 5) 具有 形式 g=7(O 一 克基 中 tp(2) ~ 
3z 十 5。 由 链 式 法 则 可 得 
/天 Go—4(32+ 8) 64 24 (8s +6) 


[ 例 2] .在 肖 数 y 二 MV 5x* 一 7z+8 中 ， yf = 12 且 tp() = 
5 —72+8, 生出 
[网 3] ay- 有 求 得 


De 条 . 名 cos2%. 2 一 3cos2r。 


了 例 41. 为 了 微分 匡 数 yasin wa ,必须 使 用 能 式 法 则 才干 
次 。 令 y=f0 =Int, t=9(% =sin dw, k= VT 以 及 w=@+bwl 
,Ad dp ay do 1 


,1 
Yd i ed . 
. 1 一 一 一 一 b _Deot V ate 。 
oy 十 . - 
rn ° ats 2V orb 


对 数 微 分 法 在 某 旦 情 讽 下 , 不 微分 给 定 函数 %g= jiz)， 而 微分 它 的 
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具 估 对 数 和 了 0) 要 方便 ， 由 链 式 法 则 给 出 
和 my@-7 闸 : 划 J@ 或 J=TGO 全 myjo。 


77 全 下 7 


【 例 1) 对 于 正 的 2 值 ， 函数 9 一 2 的 自然 对 数 是 ln 22 一 0 lh zo 由 
积 法 则 给 出 - 乞 In ze 一 1,In z+ 之。 于 是 ,给 定 函 数 的 导数 是 y =z7 (nz 
十 了 。 

【 例 3] 对 于 正 的 2 值 , 函数 yx1V* 有 导数 

Y = 入 (in v1/0) 一 ZU 全 ， Inz) 一 Mo, 一 一 一 ts 
=wi-22/s (1 —In 2)。 

【 例 3] 函数 y=z"[p(o)Ym]sin? ww 有 三 个 因子 。 它 的 自然 对 数 是 

Iny=nln x+1/m*in gp(z)++21n ginz, 其 导数 是 
总 mg 一 六 2 十 -2cos2 


ImpD() sinz 
由 此 得到 给 定 函数 的 导 才 
zn [gp (2) Um Sin? | + 2 十 2cotz |。 

[ 例 急 对 于 y= (sin xz) 得 到 

y=(sinx)* (nginz-+ scosr/sinz) = (sin x)*(lnsinz+2z cotr)o 

互 为 反 函 数 的 导数 ”如 果 函 数 y 一 f(z) 在 区 间 a<x<5 内 单调 且 连 
续 ， 对 于 该 区 间 的 每 个 > 具有 有 限 的 非 零 导数 疡 4， 那 末 4 一 /cz) 的 反 
函数 ?一 p() 在 对 应 的 4 区 间 也 可 微 , 且 户 (9 Gy) 一 1。 


如 


- 反 函 数 法 则 p'(y) = -1/ 漠 - 


7 名 -1/ 沁 
根据 候 定 使 在 两 个 差 商 4z/dy 与 W/4z 中 如 与 如 有 相同 的 值 ， 所 以 
龟 . 旬 =1 各 可 全 如 忽 =7( 存 在 且 不 为 零 , 因此 极限 ji 人 
同样 存在 且 有 值 二 二。 为 了 作 几 何 解 和 ,在 sp) 中 交换 诡 元 于 是 


曲线 y=p((z) 是 作为 曲线 y= 了 (%) 关于 坐标 系 的 对 称 线 %=y 取 镜 象 而 


Tm 


T LT 
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得 。 如 果 曲 线 y=f (7) 的 切线 与 +2 轴 的 交角 为 mw 那 末了 曲线 y 一 2 (的 
对 应 切线 与 +4 轴 的 交角 也 是 w 亦 即 与 十 2 轴 的 交角 为 6=m/2-“。 而 
对 于 余 角 有 tan a'tan B= 或 六 GD 7 (2 一 长 见 图 6.2-。 


4 一 0 ( 功 


图 6.2-2 函数 4 一 达 与 4% 一 以 图 
图 6.2-1 互 为 反 函 数 的 曲线 斜 府 、 形 , 它们 的 反 函 数 在 % 二 0 不 可 微 

如 果 在 一 个 区 间 疡 (四 三 0 那 末 函数 f(z) 在 这 个 区 间 肯 定 没 有 反 函 
数 , 因为 在 此 情况 下 , y 单独 一 个 值 对 应 于 在 该 区 间 所 有 的 > 值 。 但 如 果 
只 对 该 区 间 的 个 别 点 办 才 有 卢 (z) =0， 在 这 些 点 相应 于 函数 jz) 的 反 
渗 数 z=gp 扩 又 是 确定 的 , 那 末 因为 (区 单调 ,了 '(z) 在 通过 这 些 点 m4 时 
不 变 号 。 另 一 方面 ,如果 六 (zm) 一 0 且 7(w) 在 点 ma 的 某 个 邻 域内 总 是 同 
号 , 那 末了 (z) 在 这 个 邻 域内 肯定 有 反 函数 , 但 反 函 数 在 点 24 不 可 微 ; 例 
如 , 函数 y= 人 在 点 %=0 就 是 这 种 情况 ( 见 图 6.2-2)。 . 

反 色 数 的 微分 法 则 用 于 当 一 个 函数 的 反 函 数 的 导数 为 已 知 时 求 这 个 
通 数 的 导数 ; 例如 求 对 数 函 数 、 圆 函数 以 及 反 双 曲 函数 的 导数 。 

参数 形式 的 函数 微分 法 ”函数 y 一 f(z) 的 参数 表示 给 定 为 8 一 ?全 
与 y= 小 (从 。 于 是 也 可 将 y 表 示 成 参数 的 复合 函数 % 一 [op( 的 ]， 而 链 
式微 分 法 则 产生 并 - 纪 .. 纯 。 在 这 个 计算 中 假定 函数 9 CD) 与 由 G) 关 
于 参数 上 可 微 且 9 人 的 六 0。 


至 或 O)=W OD/p' 
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[ 例 二 方程 为 2/a?+y/5? 一 1 的 梢 因 ， 参 数 表示 为 一 4 008t 与 
yb sint。 由 关于 参数 的 导数 ,各 一 一 asint 与 伐 一 D cost 求 得 导数 


Cl b eost 


人 一- 了 一 (- —b/a)cot t, 因为 cost= z/a 与 Sin t=y/b, 所 以 得 到 
oy 


a bx/ (a3y) 作 为 给 定 椭圆 在 不 PL, 幼 的 切线 斜率 。 

【 例 例 旋 轮 线 的 参数 表示 为 zali~sin 从 与 y=a(lcos 认 。 因 
为 译 =ad- ~c08t) = 一 24 sin(/9) 与 只 -asint =—24 sin(t/2)eor (1/2), 
所 以 其 导数 给 出 为 型 -cot(Wa)。 由 此 缚 果 得 出 在 4 28m (=0, 士 了 


土 2 ….) 的 每 一 个 点 ， 旋 轮 线 与 > 轴 相 触 而 为 尖 点 。 其 切线 垂直 了 于 x 轴 。 

极 坐 标 中 的 函数 徽 分 ”如 果 在 极 华 标 中 * 一 7(87 表示 一 个 函数 ， 那 
来 借助 于 级 坐标 与 管 卡尔 坐标 之 间 的 关系 xX 一 ? oogs 与 Y=? jit 98, 可 转 
灾 为 要 的 参数 表示 (参数 为 6):z 一 (8) cos 生 与 y 一 7( 加 sin 办 。 于 是 ， 


它 的 导 教 由 -四 = 和 器 / 委 35 给 定 。 如 果 用 一 个 小 点 记 关于 参数 的 微分 


vj: 器 inpren 与 2 jo08 0— r sin 9. 


dg 


.yy 7 Sin D+* cosR 
dr veosd—r 8ind 


[WH] 对 执 访 入 r=aex9 根据 上 述 的 法 则 , 其 导数 是 : 


,dy _ are™ Sin 不 二 cet cos 从 


0 
Sin +708D .: 
008 8 一 am 
结果 表明 ， 切线 的 方向 私 依赖 于 

0 el eu 的 位 置 向 
量 总 是 与 螺 线 相交 成 常 角 Yoo 
1 一 般 情况 下 为 了 计算 切线 与 位 置 
， 图 6.3-3 曲线 的 切线 与 位 置 。 ”向量 OP 的 夹 角 5 取 关系 z=a- 9? 
” 向量 OF 的 夹 角 5 ( 见 图 6.2-3) 而 推 得 . 
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并 tanp . 
tan a—tan .Ax 
tan z=tan (wx 一 9) tinatang 于 本 
Y!' CoS p— sing 人 
yy singicop 7 
其 中 最 后 一 个 表达 式 是 用 极 坐 标 下 函 用 的 导数 法 则 得 到 的 ， 然 后 解 出 
* 
7 
如 果 将 此 结果 应 用 于 对 数 混 线 ( 见 本 章 第 5 节 一 特殊 曲线 ) 得 到 
tan p= (ae*s)/ (he) lk 
这 意味 着 对 数 螺 线 以 与 与 所 有 矢 径 向 量 相交 成 同一 个 角 p=arc tan(l/k)。 
由 于 这 个 原因 ， 为 保证 一 个 常 切 前 角 ， 某 些 切 削 机 床 刀 具 的 刃 口 具有 对 趣 
(或 等 角 ) 螺 线 的 形状 。 . 
庶 资 数 微 分 “ 绎 常 央 要 对 一 个 由 F(z,，Yy) 一 0 隐 式 定义 的 函数 进行 
微分 。 为 了 这 个 具 的 , 表达 式 Re 妨 作 为 两 元 削 数 必须 就 回 定 的 x 关 


于 Y 可 微 , 以 及 就 固定 的 刀 关于 2 可 微 。 青 如 果 对 于 给 定 的 函数 着 在 二 
个 连续 的 显 式 y=f(2), 那 末 当 0 时 ; y= 了 (wz) 也 可 撤 , 且 冰 


几 先 找 出 显 式 y=f (2), 就 可 借助 于 下 面 的 公式 《 见 多 元 函数 的 导数 ) 得 
到 它 的 导数 队 = 广 Gc)。 字母 9 标记 函数 BC， 力 的 偏 导数 。 . | 


[ 例 】 由 Fe) 的 =277 一 她 +12 一 ne 
Pa(2, 5 的 斜率 为 函数 y= 了 (2) 在 点 0 一 2 的 导数 。 由 - 


- . OF. OF .~ 
得 出 (OD = 一 (4z+12)/(- 2y— D= O/H MTF 3, 
特定 函数 的 导数 


常 函数 与 署 函数 的 导数 因为 常数 的 每 一 个 差 商 都 为 零 ， 所 二 它 
的 导数 也 等 于 等 。 对 于 筹 话 数 y= 沪 玖 导数 ,如 果 力 是正 玖 数 , 则 由 积 法 则 
给 出 儿 一 meate 将 这 一 点 与 商法 划 结合 起 来 , 此 结果 可 拓 广 到 负 整 指数 。 
塞 函 数 的 指数 4 也 可 以 是 有 理 数 p/q， 或 一 般 地 为 实数 ( 兄 工 , 第 3 章 )。 
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那 示 定义 y=z? 9 二 (w?)17 或 g= 各 一 oaw% 其 中 变量 z 限于 取 正 值 。 利 
用 链 式 法 则 , 对 于 任意 的 a 求 得 指数 函数 的 导数 为 
YW ee.a. (lz) 一 av (2°/%) =ar? 1, 


独立 于 上 述 结果 , 有理 指数 pyg 的 宪 函 数 的 导数 , 其 中 整数 与 4 没有 公 
内 子 , 利用 反 函 数 法 则 可 直接 按 个 述 步 又 得 出 : 


> 对 -1/ 和 =1/(eoh-9; 


2 一 0214 一 好 一 代 =pyr! 名 一 (2/9) (0 人 
m= (PD/q) XP /et, 


Cn A 
Ee w"1，% 是 实数 


导 数 
y=- 5 


1/ C827) 
yy 2 TI-1 


| = 一 mar 工 


| 。 指数 函数 的 导数 ， 当 > 趋 于 零 时 , (ze 二 了/z 的 极限 为 1( 见 11. 第 5 
章 )。 这 个 志 达 式 册 现 在 指数 函数 gw 的 关 商 中 | 
EL to or exe 一 op -z=( 皆 = | 
2 


这 里 如 趋 于 零 ， 而 对 于 任意 固定 的 = 值 ”是 常数 ， 因 而 差 训 趋 于 极限 
必 只 有 这 个 函数 的 导数 委 于 该 男 教 。 由 于 这 个 原因 , 指数 函数 y= 适合 
于 撕 术 给 定 变量 的 变 分 儿 等 于 y 或 与 成 比例 的 那 种 自然 事件 ,例如 


放射 性 物质 的 衰 训 由 链 式 法 则 得 出 -和 em 一 iew 直 是 比 倍 因子 )。 一 般 
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指数 函数 9 一 必 一 ez 的 导数 按 链 式 法 则 给 出 :. 


, dy ~]naer™°, 


arlna 


azx 


对 数 函数 的 导数 “对 数 函数 y 一 logz 的 反 函 数 是 函数 z= ax， 其 导 
数 是 芭 一 咯 lna。 函数 =a 单调 且 其 导数 对 变量 的 有 限 值 桓 不 为 零 。 
由 此 得 出 其 导数 的 倒数 是 对 数 ( 见 工 . 第 2 章 ) 的 导数 : 


1/ 至 -Jo 0) =1/(zlna) = (1/x)logoe, 


1 1 


a a 1 
1 a 二 一 一 一 -一 ,] a -一 -1 一 一 - 
dr 82 zing 7 Vga € dx nD 7 


三 角 函 数 的 导数 “在 取 极 限 之 前 形成 差 商 并 加 整理 : 
NW sin(r+4dr) ~—sins _ 2c0s(x+ dr/2)sin(ds/2) 


-dr Mp: . . a 
. Sin(dz/2) 
一 008(z 十 dx/2) 3 
这 里 使 用 三 角 公式 


gina ~ sin B= 200s[ a+ 8) /21sin[ (a— B)/2], 
其 中 z+4z=a 与 z=B。 
当 如 ~ 0 时 , 商 sin(4z/2)/(4x/2) 趋 于 极限 1。 于是, 当 如 一 0 时 
向 /dz 趋 于 极限 cos 2% 因为 余弦 函数 是 连续 的 。 


nz -了 工 一 1 二 tan2z 一 89c2g 
ax 00S2 7 


dcotw __ 1. 人 


dx Sin2 % 
| 一 一 cosecy 


函数 y=cosz 的 导数 是 通过 相应 的 整理 而 得 。 因 为 ytan zinz/coes 
与 y 一 cotz 一 cos%/sin 5 这 些 函 数 的 导数 可 利用 商法 则 求 得 。 然 而 , 这 些 
导数 仅 对 boss 或 sinz 不 等 于 零 的 一 值 有 效 ,因此 不 能 取 z= (2 上 1)m12 
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成 x 一 26.m/2, 其 中 上 是 任 一 整数 。 
加 函数 的 导数 具有 1l<z<+1 及 -wm/2<y<+wm/2 的 函数 y= 
Arc sinz 是 函数 2 一 siny 的 反 函 数 , 正弦 函数 在 给 定 区 间 上 连续 且 单 调 。 


小 此 它 的 导数 由 并 1 /如 oosym1JVI-T 给 出 。 由 于 条 件 


秃 *#0， ; 这 个 结果 必须 限于 开 区 间 一 <x< 十 1。 如 果 函 数 z=sgingy 在 其 


另 一 个 单调 性 区 间 取 闻 ， 例 如 在 一 mn/2+ hm <ye+r/2+ km 上 取道 , 其 
中 是 整数 , 那 示 y= 《一 了)*Are sin r 二 ji 是 反 函 数 且 其 导数 是 


oy Cl 
dr Vi ° 


同 理 ,具有 一 1<x<<+i1 及 0<y<w 的 函数 y=Arc oosz 是 函数 2 一 00S9 
的 到 函数 ， 因 而 在 区 间 ~1<z<+I1 内 它 的 导数 是 只 ~ 
| 1 ”| . 
JI。 在 区 间 fxr<y< (+l)w 上 ,其 中 是 整数 ,函数 2 一 008Y 


单调 ， 它 的 反 隐 数 是 ym《 一 1)* Arecosz bm。 这 个 函数 有 导数 借 = 


1 k 
Ge 。 用 类 似 的 方式 ， 可 得 4 一 Aretaiz 当 一 m/3<gy< 十 m/2 时 
的 导数 ， 以 及 y=Arccotz 的 当 0<y<w 时 导数 ， 并 且 这 方法 分 别 对 
于 区 间 一 mw/2 二 zwr<gy< +m/3 十 jw， kxe<y< (十 1)m 也 有 效 。 


一 一 一 一 一 
一 Sny : 


QArc sin Y 


i!” 双 则 函数 的 导数 ET 理 函 数 ， 因 此 可 和 和 
用 和 与 商法 则 进行 微分 。 例 如 ， 


QZsimnhz = es)/2 (ter)/2=c0sh wo 


dx 


dcoths 
dr . 


0 


"hb 


Ai 
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由 y=tanh x 一 sinhxw/cosh x, 得 
d sinhz cosh2x 一 Sinh2z 
oosh cosh3y 
其 中 cosh?zx 一 sinh?x=1。 
反 双 曲 函 数 的 导数 ” 按 反 函数 法 则 ， 反 双 曲 函数 的 导数 可 以 由 关系 
dy dz pi 
m1 码 求 得 ;例如 ， 
Se 1/ sy =1/coshy=1/V TT 。 
在 定义 域 1z| < 十 内 对 于 %=tanh -trz， 以 及 在 |x|>1 内 对 于 y=coth™z 
采用 类 似 的 过 程 。 这 里 所 示 的 导数 代表 不 同 的 函数 , 尽管 它们 形式 同一 ， 
但 它们 的 定义 域 不 同 。 


了 


dtanh-iz 1 


1; I?l<1 


dcothix 了 


BI; lI?l>1 


在 单调 性 区 间 0<y< 十 oo 上 泡 数 y=cosh"iz 是 2 一 coshy 的 反 函 数 ; 因 


此 ab 2 一 1/ 90h 1sinhy 一 1/V HT。 这 阴 数 在 定义 域 


z>1 内 除 z 一 1 外 对 所 有 的 2 可 微 。 在 单调 性 区 瘟 o<y<0 上 ,2 一 
, 
coshy 有 反 函 数 y-- 一 cosh- 世 ,因而 它 的 导数 是 蜡 一 一 让。 


积分 关于 上 限 的 导数 “在 积分 | 7(6)dE 中 数 “ 固定 而 上 限 ? 是 变 


量 ; 因此 积分 是 其 上 限 的 钞 数 (x) 。 积 分 关于 这 个 变 上 限 的 导数 等 于 被 
积 函数 在 此 上 限 的 函数 值 7(z)( 见 开 . 第 7 章 )。 
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函数 的 偏 导 数 ， _ 

在 函数 * 一 六 zi za za … za) 中 ,27 …， 2 表示 彼此 独立 的 蛮 
量 ; 例如 , 在 #=f(%, 奶 中 , 变量 办 一 7 与 2 一 儿 而 在 4== 了 (wv, w) 中 ， 
x1 一 Zo 一 9， 坟 二 细 。 如 果 除 一 个 辟 如 说 wx 以 外 ， 把 所 有 变量 都 作为 常 
- 数 , zl;oy Wo, 0 "Tends0) Vith, 0 "pp Tn, 0 那 末 该 函数 就 变 成 一 元 函数 。 如 
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果 这 个 函数 可 微 , 那 末 可 以 构成 偏 导数 , 记 为 
Og 
OX: 


字母 8 标记 偏 导 数 ( 读 成 ; 偏 37 比 320 。 例 如 ,对 于 4 一 f(z, y), 只 要 下 面 
的 两 个 极限 存在 , 就 有 


0 _ 
fy yo) —lim 


0 
a fr 0 Tay ry TX»,0) =fo; 


fr+ dr, yo) — f(r, Yo) 
4x ’ 


9 =] fT 了 Yy+ My) ~ fvo, Yy) 
Bhs y) -in py @ 
一 元 函数 的 微分 法 则 关于 单个 不 固定 的 变量 xz; 也 成 立 。 
[ 例 1] 8 一 cg) 一 2 十 7720 十 305 一 5%5; 
Og _ , 
fe Y= + 1 + 3y'; 
2 DD =7 1m: ~ 30y’ 
[ 例 2] #2=f(z, Y) =arc tan(z/Y); 
Og 1 1 


一 一 一 一 一 


ol 
re 2 一 ) FT 
[ 例 3] w=f(z, y, 2) VETPT; 


OO -=-__ > 
Or ” VWV 形 十 证 于 好 
20 一 
oy ” VR 
Br RTT 


两 元 函数 偏 导数 的 几何 意义 “一 般 地 说 ， 两 元 函数 sfCz, 办 可 表 
示 为 空间 的 一 张 曲面 史 一 加 一 常数 这 个 假定 ; 选 出 这 张 曲 面 上 同时 落 在 平 


行 于 % * 平面 的 % 一 操 平 面 上 的 点 , 它们 构成 一 条 平面 曲线 ,而 达 _7(z， 
名 ) 是 这 条 曲线 在 点 (zyg) 切 线 志 的 斜率 :=taagsw。 角 9aw 描 述 挟 对 
+z 轴 的 倾 侍 ( 见 图 6.3-1)。 同 再, %= 襄 jao 奶 tan gov 是 曲面 
4 一 J 以) 由 平行 于 y, 平面 的 z= 平面 截 出 的 这 条 曲线 的 切线 久 对 
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+y 轴 的 侠 率 。 在 这 个 曲面 的 每 一 点 卫 定 义 有 zz 确定 的 切线 妃 与 如 确定 
的 切线 加。 在 某 些 通 常 满足 ， . 
假定 条 件 下 ， 这 两 条 切线 张 
成 曲面 在 点 也 的 切 平面 。 

高 阶 偏 导 数 “ 每 个 偏 导 
数 仍 是 一 个 同样 变量 的 函 
数 ， 而 如 果 相 应 差 商 的 极限 
存在 , 它 自身 又 可 有 偏 导 数 : 
这 些 就 称 做 高 阶 仿 导 数 ， 例 
如 ， 二 阶 、 三 阶 、…、 2 阶 偏 


导数 。 关 于 不 同 变量 的 偏 导 
数 称 做 混合 导数 。 例 如; 由 ”5 图 6.3-1 两 元 函数 偏 导 数 的 几何 意义 


sf(%, 儿 , 通 过 微分 区 ~ 记 与 -22 ~ 得 到 四 个 二 阶 导 数 


0fs _ 32 Dj 0 . 
fe Be Br fv- Boy 


. _ Of, . Og 
fue = D7 为 玖 与 Ju 一 为 oy?" 


根据 它们 的 构成 方式 , 函数 fo 与 fys 彼此 不 同 。 不 过 欧 拉 早已 知道 
它们 相等 的 条 件 ; 施 瓦 茨 (Hermann Amandus Sehwarz, 1843~1921 年 》 
证 明了 后 来 以 他 命名 的 这 个 定理 。 


OO PAA rerA， 


AAA A 


尔 数 & 二 f(s，4) 在 点 (zo，yo) 的 连续 性 意味 着 相应 于 任意 给 定 的 
s>0, 总 存在 正 数 6 一 6(s), 使 得 满足 (x 一 z0)?+ (y 一 yo)?<6? 的 所 有 数 
对 (z, y) 有 |v, 引 一 f(zo, yo)1<e。 几何 上 这 点 意味 着 如 果 自 变量 
人 切取 在 以 (zo 如) 为 中 心 的 充分 小 圆 内 ， 那 末 函 数 了 Cw, y) 的 值 就 能 
与 /Czo, 加) 相差 任意 的 一 个 小 量 。 如 果 f(z, 4 在 定义 域 呈 的 每 一 点 连 
续 , 那 末 该 函数 在 了 内 连续 。 施 瓦 菊 定 理 对 于 高 阶 偏 导数 同样 成 立 并 且 
对 于 多 于 两 个 变量 的 函数 也 成 立 ; 例如 ， 对 于 s 一 /oz, 9)， fewy 一 frys= 


jvzz 与 f ow =f ywy ~ fyyzo 
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【 例 廿 “一 Fw 0 =23+77y + ry 5 
fo=37+14ry ty; fy=77?+ 15ry— 30y; 
fos—6r+ 14y; fo =14r+ 15y =fyz; 
Jo 一 60zy3 一 150% fewz™—6 
J woy —f eyo ~ f ywe — 14; Jo 一 和 mo 一 和 vc 一 60y3; 
fy = 1807xYy?— 600%3。 


[M2 fC% Wa tano/ys fem 
| __ ww ， . 二 2xy .， 
| fy= i J zx RTI 

22 一 2zy 
J fy 


全 微分 
一 阶 全 微分 如 果 2=f(z, 四 是 两 个 变量 x y 的 函数 ， 并 且 如 果 


它 的 一 阶 偏 导数 万 与 及 存在 , 那 末 它 们 是 差 商 -2 与 和 的 极限 。 于 
gs 2 与 人 


是 ， 各 在 -元 机 f(z) 的 全 微分 情况 那样 Le 
一 各 +9 把)， 其 中 pu《 如 ) 与 Pa(4y) 记 为 相应 的 差 商 与 偏 导数 之 其 。 
如 果 用 同样 的 方式 从 这 此 等 解 出 孙 数 < 幼 的 增 量 ， 那 未 得 到 等 
式 和 = 各 :如 tpi(4 :各 与 44= 区 -+pa( 人 )， 4 在 这 些 表达 
式 中 全 (4 如 与 PC) 已 项 是 比 仿 仙 分 狗 和 e 与 各 钻 人 褒 辽 "的 
小 量 。 因 而 如 果 名 与 分 过 起 且 时 去 寺 只 小 的 项 划 由 区 数 5- 
的 全 增 量 4 得 到 一 阶 全 微分 dz 

从-7G+ 4 8 十 4 人) 一 Fo ygF TEFL, y+ Ay) 一 Fo Y), 

EAC yf y+ 4y) | 


+[ fl%, A Y) ]% 


= ri pi( dr). bot 如 Fy -ga hy) Ay, 


= a of 
从 而 t+ 
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2 2e 
选取 的 如 与 如 值 越 大 ， 全 微分 dz 与 全 增 量 洗 一 sz 二 4，2 二 4) 一 
f(zw, 纪 ) 之 间 的 差 就 越 大 。 对 于 函数 z= 台 一 她 有 Qs 二 2(zdxr 一 ydy)。 宕 


格 显 示 ,在 点 z=2, y=1 的 邻 域 内 4z 和 少 取 两 对 值 2 1 以 及 0.2,0.1 
时 的 差 4 一 0e。 


两 元 函数 微分 的 几何 意义 篇 从 分 Ss 代表 出线 5=f( yo) 的 切线 
在 纵 坐 标 上 的 增 量 , 而 偏 微分 ds 
代表 曲线 =./ zu 9) 的 切线 在 . 
纵 坐 标 上 的 增 量 。 全 微分 


和 一 各 duty 


是 四 个 变量 (wy oz， 0) 的 函 
数 ， 它 在 几何 上 代表 了 曲面 :一 
F(z, Y) 与 切 平面 的 接触 点 如 
果 z 溢 加 4 二 =dz 和 ?增加 名 
=k 二 dy 而 在 纵 坐标 上 造成 的 增 、 
景 ( 见 图 6.3-2)。 
[ 例 】 对 于 函数 2 一 了 f(z) 9) 一 2 二 Twy 十 30y5 一 5y'， 4a 一 327-+ lmy 
十 3 与 和 二 ?+15my4 一 30y*。 其 全 微分 
de —(322 + 14wy + 3y5)dr + (7x2 +15ry! — 30y5) Gyo 
如果- =f(z, Y)=0, 四 


图 6.3-2 .两 元 函数 全 微分 的 几何 意义 
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那 末 这 印 数 寺 看 作 一 元 隐 子 数 。 因 为 de 一 0, 所 以 一 元 隐 函 数 的 导数 最 


of of -~ oy 9f /af 
总 / 页 。 


高 阶 微分 ”如果 函数 的 偏 导数 自身 连续 且 可 向 ， 那 末 又 可 构成 全 微 
分 的 全 微分 qz 。 它 称 作 二 阶 全 微分 。 在 微分 时 , 任意 选 定 的 有 限量 wo 
作为 常量 处 理 。 得 到 


d= 他 (名 det 各 dy)dzt We “1 dy)y 


Og O28 9 
By dvdy+ 了 Ci 


因为 根据 施 瓦 英 定理 so, 一。， 所 以 从 分 取 这 梯 一 种 形式 , 其 中 dz 与 弛 
的 对 各 和 系数 由 二 项 定理 形式 地 给 出 。 


例如 对 于 一 阶 全 微分 ,得 到 pz- (2 rn 括 弧 内 的 表达 式 


在 算 子 的 意义 下 乘 以 zs。 可 以 证 明 , 高 阶 全 微分 , 例如 1% 阶 的 全 微分 ， 由 
这 个 形式 关系 给 定 。 


各 阶 全 微分 ng De 如 + 高 0 


三 阶 全 微分 -入 i dy 


a + a 


[ 例 】 函数 2 二 fC2, 力 =w 十 75 和 432y5 5ys 有 偏 导数 二 302+ 
14zy+ 5; sy =752+ 15ry:— 095; soo =67+ 14y; say ~1424 15y'; sw = 
60wy? -150%。 央 而 它 的 二 阶 全 微分 是 

必 z 一 (6 十 14y)0z2 十 3(147- 十 15%4)dzdoy + (60x7y3 — 150y)ay?, 

多 元 方程 的 解 方程 3x 一 和 匆 十 5=0 可 以 看 作 隐 函数 的 方程 , 容易 得 
到 它 的 显 式 9g=3x/4 十 5/4。 一 般 地 说 ， 要 求 从 绘 定 方程 Row 久 =0 中 
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找 出 一 元 六 数 yy(2), 使 它 恒 满 足 -也 [x, yCz)]=0。 这 种 解 可 能 借助 于 
初等 函数 表达 ， 也 可 能 要 应 用 极限 过 程 诸 如 无 穷 级 数 。 例如 ， 空 十 名 十 
=0 不 可 能 有 解 。 还 可 能 在 满足 (wo, yo) =0 的 不 同 点 〈zo, yo) 邻 域内 
存在 不 同 的 y 解 例如 ,方程 F(z, Y) 一 5z2? 十 欠 一 9 一 0 在 点 (1，2) 的 邻 域 
内 有 解 y 一 V9 一 5x2, 在 点 (0， 一 3) 的 邻 域内 解 为 y= 一 V9 一 5x7。 

让 各 了 CO 外 一 0 在 滑 是 下 (toy 如) 二 0 的 点 (Zo 约 ) 的 第 炬 Cz 
名) 内 唯一 地 确定 连续 遂 烧 y=y(T) 具 有 两 点 性 质 ， gp 一 yy(Zo)， 且 对 于 所 
有 的 xEU 有 Flx, yz) 一 0。 0。 为 此 要 求 满足 下 壕 人 条 件 ; 工 函数 人 (2， 2》 
EU 多) 内 连续 ; 2, 仇人 与 FF 认 在 E 存在 且 连 续 ; 3. 下 A “FP, C0, yo) 0o 


A A COA 0 AAA 
YC 


FO oi EIR 0 WoC OLS A 


这 有 记 对 可 蕉 六 入 不 这 上 菇 最 的 英才 如 果 Fwy za *, Vx) 
在 满足 FC%3?, x3,…, 28) 二 0 的 (%9, zw9,，…，28) 的 邻 域 内 连续 且 有 连续 
偏 导 数 Ps 又 对 于 茶 个 固定 的 7 有 otz9， 8，…, 2 和 尖 0, 那 末 在 (2 
吗 ,，…， 踪 ) 的 邻 域内 存在 连续 函数 2 一 (V3 2y1 亡 Drb C4) 
使 得 29 = (2229-1 人) 以 及 Fz, yy fy itl 
0) 一 0。 

【 例 1 方程 交 (w， 00s 2x 二 0 在 (0， 0) 的 邻 域内 可 解 出 : y, 
因为 了 lz, Y) 是 连续 函数 ， 具 有 连续 导数 二 ~2, Fy=es+e™Y 且 
五 (0 0) 一 0 Fy(0, 0) =23 关 0。 这 个 解 是 

2 一 In(Gz 十 好 十 1) =sinh™!yw, 

[ 例 2】 对 于 笛 卡 尔 叶 形 线 方程 FC(Y，9) 一 3 十 一 3azy 一 0 在 (0， 
0) 的 邻 域内 不 能 解 出 y， 因为 Fy 二 3y? 一 3az, 从 而 (0, 0) 一 0。 从 函数 
图 形 就 能 直观 地 推测 到 这 个 结论 ( 见 图 6.5-6)。 

下 面 的 定理 给 出 mw 个 方程 Fe (oa Yr; pp om) 一 0，i 一 2, 
… 9 的 系统 在 点 (2920 级， Ys) 的 邻 二 能 解 出 % 个 函数 
Ya， -ym 的 条 件 。 

如 果 画 数 (1 26; 办 ， Ym) 对 二 1，2，…， 在 点 (2 


oo; 的 ，…， 99) 的 争 域 口内 连续 且 在 该 点 有 连续 偏 导 数 2 5， 又 如 


Ot ~ 


果 在 点 (mm 志 …， 的 ) 由 广 导 教 85， 构成 的 画 教 行列 式 


MAA NAA A AANA A NAN NN NN A 
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Det| Br: Co 的 zh; YY yy 怒 ) | 不 为 稚 ， 那 末 在 可 唯一 地 存在 内 个 可 


river ~~~ 


微 却 数 级 二 妇 (T1， 2) 的 系统 具有 性 质 旬 二 C20 TO) 以 及 [4 
ny Dn) iy 7 Yo “1 , Zs)1—0 =0o 
函数 行列 式 或 称 雅 可 比 行列 式 
2 On .. on 
Oy Oy Oyn 
OF BOFy . OF, 


BW WW Bn 
OF OOF, OF,, 
Oy: yr ym 


[ 例 二 这 里 给 出 的 三 个 方程 的 系统 代表 一 个 点 的 竺 十 尔 克 标 (z， 
y, 4) 与 它 的 极 坐标 之 闻 的 联系 。 


公 二 # COS gp Sin 加 


y=?7 sing sind 


2=?7 00S 
雅 可 比 行列 式 为 
sindcosp singcing Cos 8 - 
D=| yoosBocosy reosdsing -rsing |=7?sging, 
—rsindgsing ?sindeosg 0 


从 而 对 于 所 有 不 在 # 轴 上 的 点 了 不 0。 对 于 这 些 点 ,方程 组 可 解 出 7, 6, gp: 
r=VRB+Y + gp=arc cos 


~ YY . 
Vety 


' ， £ 
=ar6 008 一 一 -一 一- 
V 2 十 级 十 加” 


[ 例 2] 例 1 的 推广 。 如 果 对 于 X==1,2,…,n, 函数 色 二 所 (21,…') Tn) 
及 其 一 阶 偏 导 数 在 点 Cz8 ，…， 人 区 ) 的 邻 域内 连续 , 而 且 雅 可 比 行列 式 
Det[-SL (a%, …， a0) |#0, 
那 末 存在 连续 函数 人 一 2 人 01) A “0 yn)， 对 于 =1, 2, “0 有 
TC, 1, Yo) 一双 
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以 及 大 [0 yn) To 1 Yn)] 一 Yr。 于是， 
_ 在 上 述 条 件 下 ,方程 系统 (直观 地 讲 ) 有 “ 道 系统 ”。 


6.4 函数 的 极 值 
一 元 函数 的 极 值 

由 通 数 9 一 (cz) 一 1/6(z3 一 3w2 一 9z 十 17) 的 图 形 《 见 图 6.4-1) 认识 
到 在 一 % 到 一 1 的 范围 内 , 纵 坐 标 
值 随 着 横 淮 标的 增加 而 增加 。 男 
一 方面 ， 由 x= 一 到 x= 十 3 狼 
坐标 逐渐 减少 , 而 对 于 xz>3 重 又 
逐渐 增加 。 在 点 zwar 二 一 1 的 一 
个 适当 选 定 的 邻 域 内 ， 对 于 所 有 
不 同 于 zmax 的 机 坐标 值 >， 函 数 
值 了 (2) 小 于 (xmar)。 于 是 称 这 
个 函数 在 点 zmax 有 一 个 局 部 极 | | 
大 值 。 在 点 zam= 十 3 称 这 个 函 ” 图 6.41 函数 9 一 /2 一 (VB6) (一 
数 有 一 个 局 部 极 小 值 ， 因 为 在 这 322 二 9 二 17) 图形 的 极 代 点 与 拐点 
点 的 一 个 适当 选 定 的 邻 域 内 ， 对 于 所 有 不 同 于 zmin 的 值 z， 函 数值 fs) 
大 于 feat)。 裤 大 值 与 极 小 值 , 都 称 做 局 部 极 值 (起 简称 极 值 ); 所 谓 局 
部 ， 因 为 还 有 这 样 一 些 地 方 , 那里 函数 取 大 于 大 ~ 刀 = 二 也/3 的 值 和 小 
于 了 (+3)= 一 5/3 的 值 。 不 过 在 闲 区 间 一 23<z<4 上 ， 它们 是 绝对 极 值 
或 称 总 体 极 值 。 


局 部 极 大 值 f(zmor)> (2) 对 于 2 天 Tox pre 
局 部 极 小 值 zmin) <f( 切 对 于 zzmin 上 的 邻 域内 


根据 书 尔 斯 特 拉 斯 定理 ， 闭 区 间 上 的 连续 函 糙 在 该 区 间 上 取 到 它 的 
上 确 界 与 下 确 界 。 不 过 这 些 绝对 极 值 可 能 出 现在 区 间 的 边界 点 上 , 例如 
上 面 讨论 的 函数 在 区 间 一 5<><10. 上 就 是 这 种 情况 。 

局 部 极 值 的 条 件 “ 当 可 微 函 数 f(x) 的 自 变 景 > 通过 局 部 极 值 点 me 
时 , 它 的 导数 (2) 符号 发 生变 化 。: 如 果 zw 一 zn 是 一 个 局 部 极 大 值 的 
位 置 , 那 末 当 x<zmax 时 了 '(z)>>0, 国 为 对 于 这 些 自 变 晤 , 函数 f(z) 是 递 
增 的 ; 而 当 zmaz <z 时 了 (2) <0，… 因 为 7 是 递减 的 。 如 果 导 数 连 续 , 屠 
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宋 必 定 成 立 六 (zmax) =0。 同 理 ,对 于 一 个 局 部 极 小 值 的 位 置 zoe 而 言 
当 z<zai 时 天 (2) <0 而 当 pt <z 时 户 (o)>0， 从 而 对 于 连续 的 导 函 
数 有 (win) ==06 本 

由 此 得 出 局 部 极 值 的 必要 条 件 是 导数 户 (z) 为 零 。 上 面 为 保证 存在 
局 部 极 大 值 或 局 部 极 小 值 而 讨论 的 一 阶 导数 Cz) 的 符号 改变 , 在 分 析 上 
表达 为 PP"(zauxz)<0 或 ,Pr(zuia)> 0。 于 是 , 存在 极 值 的 充分 条 件 为 

六 Gray =0 

并 且 记 (zusz)<0 或 Pomia)=0 并且 f"Czmin)>0。 在 了 "(zm) ~0 的 
情况 下 , 可 以 考虑 函数 /(z) 的 高 阶 导数 ， 


Gao)=0 并 且 了 "(zo) <0 > zo 是 一 个 局 部 极 大 值 | 
"(wo) 一 0 并 且 "(zo)>0 -> zo 是 一 个 局 部 极 小 什 


在 二 险 及 高 阶 导 数 的 零点 上 的 极 值 如 果 了 "(7) 是 =zm 的 第 一 个 不 
为 零 的 导数 ， 那 末 由 上 面 讨论 可 得 车 


y | 
7 四 7 om)>0 则 函数 疡 在 此 点 有 要 
了 ”小 值 , 若 /"(xn) <0, 则 有 极 大 值 。 在 


了 f(z) 的 曲线 在 点 2 一 zm 与 z 轴 相 切 。 
对 于 酒 数 jx) 的 图 形 ， 这 意味 着 
在 “递增 的 意义 下 当 自 变量 > 通过 点 
zm 时， 如果 "Czm)>>0， 那 末 切 线 的 
斜率 tanp 从 正 值 减 少 至 z=zm 处 的 
8 二 0, 然后 重新 增加 ; 而 如 果 少 " (zw) 
<0， 那 末 tian p 从 负 值 增加 到 zz 
处 的 一 0 然后 又 减少 ( 见 贺 6.4-2)。 

. 这 种 点 称 做 水 平 拐点 。 

在 点 专 至 少 罗 次 可 微 (7 之 2) 的 蜗 
数 f(z)， 如 果 四 是 侦 数 并 且 


yy _ 
| . 0 人 O) 
欠 


Tm 
. ~ AO RE)=0, 
图 6.42 户 (一; 站 罗 一。 而 "(六 0， 诸 末 训 数 认 这 一 点 有 


/" (wD) 二 的 图 形 表 示 局 部 极 慎 ; 若 户 w(E》<0， 则 出 现 局 部 
极 大 值 ， .而 若 (E>0， 则 出 现 局 部 极 小 什 。 | . 
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如 果 利 用 泰勒 (Tayior) 定理 将 f(z) 于 点 二 展开 ， 那 末 因 为 
1'(E) =f" 8) 一 … 一 Fo) 一 0 

所 BF) -f(D = nl) 1) -fn +6), 其 中 0<8<1。 

因为 A(z) 是 "Dz) 的 导数 ， 对 于 产 " (有 <0 而 言 ， Fr (O) 经 
过 值 Kb(6) 单 调 减少 而 当 CE)>0 时 它 单调 增加 。 另 一 方面 ，h 的 
符号 在 去 的 左边 总 是 负 的 , 在 右边 总 是 正 的 ; 因为 % 一 1 是 奇数 ,所 以 1" 
具有 与 同样 的 符号 。 因而 ,如 下 表 所 示 , 当 站 CE) <0 时 , 余 项 即 差 什 
f(z) 一 (在 点 5= 的 两 边 都 是 负 的 ,使 站) > 了 (zw), 从 而 函数 有 局 部 
机 大 值 ， 落 "Fe(E)>0 则 在 的 两 边 了 CE)<fCz), 因而 函数 有 局 部 板 小 
值 。 


bh"™-i 
fr) 
1 


Jo <0 
f° (86)>0 


拐点 函数 y 一 G/6)(ca- ao -9z+17) 的 册 线 在 点 (一 3 5/ 的 
切线 ( 见 图 6.4-1) 有 射 率 了 (一 中 一 +6。 在 极 大 值 (一 4， 十 11/3) 斜 率 减 
少 到 值 六 (了 =0， 经 过 这 一 点 斜率 继续 减少 直到 点 zw= 十 1 其 值 为 
7GD = 一 32。 从 此 斜率 单调 地 增加 。 函数 jz) 在 点 zw= 工 有 局 部 极 小 
值 。 在 区 间 - co。 <x 友 十 主 上 , 在 z 值 递增 的 意义 下 切线 方向 按 右 旋 ， 即 
以 数学 上 的 负 向 移动 成 为 下 一 个 切线 方向 。 在 区 间 +T<z< 十 co 上 相 
应 为 左 次 , 即 数学 上 的 正 向 。 在 交点 旋转 指向 从 右 旋 变 为 左旋 。 

如 果 设 想 一 辆 车 子 沿 着 曲线 行 狗 ， 那 末 在 到 拐点 之 前 马路 位 于 切线 
的 右边 , 但 过 了 拐点 以 后 马路 就 位 于 切线 的 左边 。 在 拐点 之 前 曲线 的 曲 
让 与 在 拐点 之 后 的 曲率 符号 相反 。 如 果 通 过 彼此 充分 接近 的 三 点 作 一 加 
弧 来 替代 曲线 的 这 一 部 分 ， 那 末 在 拐点 之 前 这 个 曲率 加 的 中 心 位 于 曲线 
的 边 而 在 拐点 之 后 就 位 于 它 的 左边 。 于 是 在 换 点 的 切线 或 扬 妇 线 将 
线 分 成 两 部 分 , 它们 的 曲率 指向 相反 。 | 

根据 这 些 考虑 得 出 : 函数 有 拐点 的 池 方 它 的 一 阶 导 数 取 极 值 。 如 果 还 
有 了 (zw) =0, 那 末 拐 切 线 是 水 平 的 ; 称 此 为 水 平 扬 点 ( 见 图 6.4-3)。 
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如 果 了 "(zw) 一 0 并 且 了 "(zw) 生 0， 那 末 zw 是 一 个 拐点 。 
拟 切 线 方程 ，(y 一 yw) 一 广 (ro)(z 一 zu)。 


”将 一 阶 导数 了 '《z) 看 作 一 个 函数 gCz)， 
可 以 应 用 极 值 准则 。 因 而 在 点 zw 上 产 (2) 
为 局 部 极 大 值 或 极 小 值 的 充分 条 件 是 
9 (zuo) =f" (Ww) =0 与 9" (vw) = (ww) 
<0 或 J”(z。)>0。 如 果 了 "(zw) 0 那 
. 末 上 面 最 后 一 个 定理 成 立 ， 因 为 f(z) 

图 6.4-3 具有 水 平 的 奇数 阶 导数 就 是 p(z) 的 偶数 阶 导 

氨 点 的 防 数 图 形 数 。 


太 扫 yf 在 人 (6) 0 的 点 有 一 个 拐点 ,， 如果 第 一 个 不 为 过 的 


em 人 人 人 人 ever 人 S-Ni 


-CTA 


[ 例 1】 函数 y= 了 f(z) =0.1(w4 一 243 一 12z? 十 87 十 20) 有 导数 
Y =0.1(4x3— 622 — 24x+8), A 2z3? 一 1.2z 一 2.4 
与 V7=9.4r-1.2。 由 久 一 0， 
即 巡 -z 一 3 一 (得 到 | 
z1=—1 与 ze 一 十 3。 
因为 
"ol 一 一 3.6 关 0 
"(72) 一 十 3.6 二 0， 
所 以 
Xl1 二 一 1 与 zy 二 十 2 
是 拐点 的 横 坐 标 〈 见 图 6.4-4)。 
相应 的 纵 代 标 是 jzD = 十 0.3 


与 f(%3) = 一 1.2。 

在 拐点 V1 一 4，+0.3) 与 图 6.4-4 函数 (2) 二 (2 全 2x 
Ws( 二 2， 一 1.2) 上 的 扬 切 线 娘 ”， 一 12m 十 8z 十 20)710 图形 的 拐点 
与 有 和 斜率 (21) = 十 2.2 与 六 bw 厂 s 与 拐 切线 加 


jsa)= 一 3.2 因此 对 于 在 有 方程 
人 -0.3) =2.2(z+I1) 或 9 一 3.2z 十 2.5 
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以 及 对 于 加 有 (十 1.2) 一 一 3.3(z 一 2) 或 9 一 一 3.2x 上 5.2。 

[ 例 2] 函数 y 一 f(z) 一 (2 一 人 /2 没有 扣 点 ， 因 为 (2) 一 0 是 存 
在 拐点 的 必要 条 件 , 但 多 一 一 8/ze 对 于 x 的 任何 有 限 值 不 可 能 为 零 
”应 用 “如果 成 功 地 将 变量 f 表达 成 为 变量 z 的 连续 可 微 函 数 ， 那 末 
就 可 以 算出 > 的 那 一 个 值 使 变量 了 取 到 极 值 。 由 给 定 的 条 件 可 以 确定 这 
个 值 是 局 部 极 大 值 还 是 极 小 值 。 


然而 , 在 应 用 中 通常 要 求 找到 绝对 极 值 如 果 函 数 jz) 在 闭 区 闻 a< 
z<b 上 连续 且 在 开 区 间 a<z<b 内 可 微 , 那 末 它 的 绝对 极 小 (或 极 大 ) 值 或 
者 是 最 小 的 局 部 极 小 值 (最 大 的 局 部 极 大 值 ), 或 者 是 边界 值 了 (a) 或 了 (56) 
中 的 一 个 。 

[ 例 切 一 块 边 长 为 4 的 正方 形 。“” | 乒 
纸板 , 从 它 的 角 上 剪 掉 四 个 正方 形 , 再 
将 所 得 的 矩形 折 和 又 起 来 构成 一 个 盒 “2 
子 ( 见 图 6. 对 5)。 所 去 掉 的 四 个 相等 
正方 形 可 将 纸 盒 粘 在 一 起 。 为 使 纸 盒 
容积 达到 尽 可 能 地 大 , 这 些小 正方 
形 应 当 多 大 ? 区 6. SN | 乡 

根据 公式 , 纸 盒 的 容积 为 . 最 大 容积 的 禽 子 _ 

Vy=f(7) =2(C 一 200)2 一 403 一 4az2 十 02z。 

这 个 函数 仅 当 久 =12m2 一 gaz 十 a? 一 0, 即 2 一 24x/3+a2/12==0 时 才 可 能 
有 极 值 ; 于 是 , x1 一 a/6,， 因为 对 于 x00/2 来 说 , 纸板 将 被 前 光 。 由 y= 
24z 一 84 得 出 "(zi) 一 -4a<0, 于 是 21=a/6 是 局 部 极 大 值 的 横 华 标 值 。 
这 也 是 绝对 极 大 值 ,所 以 应 当前 去 边 长 4 的 二。 

【 例 3] 对 于 给 定 的 容积 了， 圆柱 形 包头 应 当 有 怎样 的 尺寸 才 能 使 
所 需 的 落 铁 皮 尽 可 能 少 ? 一 一 一 个 正六 柱 是 由 它 的 庆贺 半径 + 与 它 的 
高 h 所 确定 的 ,应 当 将 它 的 表面 积 太 表示 为 一 元 函数 ,在 8S 一 2mr? 寺 2 
中 第 二 个 变量 可 利用 已 知 的 附加 条 件 卫 一 ay 驴 消去 。 由 万 = 了 /(or2) 得 到 

S=y=f(7) =2r72+2V. (1/7), 
y=drr~27 fr, y=—dr+4dp /ro 

只 有 当 4mri=27/ 有 或 71=(V/2m)Y3 时 才 可 能 出 现 局 部 极 信 。 

因为 ja =13w>0,. 所 以 表面 积 在 点 久 有 局 部 极 小 值 ; 进而 这 是 
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绝对 极 小 值 。 圆 柱 的 高 及 为 h=V/(wr?) 一 2r1o | 

如 果 用 一 个 给 定 值 来 代 了 ， 璧 如 说 卫 =50 立方 英寸 那 末 得 到 rm 
24 以 及 三 二 4 在 具有 相同 容积 的 所 有 圆柱 形 能 头 中 ， 直径 2yl 等 于 其 

四 高 为 的 龟头 的 表面 积 最 小 。 

【 例 3】 将 一 根 圆 木 锯 成 具有 矩形 横断 面 
的 梁 , 假定 贺 木 的 横断 面 为 直径 4 的 一 个 圆 ( 见 
图 6.4-6)。 如 果 梁 的 负载 量 7 与 宽度 5 及 
高 的 平方 成 比例 ， 了 Tcbh?(e 是 常数 )， 则 应 
当 取 怎样 的 尺寸 能 使 了 达到 最 大 ? 根据 毕 达 

哥 拉 斯 定理 产生 附加 条 件 如 = 一 5B， 因此 得 
图 6.4-6 例 木 锯 成 。 到 了 工 为 一 元 函数 了 =f(5) =cd?b 一 cb3。 于 是 ， 
_” 梁 的 横断 面 f(D)=cd—3cb’, f(b) = 一 6cb。 
只 有 当 (01) =0=cd? 一 3cb3 亦 即 b1 一 (4/3)VB 时 , 才 可 能 出 现 局 部 极 
值 。 因 为 "(b1) = 一 2c4V5 <0, 这 个 极 全 是 最 大 负载 量 。 最后, 由 如 = 
惧 一 B 得 一 (4/3) V5。 比 率 h/b 一 VB11 与 贺 木 的 直径 无 关 。 
… 用 a 与 总 记 和 矩形 的 边 长 ， 用 了 记 它 的 周 长 而 它 的 面积 记 为 4， 那 末 
下 面 的 表 证 明 两 个 定理 的 正确 性 ; 
在 具有 给 定 周 周 长 的 所 有 矩形 中 正方形 有 最 大 的 面积 。 
在 具有 给 定 给 定 面积 的 所 有 多 形 中 。 ， 正 方形 有 最 小 的 有 的 周 长 。 


P=s(a+Db) 一 一 4 一 ap 


A=ab=f(a) P=2(g+b) =f(a) 
=2(4+ 4/0) 


.fr/ laD)=+4/VA4 


>0 


at) 一 一 3<0 


01=P/4=a 


L 例 幻 半径 为 了 的 国 铁皮 割 去 一 个 扁 形 ,余下 部 分 弯 起 求 形成 一 个 
圆 维 状 漏斗 ( 见 图 6.4-7)。 应 当 取 多 大 的 融 心 角 = 使 漏斗 有 最 大 的 容量 ? 
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由 锥 体 的 容积 公式 了 二 (mw/3)r% 以 及 附加 条 件 反 一 形 一 2 给 出 方 
程 玉 =f(4) ==(w/3) (Rh 一 如 )。 作 为 极 值 ， 
Fi) =m (RI 3h) /3=0; hn=(R/A V3, 
f° (h) = — 2oh, : fF"(h)=—(2/3)rRV 3 <0。 
于 是 加 给 出 一 个 极 大 值 ， 由 附加 条 件 得 ?1==(R/3)V 6 。 在 弯 铁 皮 时 长 
为 = 的 圆 弧 变 成 底 圆 的 圆周 2x7+。 由 R=2wr1 得 出 
8 二 (2/3)xwV6 或 ss294o。 


图 6.4-7 由 扇形 制 成 的 漏斗 图 6.4-8 正 圆 锥 的 内 接 圆柱 


【 例 5】 在 内 接 于 半径 为 六 高 为 五 的 正 圆锥 的 所 有 圆柱 中 , 求 具有 
最 大 体积 的 圆柱 ( 见 图 6.4-8)。 

圆柱 的 体积 为 了 wr 芒 。 在 这 种 情况 下 附加 条 件 从 截 距 定 理 得 
出 :h/ (RBR-?)=H/R, h=(H/R)(R 一 +?)。 因 此 | 

太一 Fr) mH/R (Rr 7); (7) =n(H/RY QR 3rD) =0 
给 出 71=2/3, 因为 解 ra 一 0 对 应 于 体积 也 =0。 又 因为 
fr) =m(H/R)QR-6r) =— 2nH <0, 

所 以 当 一 ri 时 , 体积 为 极 大 值 。 
,, .下面 的 物理 学 问题 导致 斯 内 尔 (Snell) 折 射 定律 。 平面 机 是 两 种 介 
项 MI 与 M11 的 公共 界面 ， 在 这 两 种 介质 由， 物体 或 过 程 的 传播 速度 是 
不 同 的 , 在 MY 中 为 呈 而 在 MU 中 为 22。 在 怎样 的 条 件 下 , 从 MI 中 的 
点 刀 运动 到 有 到 中 的 49 所 需 的 时 间 最 少 ( 兄 图 6,4-9)? 
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显然 这 个 运动 是 在 过 41 和 4s 且 生 直 于 1 的 平面 轧 内 进行 。 如 
果 工 和 I 分 别 是 从 4 和 和 4s 到 两 个 
平面 Bi 与 如 的 交 线 的 垂 足 ， 
lA4it|=0 和 |4oLs|=0,, 
又 如 果 | ZaZa1l =2， 那 末 点 4 与 4， 
的 位 置 是 固定 的 。 如 果 运 动 的 路 径 与 
边界 线 交 于 P, 其 中 |L1P| =%, 那 末 
从 41 到 卫 的 路 径 长 度 si 为 
51=V Qt 人 2 


而 
4, 1P4:| =s2=V oT —s)o 

图 6.4 9 斯 内 尔 折射 定 律 。 运行 整个 路 径 4iP4s 所 需 的 时 间 t 
是 个 别 时 间 到 一 syu 与 如 =82/v9 的 和 。 这 就 给 出 函数 tCz), 进而 得 到 极 
值 条件 ; 

# 一 区 2 ht /0)V Ate tf) Vt-o, 
ip) ~ (Ho) BV dtr (1/v) (0—5)/ VvV at (br) 
=0 一 ZU (V381) — (0 — 7) /v282)o 
几何 上 这 意味 着 sin s1/sin cs =v1/va, 因为 
x/si=in 81 和 (OW—72) /8 8in 6。 
【 例 6】 如 果 刹 车 产生 D=23.2 英尺 / 秒 ?的 均匀 减速 度 并 且 刹 车 路 
离 不 能 超过 s1 一 3000( 匡 尺 ), 屠 末 这 部 快车 能 有 多 大 的 最 大 速度 9 
”将 刹车 距离 sa 代 到 匀 减 速 运动 的 距离 时 间 方程 8=wt 一 Cb/2)#? 中 ， 
给 出 简 车 时 间 刀 为 最 大 速度 "的 函数 。 在 刹车 时 间 刀 之后， 速度? 一? 
一 bt 必须 为 零 。 在 两 个 公式 中 v 表示 刚 刹 车 时 的 速度 , 因此 是 最 大 速度 。 
从 方程 3000 二 w 闻 一 1.18 与 0=w 一 2.2#1 中 消去 广 给 出 
v=V W510.V 183 ~115 英尺 / 秒 。 
因而 这 部 快车 的 速度 不 能 超过 每 小 时 78 英里 。 

【 例 7】 从 水 塔 到 大 楼 五 铺设 一 条 自来水 管道 ( 见 图 6.4-10)。 
男 外 , 与 这 管道 隔 开 一 段 距 离 的 建筑 物 9 靠 一 条 附属 管道 供给 自来水 。8 
离 管道 距 1 英里 而 从 5 到 这 管线 的 垂 足 与 大 楼 豆 相 距 3 英 号。 从 五 到 
水 塔 的 距离 是 6 英里。 水管 每 英 旺 的 价格 如 下 ; 主要 管道 30 元 , 减 载 管 
道 吕 元 , 附属 管道 13 元 所 有 管道 都 以 直线 铺设 。 为 了 使 铺设 的 中 用 尽 


6.4 函数 的 极 信 195 


一 一 6 英里 - 
图 6.4-10 自来水 管道 铺设 草图 | 
可 能 小 , 应 当 在 与 水 塔 相隔 多 少 距离 的 地 方 从 主要 管道 分 又 出 附属 管道 ? 
引进 变量 > 作为 水 塔 多 与 分 叉 点 4 之 间 的 距离 ; 附属 管道 的 长 度 
1458| 为 145| =V1-+C4 一 x2)3。 全 部 费用 C 则 结算 如 下 : 
C=30%+22(6—7)+12V I+ 7 
现在 必须 计算 函数 C=/(w) =133 二 8z+13W 到 二 8z 十 到 的 极 值 。 
f'(2) =8+ (12%— 48)/V I Bi; 
因此 由 必要 条 件 产 (2) =0 导致 二 次 方程 2 一 8z 十 76/5=0 有 解 x1,2=4 
士 (5)WV5 。 信 zx=4 二 (3/5)W 5 不 满足 根 号 内 的 方程 。 二 阶 导数 
f° (2) =12/(17— 8r+ 22)Y2 


对 于 zo 来 说 大 于 零 , 因此 表明 这 里 是 局 部 极 小 值 同时 也 是 绝对 极 小 值 。 
因而 应 当 在 距 水 塔 3. 霸 英里 的 地 方 从 主要 管道 分 又 出 附属 管道 。 

多 元 函数 的 极 什 

六 数 y= (81,，…,&) 的 个 变量 生生 …'， 二 可 以 看 作 大 
维 欧 几 里 得 空间 中 有 序 的 实数 组 x 一 (61, 62, …, 4)( 见 IL. 第 27 章 )。 
称 元 素 x 落 在 元 素 xm 一 (84,…， 引 ) 的 邻 域内 ,如果 可 找 出 正 数 ze 使 
各 个 变量 CG 一 1,2,…, 如) 落 在 区 间 引 一 有 < 各 < 如 "十 4 内。 在 每 一 个 
数组 x 唯一 地 对 应 于 水 数值 f(x) 一 y, 而 且 只 有 当 在 xm 的 邻 域内 不 同 
于 xw 的 所 有 元 素 , 其 纵 坐 标 值 (wx) 小 于 了 (xm) 时 , 在 点 wm 才 会 出 现 这 
函数 jx) = 一 4 的 局 部 极 大 值 。 类 似 地 ，f (x) > 必须 在 局 部 极 小 值 
点 的 邻 域内 成 立 。 

局 部 极 值 的 必要 条 件 . 对 于 两 元 函数 , 令 és, 6- 一 以 及 f(z, 幼 
一 2。 函数 的 图 形 为 三 维 空间 内 的 一 个 曲面 , 从 而 局 部 极 值 的 条 件 有 一 种 
直观 的 含义 : 了 (x) < 了 xm) 意 味 着 在 极 大 值 点 了 wax 一 (xmaxy gmar) smax) 的 
邻 域 内 曲面 上 的 其 他 所 有 点 位 于 过 这 一 点 的 水 平面 之 下 。 类 似 池 , f(x) 
> 及 zs) 意 味 着 在 点 Puia = (zmin gmin，smi) 的 邻 域内 曲面 的 所 有 点 位 
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于 水 平面 之 上 。 所 谓 水 平面 就 是 切 平面 ， 是 由 两 条 切线 4。 一- 信 如 人- 
与 加 = 区 急 - 所 张 成 的 ( 见 IT. 6.3- 函 数 的 偏 导数 ) 只 有 当 和 一 0 与 
一 0 时 切 平面 才 平行 于 z y 平 而 。 


(zm，ym) 为 局 部 极 值 ， 仅 当 Com yn) 
=0 时 才 可 能 。 


这 个 条 件 是 必要 的 ; 然而 由 鞍点 〈 见 图 6.4-1) 表 了 明 ， 它 不 是 充分 的 。 
虽然 ,在 那里 两 条 切线 是 水 平 的 ， 
但 是 鞍点 的 邻 域 无 论 取得 怎样 
小 ， 总 可 在 该 邻 域内 找到 曲面 的 
两 个 点 在 鞍点 切 平面 的 对 面 。 

已 经 得 到 的 这 个 必要 条 件 可 
以 推广 到 大 元 可 微 函 数 。 

画 数 Y= 了 (ES bp) 
TY 
只 有 在 xm 的 每 个 一 阶 偏 导数 都 


A 


6.4 1 点 @ 为 著 点 为 索 才 可 能 。 
局 部 极 值 的 充分 条 件 ”如果 应 用 泰勒 定理 将 函数 二 f(x, y) 在 局 部 
极 入 点 《zm yo 的 邻 域 Zr 一 由 <2<zn 十 2 go 一 和 < <ym 十 hz 内 展开 ， 
再 截 去 %=1 项 后 面 的 展开 , 那 末 因为 fs=0 与 有 0, 所 以 得 到 : 
214=21[f (2n + hi, Ynt+ ha) ~ f(Tm, Ym)] 
= fr Tmt Ohi, Ym 02h2) + 2hihy foy (Tmt 1h1, Ym 
+ 9h2) + fyy Tmt HR1, Yn aR), 
0O<H, Bo<1, ， 
如 果 二 阶 导 数 fo，fw 与 fyw 是 连续 函数 ， 倘 车 hu 和 hs 选取 得 充分 小 ， 
那 末 它们 在 点 (zm 十 加 ,ym 十 hi) 处 有 与 在 (zw ?处 相同 的 符号 。， 特别 
地 , 如果 fos 二 0, 那 未 差 4 可 表达 成 下 面 的 形式 : 
214=h§ frst 2hihs fey he fyy 
=(1/for) [hi1fort hy foy) th forfvw —f2,)]o 
方 括 强 中 除了 平方 项 之 外 还 出 现 (fowfyy 一 fzy)。 如 果 它 是 正 的 ， 那 末 方 
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括 弧 内 是 正 的 ; 4 不 等 于 零 且 与 九 。 同 号 。 于 是 ， 当 思 -<0 时 ， 纵 坐标 差 
4 在 点 (zw 细 ) 的 邻 域内 总 是 负 的 ， 从 而 函数 有 局 部 板 大 佳 ; 而 对 于 fw 
>0, 它 有 局 部 极 小 值 。 由 (fos fw 一 fy) >0 也 得 出 在 所 讨论 的 邻 域 内 fy 
与 fww 同 号 。 


A A-~~~~~ 


“可 以 证 明 , 当 (ef ~ 及) <0 时 不 会 出 现 极 偿 。 例 如 ,在 较 态 fo 和 
Jo 有 不 同 的 符号 。 然 而 , 当 ( fof 一 下,) ~0 时 是 否 出 现 极 值 就 不 能 下 
结论 。 

当 函 数 g 一 /(z) 的 一 阶 和 一 阶 偏 导 煞 记 为 

p= 汪 GD2 及 和 葬 = 庆 区 @5nL 2 肘 
时 , 如果 这 里 所 示 的 行列 式 , 其 一 切 偶数 阶 子 式 是 正 的 , 而 奇数 阶 的 子 式 


符号 与 pu 的 符号 一 致 , 那 末 函数 y= 了 (2) 在 点 zm 有 局 部 极 值 ; 当 pr1<0 
时 局 部 极 值 是 极 大 值 , 当 px>0 时 是 极 小 值 。 


P11 Pla *** Pix 
[p21 P22 :Pp2xrl. 
Opt Pra '** Prx 


带 有 从 属 条 件 的 极 大 与 极 小 ”在 许多 应 用 问题 中 要 确定 多 元 函数 的 
极 值 ， 其 中 的 变量 并 不 是 相互 独立 : 
的 , 而 是 通过 从 属 条 件 联系 起 来 这 
样 的 问题 常常 可 借助 于 从 属 条 件 用 
消去 法 减少 变量 的 数目 来 解 。 上 面 
有 些 极 值 问题 正 是 按 这 个 步 又 来 解 
的 。 这 意味 着 给 予 某 个 变量 比 起 其 
他 的 变量 来 有 优先 权 ， 不 过 并 不 总 
能 证 明 这 种 优先 权 。 下 面 将 对 二 元 
函数 直观 地 导出 对 所 有 变量 给 予 同 
等 重要 的 处 理 方法 ， 即 拉 格 朗 日 竺 和 
定 乘 数 法 。 图 6.4-12 带 有 从 属 

函数 z= 了 (zx, gy) 的 两 个 变量 w - -条 件 的 局 部 极 值 


198 第 6 章 微 分 学 


和 4 用 从 属 条 件 pCz,y) 一 0 联系 起 来 。 函 数 s 二 了 (w, 分 在 空间 表示 一 个 
曲面 , 而 给 定 从 属 条 件 9Cz, y) =0 的 方程 在 jy 平面 定义 一 条 曲线 忌 ' 
( 见 图 6.4-12)。 在 计算 极 值 时 感 兴趣 的 仅仅 是 函数 9 二 f(z, 奶 的 那些 满 
足 从 属 条 件 的 值 2 y, 亦 即 在 曲面 = 了 (zx, y) 上 曲线 尺 的 点 , 它们 在 zw， 
yy 平面 上 的 投影 恰好 是 曲线 区 '。 于 是 , 考虑 到 从 属 条 件 pCz, y) 二 0, 确定 
函数 * 一 Fw 奶 的 局 部 极 值 问 题 , 意味 着 求 空间 曲线 及 的 局 部 极 值 。 为 
了 这 个 目的 , 考虑 曲线 答 e= fo, 妇 , 其 中 = 常数 。 有 一 条 等 高 线 互 会 
与 空间 曲线 下 相 切 于 一 点 到; 就 是 一 个 极 值 点 。 这 条 等 高 线 玉 在 x,y 
平面 上 的 投影 豆 ' 与 曲线 K' 相 切 于 点 。 因此 由 plz, 一 0 和 f(z， 
纺 一 6 一 0 定义 的 函数 在 点 到 应 当 有 相同 的 导数 。 隐 式微 分 法 给 出 
Je/ 户 =ea/gv。 由 此 得 出 一 方面 户 与 pw 另 一 方面 有 与 9y 成 比例 ,引进 
比例 常数 (一 和 )- 拉 格 朗 日 条 数 ， 得 到 两 个 方程 fo 一 一 X89s 与 及 一 一 Mpy， 
或 者 fs+29s 一 0 与 方 十 My 一 0， 然 而 这 些 方程 的 左边 相当 于 函数 F(z， 

妨 二 f(%, 奶 十 p(w, 力 的 偏 导数 。 所 有 这 些 就 导致 了 拉 格 朗 日 采 数 法 : 

为 了 确定 溃 数 8 二 (ZX, 纺 ) 及 从 属 条 件 PC2 细 二 0 的 局 部 极 值 ， 用 待 
安 来 数 入 形成 埔 助 次 数 人 F(z， Cv 入) 二 fo 纪 十 好人 妇 和 而 未 出 这 个 通 
数 的 示 阶 偏 导数 由 页 竹 组 了 efot X89a 0 PJut p90, 蕊 
去 0 计 其 可 能 扳 值 点 的 坐标 以 及 乘 数 入 。 

这 个 规则 确实 给 出 一 个 计算 可 能 局 部 极 值 点 的 极 好 方法 。 要 确定 一 
个 可 能 极 值 点 是 否 真 的 出 现 极 值 以 及 电 一 种 极 值 ,通常 是 一 项 复杂 的 三 
究 。 而 在 具体 的 例子 中 , 根据 问题 的 形成 常常 是 清楚 的 , 确信 所 期 望 的 是 
极 大 值 还 是 极 小 值 。 

【 例 】 在 给 定 斜 边 为 e 的 所 有 直角 三 角形 中 ， 要 求 找 出 面积 最 大 的 
直角 三 角形 。 用 > 和 乡 记 直 角 边 ,4 =f(% Y) zy/2 应 为 极 大 。 因 为 这 是 
直角 三 角形 ， 所 以 戚 立 从 属 条 件 人 2 她 一 或 pbz, 9) 一 + 六 一 一 0。 
于 是 构成 辅助 函数 F(z, 久 ) 一 2y/2 十 (x? 十 护 一 2) 。 由 方程 组 

2 -=y/2+ 2 0 > A —y/ (de), 


可 orowr ~> 22 一 0 


gz, Y) =2+Y ~ 0 =0>72 =02/2 
得 到 zx=y 一 o/W 互 。 因 此 等 腰 直 角 三 角形 是 一 个 可 能 解 ， 进而 可 以 证 有 
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其 面积 是 绝对 极 大 信 。 
类 似 地 ， 竺 定 季 数 法 可 以 拓 广 到 确定 有 若干 从 属 条 件 的 ?元 函数 极 
值 的 问题 。- 
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借助 于 微分 可 以 确定 由 函数 所 给 定 的 曲线 上 的 某 些 重要 点 ; 特别 地 
可 以 判定 什么 时 候 出 现 奇 点 。 渐 届 线 和 渐 伸 线 的 性 质 起 因 于 曲率 概念 的 
明朗 化 。 | 

”由 显 函 数 定义 的 曲线 讨论 

要 研究 函数 y 一 f(z)，. 革 定义 域 为 Df), 如 果 DC 了) 没有 显 式 给 
出 , 那 末 就 认为 它 由 使 解析 表达 式 f(z) 有 意义 的 所 有 实数 二 组 成 。 如 果 
定义 域 一 侧 或 者 两 侧 延 伸 至 无 限 , 那 未 当 |s| 为 很 大 值 时 函数 的 性 态 可 以 
借助 于 对 x 一 十 ~ 或 zx 一 一 ce 的 极限 过 程 来 研究 。 因 而 也 称 此 为 函数 在 
无 穷 远 处 的 性 态 。 对 于 有 理 函 数 这 已 在 工 .第 5 章 讨 论 过 了 。 由 方程 y= 
fz) 分别 令 z=0 或 y=0 得 到 与 坐标 轴 的 交点 坐标 。 为 从 方程 f(x) =0 
确定 函数 的 索 点 , 即 它 的 曲线 与 > 轴 的 交点 的 横 坐 标 值 , 如 有 必要 可 应 用 
通 近 方法 。 对 于 有 理 函数 可 应 用 斯 图 谈 定 理 ( 见 I. 第 5 章 -零点 ) 来 找 出 
零点 所 在 的 区 间 。 

函数 在 其 间断 点 邻 域内 的 性 态 利用 极限 来 考察 ， 进而 确定 间断 的 类 

例如 , 极点 ,不 定点 、 跷 跃 间断 或 振荡 等 。 

最后， 用 微分 的 方法 来 检验 函数 的 极 位 点 和 拐点 。 如 果 为 此 目的 确 
定 函数 的 一 阶 导数 和 二 阶 导数 的 零点 ， 那 末 对 于 两 次 连续 可 微 函数 还 知 
首 一 阶 导 数 保 持 定 号 的 区 间 以 及 二 阶 导数 不 变 号 的 区 间 。 由 此 找到 函数 
单调 减少 , 单调 增加 , 凸 的 或 凸 的 区 间 。 

曲线 举例 ”下面 就 一 些 有 代表 性 的 曲线 例子 给 出 讨论 结果 。 特 别 地 ， 
yu 是 与 y 轴 交点 的 纵 坐 标 ; zos 是 零点 ; xm 是 极 值 点 的 横 坐 标 ; zw 是 扫 
点 的 横 坐 标 ; 了 Ls 是 极 大 值 ; ws 是 极 小 值 ; 本 ,是 拐点 。 

. 【 例 1]】 函数 y= 了 《zx) 一 (zx/300) (x? 一 45) (2 一 10) 对 所 有 2 有 定义 
( 见 图 6.5-1) 。 它 的 导数 是 | ， 
y =f' (2) =(1/60) 22 一 30) (2 一 3); 
多 =f"(%) 一 (CV30) (2 一 33); 
fF" (x) =22/15 一 11710。 


6.5-1 函数 y 一 《7/300) 


(2 一 45) (2 一 10) 图 形 图 6.5-2 函数 y=23/ (好 一 力图 形 
在 无 穷 远 处 的 性 态 ; 当 2-> 土 o 时 ,，j(o) 一 土 cc。 与 坐标 轴 的 交点 : 
Yo=0; ”zol 一 0; - 2o3 一 一 39V5 一 -6.71 


zos=+3V SS+6.71; woo=+V 10 ~3.16; 
z=~V10 ~ —3.16, 
局 部 极 值 : f(zm) 一 0>vm=-V30; zm=—V3; 
rna=+MB; Wd=+V 30; 
Mi=(—5.48, 5.48); MM, 二 (1,73, 1.7); 
mi=(—1.73, —1,7); m=(5.48, —5.48)。 
拐点 : jz 一 0->xzul 一 一 和.06; zws=0; zus 一 十 4.06; 
Wi={(—4.06, 2.58); 本 ?三 (0，0); 
Ws=(4.06, —2.58)。 
 [ 例 2] 函数 y= 了 f(?) 一 38/ (w? 一 4)( 见 图 6.572) 对 除了 值 "一 士 
以 外 的 所 有 2 有 定义 , 因为 当 %= 土 1 时 分 母 为 零 。 它 的 导数 是 


Fp f 2 好 一 3 nH or Pp 2 3 
y=f (2) -4 2 一 六 人) 一 CT 
一 6( 导 十 6z2 十 荆 ) . 


y= 了" (x) a 


在 无 穷 远 处 的 性 春 : 当 z-* 土 o 时 ,一 所 =-z+-2T 十。 
浙 近 线 y==x( 见 I 第 5 章 )o 
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.与 轴 相 交 : 加 =0 mm=0。 
间断 人 性， 和 一 与 9 一 一 1 为 极点 ， 有 二 直 渐 折线 。 
局 部 极 值 : f(zw) =0 > Ym 一 一 M3; wn2= 十 MV 3; 
WM=(—1.73, —2.6); m=(1.73, 2,6)。 
拐点 : 了 "(zw) 一 0 二 4 二 0 分 圭 
一 个 水 平 描 点 。 


【 例 3] 函数 y= 了 (zx) -vv 了- 好 仅 在 区 间 一 3<z<+3 上 有 定义 
〈 见 图 6.5-3)。 它 的 导数 是 


;Wns =0.=Xw 


: (0, 0)。 因为 扩 (z%) =0， 所 以 这 是 


iF! 二 9 一 272? 。 2 7 27x? 一 27) ， 
YVR V (9—2)3 
LL 一 243 
y" =f" (2) O° 


与 轴 相 交 : 级 一 0; zol 一 0 wo02 一 8; X03 一 一 3。 
“局 部 极 值 ， fF (cm) = 0—> zm=— (3/2) V2; 
匆 三 (一 2.12, —4.5); M=(2.12, 4.5)。, 


拐点 : 了 *(zw) =0 一 zol 一 0; zwa= 《3/2 V6;rvws = — (8/2) V6: 
Vid 和 Tw3 在 定义 域 之 外 。 Wi= 一 C0, 0)。 


这 个 曲线 关于 z 轴 的 镜 象 是 由 本数 y= _zV5 碟 所 定义 的 基线 。 

| 这 两 个 函数 都 由 代数 方程 z+ 一 9 
十 如 =0 所 定义 。 P(0, 0) 作为 一 
个 二 重点 ,是 奇 点 。 


zm = + (3/2 VD; 


图 6.5-3 由 方程 s4 一 922 填 人 Y= 


` 图 6.5-4 函数 2 一 ain2x 
定义 的 曲线 讨论 . 


十 3o08Y 图 形 
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【 例 4】 函数 y= 了 (zx) 一 sin2z+2cosz 对 所 有 的 > 有 定义 ; 由 于 它 
的 周期 性 , 将 限于 在 区 间 0<z<2w 进行 研究 ( 见 图 6.5-4) 。 它 的 导数 是 
=f’'(7) =2 008 2%— 2 8in Z; 
y= 了 "(7) = —48in 2x 一 2co8sz; 
y=f"(x) =—8¢0s 22+28in zo 
与 轴 相 交 :， 二 32; X01 二 Tm/2 守 1 .57, wos 二 3m/2 守 4.71。 
局 部 极 值 ， 了 (zw) =0 -> mm 一 m/6:， mra=5m/6; za 一 3m/3 一 uao 
M=(0.52, 2.6); m=(2.62, —2.6)。 
拐点 : f(xw) =0 -> Wodl 一 可 /3; VwsT3.39; Yos 一 3m/23; Tua 6,03; 
Wi=(1.57, 0); W;:=(3.39, —1.45); Ws=(4.71，0)， 因 为 了 (xwa) 
=0, 所 以 这 是 一 个 水 平 拐点 ; Ws 三 (6.03, 1.45)。 
奇 点 
考察 奇 点 可 通过 探讨 在 这 些 点 上 可 能 有 的 切线 方向 来 进行 。 -如果 
线 方程 用 隐 式 f(z, Y) =0 给 定 , 而 且 如 果 9 是 切线 与 二 z 轴 之 间 的 夹 角 ， 
那 末 


ytang~ 腊 一 - 部 世 =~fo/fyo 


平行 于 z 轴 的 切线 就 由 fs。=0 来 刻 划 ， 而 垂直 于 z 轴 (p 一 w/2) 的 切线 则 
用 一 0 来 描述 。 然 而 ， 如 果 这 两 个 全 导数 孝 取信 为 那 它 就 会 是 一 个 
奇 点 。 

代数 曲线 的 奇 点 在 奇 点 (zs 9 ( 设 它 是 二 个 检点 ) 的 代 ws—h1 
<Z<Nt hy Yeh <y<Yst hy 内 ,因为 f(z, Y0) =0, f(z, ys) =0 和 
户 (z。 yo =0, 带 有 余 项 Bo 的 泰勒 展开 为 如 下 形式 ， ， 

f Ket hy, Yat ha) =1/2Ch3 fez + 2hihz foy+ Rfyy) + Bso 
如 里 加 =4r 和 各 一 必 欧 于 零 , 那 末 (Ra/ 且 ) 也 是 一 个 零 序列 因为 Bs 包 
含 的 是 如 和 思 的 三 次 及 更 高 次 畦 。 

如 果 三 个 偏 导 数 不 全 为 零 ， 那 末 y=tanp 的 值 可 由 二 次 方程 foo+ 
2y'foy 十 yfyy 一 0 来 确定 。 如 果 fy 二 0， 那 末 这 个 二 次 方程 解 的 数目 取 
决 于 4=f3 一 fozfwy 的 值 。 当 4>0 时 ,存在 两 条 相 异 切线 ; 曲线 有 一 个 
二 重点 ,曲线 的 两 支 在 这 一 点 相交 。 当 4=0 时 , 存在 两 条 重合 切线 ; 曲线 
的 两 支 有 一 条 公 切 线 并 在 互 切 点 或 者 类 点 咎 此 切 触 。 在 寻常 拓 点 ， 曲 线 
的 两 支 位 于 切线 的 两 旁 ; 在 偏 村 类 点 ， 它们 位 于 条 一 竹 。 当 4<0 时 没有 
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y Yy 1g 
A - 
js 3 中- 一 & 《~ 
S 3 区 加 3 
~ a 可 、 1 


图 6.5-5 代数 曲线 的 奇 点 
a) 二 重点 ，5) 互 切 点 ，6) 三 重点 , 9) 寻常 尖 点 ， 
9) 偏 针尖 点 ， 旋 孤立 点 ~ 
实 的 切线 , 从 而 曲线 有 一 个 孤立 点 ( 见 图 6.5-5)。 如 果 fw 一 0 那 末 一 条 
切线 有 斜率 多 一 一 (1/2)fow/fow, 而 第 二 条 切线 平行 于 乡 轴 。 类 似 地 考虑 


信 一 说 即 可 这 也 是 一 个 二 重点 。 偶而 也 有 几 个 奇 性 联合 出 现 现 的 情况 。 


三 重点 就 是 这 样 的 一 个 点 ,一 共有 三 条 切线 。 

二 重点 的 例子 箭 证 尔 叶 形 线 : 由 方程 f(z 9) 一 到 十 多 一 -ae 
出 偏 导数 记 =3o2 一 3ay fy 一 3Yy? 一 342 和 fww 一 67, foy 一 —3a, fyy = 
方程 f=0 和 上 万 =0 有 两 个 解 wi1—0, 急 一 0 各 色 一 4， 奶 二 Bo 内 有 (v1 
才 满 足 方程 了 一 0。 

对 于 x1=0, Yi=0: fas =0, fuy=— 34, fo =0, 于 是 4=9a?>0。 奇 
点 (2 人 是 一 个 二 重 由 。 因为 fs=0， 所 以 切线 方向 是 由 久 一 co 与 久 
却 一 (1/2)fow/fwy 一 0 所 给 定 的 。 切 线 与 坐标 轴 重 合 。 导 数 有 值 


型 =-f/f= — (v2— ay)/(y 9。 


当 记 一 0 但 访 关 0 时 有 一 条 平行 
于 z 轴 的 切线 如 当 广 =0 但 户 
站 0 时 有 一 条 平行 于 Y 轴 的 切线 
太 。 计算 给 出 : 一 0, 产 二 0: 多 
一 az 一 ge/as 上 2 一 2g2 一 0 或 者 久 
一 208a3; 按 #%#F0 一 om=aY2m 
1.26a 和 zs 一 a3/ 和 4 之 1.59a。 类 
似 地 , 对 于 fs 一 0, fy 二 0, 有 
zu 一 as/ 2 1.264 
和 =as%4sL.59a。 . : 
在 方程 1Cz，9 =0 中 代入 图 6.5-6， 笛 卡 尔 时 形 线 
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2 一 ma2 得 到 3(1 十 3) 一 84m? 二 0 或 了 Ma 一 3am/x 二 0。 当 x 习 土 吕 时 ， 
给 出 1+m 一 0 或 m== 一 1。 因 此 币 卡 尔 叶 形 线 ( 见 图 6.5-6) 有 一 条 斜率 
为 %== 一 1 的 浙 近 线 。 如 果 它 的 方程 是 y= 一 z+c, 那 末 在 方程 Am 9) 
=0 中 通过 代入 gy 而 得 到 c 的 值 : 

妇 十 (e 一 2)3 一 3azke 一 切 =0 或 3za(a-+oe) 一 3z(c2 十 uc)3 二 cos 一 0。 
因此 令 z 一 士 c 有 a+c=0 或 c= 一 no 渐 近 线 方程 是 4 一 一 ?一 ao 

曲率 , 渐 届 线 和 渐 伸 线 
曲率 ”在 讨论 拐点 的 时 候 曲 率 概 念 用 来 措 述 拐点 前 与 拐点 后 函数 

y 一 了 (x) 曲线 的 不 同 走向 。 那 里 已 经 证 实 , 曲线 的 同一 个 性 质 也 可 用 曲线 
的 相继 两 条 切线 的 方向 角 “ 的 变 分 来 描述 。 因为 很 显然 ， 对 于 方向 角 的 
给 定 变 分 和 所 需要 的 强 长 增 量 4s 越 大 , 曲率 x 就 越 小 ,所 以 后 者 就 定义 
成 此 角 作 为 弧 长 ;的 函数 的 变化 率 ( 见 图 6.5-7, 8); 


图 6.5-7 较 小 左 曲 的 图 6.5-8 ” 较 大 右 曲 的 平面 
平面 曲线 的 曲率 曲线 的 曲率 


x*= lim 和 = 
ds20 Ls ds” 
而 角 * 定义 为 5 一 arc tan y; 根据 链 式 法 则 得 到 
de /y+ N/V TT /ty Yo 
如 果 z 和 看 作 单 参数 函数 并 且 用 一 个 点 来 表示 关于 这 个 参数 的 微分 ， 
那 末 * 一 are tan (Jy/2#)，x 一 《2Y 一 yz)/(Z 二 妨 )33。 曲率 也 可 用 极 坐 标 
z=? 008 他， 一/ Sn 人 来 表示 。 得 到 
一 cos gr 一 Sih DBé; y=8in gr 十 cos 98 
和 X=7 co8 召 一 27 sin 8 —r cos 4 人 2 一 7 sin 6, 


"1 SLI by 
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Y=7 sin D+ 27 cos HH ~ 7 sin 90+ 7 cos 8 


因此 X=(2728 + rr) /7 + ) 2 
=—(2r2 _ rr 十 72)/(r 2 十 72)3/2, 

、 ， dr _7 dr .0 7 

这 里 "和 


从 这 些 公式 中 的 第 一 个 公式 得 出 曲率 与 多 ' 同 号 。 于 是 , 如 果 当 曲线 
沿 横 坐 标 增加 的 方向 运行 时 导数 增加 , 那 末 二 阶 导 数 是 正 的 从 而 x 也 
是 正 的 ; 从 纵 坐 标 非常 大 的 一 点 了 来 看 ,这 曲线 星 现 为 目的 。 以 这 样 方 
式 弯 曲 的 路 线 为 左 曲 。 如 果 从 P 看 来 曲线 时 现 为 西 的 , 或 类 似 节 如 果 弯 
曲 的 路 线 为 右 曲 , 那 末 导 数 不 断 减少 , 从 而 y" 和 *%* 是 外 的 。 

典 率 贺 圆 是 具有 常 曲 率 的 一 条 曲线 ; 由 参数 表示 2 一 p cost, y= 
Psint 得 到 x=JV/p。 这 个 结果 相当 于 如 下 的 直观 性 质 ， 即 曲率 半径 p 越 
小 , 圆 的 曲率 就 越 大 ( 见 图 6.5-9)。 按 照 下 述 规则 对 函数 y 二 (2) 曲 线 的 
每 一 个 点 (2z，Y) 指 定 一 个 曲率 加 yg(z): 两 条 曲线 通过 同一 个 点 , 有 (2) 
==g(7), 具有 相同 的 切线 ，f'(2) =9 (2)， 并 有 相同 的 曲率 ， 所 以 (2) 
二 g"(w)。' 在 点 《%, 级 切线 圭 有 向 。 如 果 它 与 +z 轴 构 成 夹 角 o 与 +y 
轴 成 角 B= /2 一 o 那 末 它 的 方向 余弦 是 

cosa=d/VWG+R 和 co%8p=sina=y/V T+ 
法 绕 呈 的 正方 向 是 从 切线 旋转 十 m/3 而 得 的 那个 方向 。 因为 2 二 a+w/2 
所 以 它 的 方向 余弦 是 
cosa~——y/V +49 和 cosB=%/V H+ 


y= f(r) 


图 6.5-9 曲率 圆 ,曲率 半径 p 和 曲率 中 心 MM; p1>0, p<0 
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如 此 选 定 方向 为 的 是 使 对 于 正 曲 率 , 正法 线 指向 内 , 即 向 着 曲率 中 心 , 而 
对 于 负 的 * 它 指向 外 ， 即 远离 曲率 中 心 。 于 是 在 法 线 上 按照 它 的 符号 标 
出 曲率 半径 p=J/Ax。 曲 率 中 心 的 坐标 所 7 是 ( 见 图 6.5-10): 


和 =ZDpoosa=Z 一 py/ 十 22， 
n=y+peosB =yt+pa/V m+ yo 
曲 率 半 径 .| p=1/x% 
通过 代入 p=1/x 得 到 二 和 n 的 方程 。 | 


P=z0),y—y(t) r=f(8) 


TY — YT 12 十 272 一 yr 
Xx 二 一 - 
R43 


3 
_ Ly ros 从 . 
THYT (72+72) (7 cos 共 十 六 sin #) 
2 本 712 十 2702 一 YY 人 
2 十 2 n=7 Sin # 
(72+72) (7 Sin —r’ cos) 
和 12 十 27 2 一 71 


图 6.5-10 切线 上 和 法 
线 生 的 方向 余弦 图 6.5-11 县 链 线 的 曲率 中 心 
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显 链 级 .把 一 根 完全 柔软 的 量 线 从 两 个 点 蕊 挂 起 米 ， 在 平衡 状态 下 
就 成 县 链 线 的 形状 。 它 是 旬 物 线 的 渐 届 线 ,是 函数 y= (4/2) (es 二 6-e/?) 
一 a cosh(z/q) 的 图 形 , 导数 为 y 一 sinh{z/4) 和 9' 一 (1/a)cosh(z/a)。 因 
为 1+sinh?(z/a) =cosh?(z/a)， 所 以 代入 得 到 曲率 半径 pa cosh?(z/a) 
=%2/a 和 曲率 中 心 的 坐标 上 一 z 一 asinh(z/o) 二 2 一 ay' 与 二 24 cosh(x/a) 
= 久 ( 见 图 6.5-11)。 : 四 

切线 二 和 曲率 中 心 的 作 图 。 因 为 过 己 和 有 B 的 直线 与 z 轴 之 间 的 夹 
角 世 有 tanv=|RP|/|RO| = 多 = 友人 ao=simnh(yao) 一 多 所 以 将 纵 坐 
标 |Pg| 为 直径 的 圈 与 以 @ 为 中 心 “为 半径 的 圆 相交 于 点 瑟 , 它 一 定 在 P 
点 的 切线 上 。 在 了 点 垂直 于 了 上 即 法 线 轧 它 与 了 轴 相 交 于 点 8。 由 oosr 一 
(a/y) =W1PS1 得 出 1PS1=9/a= |p| * 丢 照 曲率 的 符号 , 从 卫 起 在 法 
线 正 的 一 边 或 负 的 一 边 标 出 jp| 。 因 为 -和 (a?sinh(z/a)) acosh(aya)， 
所 以 给 出 z 轴 与 悬 链 线 之 闻 的 面积 4=a2sinh (z/a) 。 从 最 低 点 (0, 4) 
起 量 的 弧 长 1 为 =a sinh(z/a)。 

渐 届 线 ”如 果 函 数 y= jz) 有 一 阶 和 二 阶 连续 导数 ， 那 末 曲 率 中 心 
的 坐标 名 是 连续 函数 。 由 它们 定义 的 曲线 就 称 做 靳 届 线 。 


和 NNN 


坐标 的 公式 癌 时 给 出 了 渐 轴 线 的 砍 娄 表示。 只 需 把 二 和 站 看 作 流动 坐标 。 
渐 伸 线 新 伸 线 是 一 种 展开 曲线 。 想 象 用 一 根 不 可 伸缩 的 线 紧 巾 在 


加 .5.5-12 海 导线 . “图 6.5-18 平面 曲线 的 浙 仿 线 族 
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一 条 曲线 上 (图 6.5-13) 。 将 这 根 线 缚 在 曲线 的 一 个 点 4 上 。 如 果 接 着 
考虑 这 根 线 的 一 个 点 Bz 并 将 这 紧 贴 着 的 线 从 曲线 上 解 开 , 那 打点 B1 描 
绘 一 条 新 的 曲线 , 即 原 曲 线 的 一 条 渐 伸 线 。' 因 为 每 一 个 点 B 都 描绘 这 样 
一 条 渐 伸 线 ,所 以 整个 渐 伸 线 族 都 属于 给 定 的 曲线 。 又 因为 这 根 线 在 解 开 
的 时 候 总 是 拉 紧 的 ， 所 以 它 的 解 开 部 分 又 总 是 原 曲 线 的 一 条 切线 。 点 B 
关于 切线 的 瞬时 点 描绘 无 限 小 贺 强 作为 渐 伸 线 的 弧 长 元 素 ;， 然 而 这 又 意 
味 着 这 根 线 的 解 开 部 分 总 是 渐 伸 线 的 法 线 。 于 是 ， 原 曲线 的 切线 与 渐 伸 
线 相交 成 直角 。 由 此 产生 如 下 的 定理 : 

平面 曲线 的 渐 伸 线 是 原 蜡 线 切 线 的 正 交 执 迹 (与 曲线 相交 成 直角 )。 

每 一 条 曲线 是 它 和 条 类 介 线 的 基 轴 久 。 

每 一 条 曲线 是 它 的 渐 届 线 的 一 二 条 渐 伟 线 。 

【 例 】 在 机 械 设计 中 贺 圆 的 渐 伸 线 作为 浙 伸 线 齿轮 此 形 的 轮廓 线 而 
得 到 应 用 ( 见 图 6.5-14)。 由 图 示 可 将 渐 伸 线 一 个 点 了 的 坐标 写 为 
$=z+s sin: 和 ”=y 一 s Co8t。 由 圆 的 参数 表示 z=7rcost;y==? ginf 和 解 
开 的 圆 弧 长 公式 s= 人 得 到 圆 的 渐 伸 线 的 参数 表示 

《一 7(cos t+tsint); n=r(sin t—#co0s 1)o 


Als, 坟 ) 


PCé, 1) 


图 6.514 贺 的 渐 伸 线 


“特殊 曲线 
在 前 一 段 讨 论 二 重点 和 曲率 中 心 的 时 候 已 附 避 狂 坟 了 任 卡 尔 叶 形 红 
和 各 然 线 最 重要 的 一 些 性 质 。 下 面 给 出 其 他 一 些 曲线 的 性 质 。 
卡 西 尼 九 形 线 “ 卡 西 尼 (Cassini) 孵 形 线 定义 为 所 有 点 卫 的 轨迹 , 这 
些 点 . 卫 与 两 个 固定 点 及 和 瑟 的 距离 和 4= | 本 P| 与 79 一 | 本 P| 的 乘积 有 
常数 值 2。 如 果 这 两 个 点 责 和 本 位 于 笛 卡 尔 坐 标 系 2 轴 上 , 与 原点 相 
距 +e 和 -6 那 末 只 一 (一 6)? 十 2 肛 = (Ve)? 十 好 ;73 二 at 或 
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6.5-15 当 e=6, a=10, 7, 6 和 4 时 
卡 西 尼 卵 形 线 ; e 一 a 一 6 即 双 纽 线 


(X42)!— e222 —Y) 一 时 一 6 从 一 26272 eos 328 一 ad4 一 6 
000820 FV Tor od Ta eo 
按照 两 个 常数 4 和 。 的 比率 得 到 不 同形 状 的 卡 西 尼 财 形 线 ( 见 图 
6.5-15) .在 下 面 的 考察 中 用 与 2 轴 的 交点 81,，S2，653, 834 与 乡 轴 的 交点 
Wi, 和 Ws， 用 极 值 点 B1，B2，EBs, Bs 以 及 用 拐点 Wi,W2,， Ws， Ws 来 表 
征 它们 。 
1]. ga>e V3, 曲线 就 象 椭圆 s。 S1, Ss=( 土 V 03 十 0, 0); Ns, N= 
(0， 二 V 环 - 瑟 )。 当 a=e V3 时 则 线 还 象 梢 圆 , S182=(e 土 V 3,0); 
Nj, Ws 二 (0， 土 0), 但 在 Ni 和 Ns 曲率 为 零 。 
3.e<w<ewW 3, 凹 入 卵 形 线 。 
8’, Si=(LV RET, 0; Ni, N=(0, +V oe); 
B', E,, Es, B=(+(1/2)V de —a:, + (a2/2e)); 
;WS, Ws, W(tV EG- FV to)/2), 
这 里 一 (a4 一 el)/(3e?) 和 v=V (at—0)/3。 
3. ga<e, 两 个 分 离 的 路 形 线 。 
"SV et, 0); 8%, Si=(tV ea, 0); 
EB’, BY, Ey, Ba~(+(l/20)V de ~at, +(a2/20))o 
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4, a=e, 双 组 线 。 作 为 双 纽 线 方程 得 到 (z? 十 op)? 一 202(o2 一 弘一 0 或 
92 一 202 cos 29，r 二 aV 23260835。 于 是 给 出 参数 表示 为 
r=—acos V2cs28, yy=asinpwvV3cos28。 


人 =-2 sin38/V3c0s35 和 及 dy 六 一 20"00838/V 3c0s 20, 得 


出 多 = 忽 一 一 cot 898。 于 是 ， 当 88 =m/2，3m/2，5m/2 或 者 妇 m/6， 
r/2，5m/6 时 可 能 出 现 极 值 。 极 信 是 

21 3 一 十 +(a/2)V 3, gt 一 土 Q/2， 71,2 二 4o 
点 (0, 0) 是 二 重点 。 在 (0，0) 的 偏 导数 值 是 


户 一 4 二 22 一 aq2z) 一 0; fy=4d(xYy + EY) =0; 
fos=4(392 4 A) = da foy—8ry=0; 
fyw~—4(x2+ 3y -a2) 一 402; 4= 十 16u4。 


由 -42+2 as=0 推 得 久 = 十 二 所 以 y 一 二 2 是 在 点 (0，0) 的 切线 。 
与 x 轴 的 交点 是 S3, S23 一 ( 土 aVY 3，0)。 由 
4- 去 (OAR =02 上 ”oos 28 09= 邱 sin28 | ~a? 
TT 一 了 有 
给 出 一 个 环形 的 面积 。 

旋 轮 线 ”在 力学 上 ， 旋 轮 线 是 作为 点 书 的 轨迹 出 现 的 ， 这 个 点 王国 
定 在 半径 为 ?的 圆 与 中 心 冯 相距 a 处 , 而 这 个 圆 沿 着 一 直线 作 无 滑动 的 
深 动 ， 这 时 点 了 的 轨迹 就 是 一 条 旋 轮 线 。 如 果 让 贺 沿 着 第 卡尔 坐标 系 
的 2 轴 深 动 , 其 中 横 坐标 从 卫 处 在 最 低 点 的 位 置 量 起 , 再 用 yp 记 旋 转角 ， 
那 末 铺 开 的 弧 10B| =rp 比 P 的 横 坐 标 大 asinp，7 比 己 的 纵 坐 标 大 

a cos p( 见 图 6.5-16); 
z=?rp—a'sing; y=—7r~—a cos 9g» 
按照 比率 ov 分 为 内 缩 的 (a<7)、 外 
”种 的 (4>>7) 和 常用 的 旋 轮 线 (a 二 7) 
( 见 图 6.5-17)。 
内 缩 旋 轮 线 当 p=0, 2m, dm, 
时 有 极 小 值 yw 二 ?一 Q; 外 伸 旋 轮 线 对 
图 6.5-16 旋 轮 线 方程 的 号 出 于 xz 的 对 应 值 有 两 点 的 横 坐 标 相 同 。 
一 点 有 极 小 值 ym 一 7 一 %。 另 一 点 的 w 值 由 三 角 方程 rp 一 4 sin p 给 定 。 常 


~'! 


[ ， 
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图 6.5-17 内 缩 .外 伸 和 常用 的 旋 轮 线 
用 的 旋 轮 线 在 这 些 地 方 有 尖 点 。 它 的 弧 长 元 素 是 ds 二 2rsing/24p, 于 是 完 
整 的 区 轮 线 拱 形 的 长 s 是 一， ds 一 8r。 在 这 个 完整 的 拱 形 下 的 面积 是 


pe: 2 
A= y dz=7? (1~2cosg+ocosg)dgp 一 2ry2 十 0 十 orz12 = B72, 
Jo “1 


因此 等 二 深 动 圆 的 面积 三 倍 。 . 


圆 外 旋 轮 线 ” 圆 外 旋 轮 线 在 
力学 上 作为 点 了 的 轨迹 出 现 , 这 
个 点 卫 固定 在 半径 为 + 的 圆 
上 , 而 这 个 圆 加 沿 着 半径 为 及 的 
固定 贺 到 的 外 侧 滚 动 , 这 时 点 卫 
的 轨迹 就 是 一 条 圆 外 旋 轮 线 ( 见 
图 6.5-18)。 按照 点 卫 与 圆 的 
中 心 站 距离 o 分 为 内 缩 的 〈(@ 
7?)、 外 伸 的 (a>?) 和 常用 的 国 
外 旋 轮 线 (a 一 7)。 如 果 半 径 10MU| 
一 到 十 7 转 过 一 个 角 o， 那 末 圆 7 


图 6.5-18 贺 外 旋 轮 线 方 程 的 导出 


转 过 一 个 角 风 这 里 9R=Wr。 从 1 到 轴 的 重 线 了 也 从 由 切 去 角 (m/2 
一 9)， 余 下 的 角 8 是 8 一 +9 一 w/2 一 [CR+7)/ 站 -9 一 4/2。 给 出 了 点 


的 坐标 为 


w=(R+r)cosp —a cosy (B+7) /7]; 
y=(R+7)sin gp—asin[p (B+r)/r], 
相应 于 关于 直线 的 旋 轮 线 种 种 曲线 , 关于 固定 加 圆周 的 贺 外 旋 轮 线 的 
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种 种 曲线 也 有 尖 点 、 环 形 或 无 二 重点 的 极 小 值 点 。 如 果 圆 下 的 贺 闪 2xR 
是 圆 天 的 圆周 mr 的 整 效 倍 ， 那 末 曲 线 有 R/r 个 拱 形 。 如 果 Br 是 一 
个 有 理 数 gg， 那 末 因为 gR=pr， 所 以 绕 下 盘旋 q 次 之 后 卫 的 位 置 重 
复 。 常 用 的 加 外 旋 轮 线 一 拱 的 长 度 I 见 图 6.5-19) 是 1=8r(B+7)/B; 
五 的 贺 周 与 一 拱 间 的 面积 4 是 4=w (r/R)(3R+27)。 

心脏 线 ” 当 + 及时 得 到 心脏 线 ,参数 表示 为 2 一 R(2cosg 一 cos2p); 
y=R(2sin psin 2p)( 见 图 6.5-20)。 消 去 p 得 到 代数 方程 

(B+ RY) =4R2[ (7 — R)?+y2]。 

助 线 长 1 是 1~8, 它 的 面积 是 4 一 6rB2 即 固定 圆 到 面积 的 六 借 。 


图 6.5-19 常用 的 圆 外 旋 轮 线 ; B/r 一 3 图 6.5-20 心脏 线 


在 名 人 坐标 系 中 ,心脏 线 方程 变 得 特别 简单 : 《一 z 一 已 9 一 y, 于 是 
=2R co0s gp(1~— C0sg),， =2R sin gp(l~cos 9) 。 采 用 极 坐 标 6， 其 中 
?二 2R(1 一 Cos py) 从 而 eos =t/r 一 c0s gq 和 sin 如 = =sinp， 心 脏 线 的 
极 坐 标 方程 是 7 一 28(1 一 00s 8)。 

圈 内 旋 轮 线 ”相对 于 圆 外 旋 轮 线 , 当 圆 盛 沿 着 固定 圆 下 的 内 侧 深 动 
时 , 在 力学 上 就 出 现 一 条 贺 内 旋 轮 线 。 可 以 将 动 圆 丰 想象 为 关于 切线 旋 
转 。 线段 + 和 a 连同 旋转 角 由 一 起 改变 它们 的 符号 。 参 数 表 示 取 如 下 形 
式 : 

T=(R—?+)eos p+a cos[o( 瑟 一 门 /7]; 
y=(R—?7)sin p—asintg(R~7)/7]。, 
在 内 缩 的 贺 内 旋 轮 线 中 a<7+， 在 外 伸 的 加 内 旋 轮 线 中 ( 见 图 6.5-21) 
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a>y， 而 在 常用 的 圆 内 旅 轮 线 中 = 一 *。 相应 的 曲线 有 贺 化 的 尖 点 (相对 
于 固定 圆 的 极 小 值 )、 环 形 或 
尖 点 ， 

圆 内 旋 轮 线 的 形状 取决 
于 比率 /+。 如 果 它 是 一 个 
整数 ， 那 末 动 圆 绕 固 定 圆 旋 
转 一 圈 之 后 曲线 闭合 起 来 。 
如 果 它 不 是 整数 ， 而 是 有 理 
数 ， 了 /jz 一 和 jia 和 没有 
公共 因子 ), 那 末 绕 1 轿 之 后 
曲线 才 闭 合 起 来 。 至 于 比率 
RJr 为 无 理 数 时 ， 曲 线 不 闭 
合 。 如 果 BR/r 是 一 个 整数 ， 
那 未 常用 的 圆 内 旋 轮 线 有 长 图 6.5-21 外 伸 的 圆 内 旋 轮 线 
?=8(R 一 7?), 而 在 一 个 完整 的 拱 形 与 固定 贺 下 间 的 面积 4 是 

A=wm(72/R).(3R— 27)。 

星 形 线 或 星 状 曲线 是 当 4r 一 BR 时 的 常用 的 圆 内 旋 轮 线 ， 因 此 它 的 参 

数 表示 是 %=4y cos3 9g 一 尽 cos3 p， Y 一 47 sini gg = 吾 sin3p; 因为 
sin3p 一 3sinyp 一 和 sin ap 和 cos30 一 4c0s3p 一 3 cosp。 
在 稍 卡 尔 坐标 系 中 得 到 方程 z28 二 21 一 Be1a( 见 图 6.5-22)。 
”和 擅 物 线 一 根 长 为 a 的 不 可 伸缩 的 线 
的 一 个 端点 P 有 重 物 , 知 果 此 线 的 男 ~ 端 
点 瓦 沿 着 x 轴 移 动 , 那 末 重 点 了 描绘 一 条 
路 物 线 ( 见 图 6.5-23) 。 于 是 ， 这 根 线 顺 着 
曲线 的 切线 方向 伸张 ,所 以 
YU Fy/ VR 

积分 之 给 出 方程 


z=aln|l[at Va -yj/y| Vo 
图 6.5-22 星 形 线 一 cosh 1 (afy) TT Va yo 


点 4 是 一 个 尖 点 。 从 4 量 起 弧 长 1 是 1=a In(a/y)。 
- 蓝 叶 线 令 一 个 圆 分 别 与 两 条 相距 4 的 平行 线 切 触 。 过 一 个 切 点 0 
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图 6.5-23 电 物 线 ，4=-5 


图 6.5-24 蔓 时 线 


的 割 线 上 , 贺 和 另 一 条 平行 线 截 得 线段 |8B|。 然后 在 割 线 上 作出 点 媚 


图 6.5-25 ” 环 索 线 
叶 线 的 浙 近 线 。 这 曲线 与 新 近 线 之 间 的 面积 是 4 二 3wa”/4, 因此 是 所 给 


使 得 10P| 二 18R|。 芝 叶 线 就 是 在 过 
0 的 各 条 制 线 上 以 这 样 的 方式 构造 的 
所 有 点 卫 的 几何 轨迹 ( 见 图 6,5 -34)。 
图 中 引进 笛 卡 尔 坐 标 系 ， 割 线 与 了 轴 


-的 次 角 为 pg; 用 如 二 tan g 作为 参数 。 


点 五 有 坐标 寻 ==4 和 和 妇 一 am; 由 
(Z 一 人 2 十 9222 一作 
得 到 @ 的 坐标 为 
Zz2=a/ (1+ m2), Y2—=am/ (1 + m2) o 


”于 是 ,了 的 坐 祭 给 出 为 


2 一 21 一 03 =0m2/C1 + m2), 


Y= ym/ (lt) 


借助 于 m2 一 /8 和 lm 一 a/(a 


-四 ,可 以 消去 参数 , 得 到 
=x /Ca—2)o 
在 极 坐标 中 , 此 为 
72 一 22 十 和 =02ms/ (1 +m2) 
或 ?= Sin?g/c¢os go 
点 0 是 一 个 尖 点 而 平行 线 z=a 是 蔓 
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的 半径 为 w/3 的 圆 面积 三 倍 。 . 
环 索 线 ”在 一 个 笛 卡 尔 坐 标 系 中 , 点 4( 一 a, 的 是 直线 束 的 顶点 。 如 
果 线 束 的 一 条 直线 与 轴 相 交 于 点 8(0, 5)， 那 末 这 条 直线 上 的 点 卫 
和 P' 就 是 环 索 线 的 两 个 点 ， 这 里 183P| 一 |BP'] =10B| ( 见 图 6.5-25)。 
由 直线 方程 yO/o)w+b 和 距离 条 件 (yg-D)?-+z2=2? 消去 5; 由 
b=ya/(a 二 2) 得 到 /2?== (二 wz) 一人。 由 此 得 出 
[4P'|=(a~s)Vitoya, {AP|=(a+w)Viroas, 
义 因 为 0B.L40, 所 以 正 割 一 正切 定理 给 出 |4P|:|A4P'| =a3。 在 半径 倒 
数 的 变换 下 环 索 线 的 一 对 点 彼此 相通 。 如 果 9# 是 十 z 轴 与 直线 OP 之 间 
的 夹 角 , 那 末 用 mtan 9 一 9Wz 作为 参数 。 环 索 线 方程 给 出 
(G+z)/(l4 一 vw) 或 z=@: Cm? 一 1)/(m2 填 1)， 
y=am: (mm —1)/(m+1)。 | 
而 极 坐 标 方 程 得 出 : 
1 于 0 一 1)23/(m? 十 1) 或 += 一 a cos2p/cosgo 
点 (0, 0) 是 二 重点 ,有 切线 y 二 土 X%。 直 线 ?一 4 是 一 条 渐 近 线 。 环 形 的 一 半 
面积 是 4 一 2 一 wa3/4, 曲线 与 渐 近 线 之 间 的 一 半 面 积 是 =q2 二 wa2[4。 
. 直线 的 是 线 “ 笛 卡 尔 坐 标 系 内 过 原点 0 的 吉 线 与 平行 于 轴 的 直线 
7 二 4 相交 于 点 9。 在 OP 上 的 两 点 己 和 尸 , 它们 分 别 在 @ 的 两 旁 且 与 @8 


图 6.5-36 蚌 线 . a) 4=2, 6 一 2; 06) 0 一 23， 一 入 C ,G2, 6 一 1.5 ， 
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相距 一 个 常数 值 。。 这 两 个 点 就 是 剧 线 上 的 点 。 蚌 线 由 岂 这 种 方式 确定 
的 所 有 点 对 卫 和 P' 组 成 。 

蚌 线 的 形状 取决 于 线段 4 和 e 的 比率 ( 见 图 6.5-26)。 当 ce=a 时 ， 
0 是 一 个 尖 点 ; 当 c>a 时 它 是 一 个 二 重点 。 平行 线 x=a 总 是 两 个 分 支 的 
浙 近 线 。 如 果 9 是 直线 OP 与 % 轴 之 间 的 夹 角 ， 那 未 直线 OP 与 平行 线 
的 交点 日 距 0 为 ro=a/cosq。 因 此 曲线 的 极 坐 标 方 程 是 ?二 a/cosy 土 c。 
由 此 推 得 z=rcosyp 一 a 土 ccosg 和 Y= 二 ?sing 一 atang 填 csing。 消去 三 
角 话 数 , 得 到 一 个 4 次 代数 方程 : 由 

(yg— qa)?=c?6e0s?g 和 (2 +) =a2/cossg+ 2ac/cos g++o? 
得 出 (z 一 0)2(z3 十 %2) =c2(% 寺 c C0s p)2 一 c272。 

螺 线 “ 螺 线 这 个 术语 表示 这 样 一 些 曲线 ， 其 撩 径 f 是 极 角 9 的 单 什 
函数 ?=f(p), 这 里 9 为 从 0, 或 从 - co 到 十 oo， 而 7(p) 与 (pp 十 25) 不 
同 ， 例 如 ,= 一 ay 或 ?==ae*?。 

隔 基 洲 德 织 线 ”在 极 坐 标 中 
这 条 螺 线 ( 见 图 6.5-27) 具 有 方程 
?一 4p。 间 一 个 矢 径 上 的 点 PP 
P,… 分 别 隔 开 一 个 常 距离 2mrw， 
办 为 72=a (p+ 25) =ap + 2ra 
一 放 十 2mrw。 弧 长 元 素 ds 有 值 

ds=aV I+9’ dp; 
因而 弧 长 为 ” “”. 

$= | VItg dp 
| =—(a/2) (plV I+ 

6.5-27 阿 基 米 德 螺 线 ,4 一 2 +sin h-1g1)。 

对 于 大 的 p1 值 ， 有 近似 式 ss (a/2)p?。 两 个 矢 径 全 =a91 和 位 一 ap3 之 
间 的 扇形 面积 是 4= (a?/6) (p393)。 

对 数 蛇 线 ”在 极 坐标 中 , 这 条 螺 线 具有 方程 > 一 aer?,E>0。 对 于 9 的 
负 值 而 言 , 曲线 随 着 递减 的 矢 径 而 绕 着 极点 0 卷 拢 , 越 来 越 靠 近 它 : 这 是 
一 个 渐 近 点 。 极 坐标 下 函数 的 微分 吉明 : 过 极点 0 的 每 一 条 直线 以 相同 
的 角 % 一 aTe cotk 与 对 数 螺 线 相交 ( 见 图 6.5-28),' 从 而 在 这 些 交 点 的 雪 
线 彼此 平行 。 此 外 还 证 朋 l 
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6.5-28 对 数 螺 线 


Gy 站 dr 
——=7 ~?/tan v=7k 或 dp=—— 
dp / p 


利用 在 II. 第 7 章 导 出 的 一 个 关系 , 弧 长 s 可 以 计算 : 
mV n+( 全 ) dp = TEI dp 


一 ?V i+tW dp=(1/k) V 14R adr, 
或 者 s=(1/F)V 十 大 (rs 一 ri)e 
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微分 学 的 任务 是 研究 函数 导数 的 性 质 , 它 给 出 一 种 极限 表示 , 例如, 
在 函数 的 图 形 上 一 点 的 切线 斜率 。 在 一 点 的 这 个 导数 值 仅仅 取决 于 在 任 
意 小 的 一 个 邻 域内 函数 的 值 ， 亦 即 仅仅 依赖 于 函数 的 局 部 性 质 。 严格 地 
定义 和 计算 由 闭 曲线 所 围 的 区 域 的 面积 ， 或 者 严格 地 定义 和 计算 由 闭 曲 
面 所 图 的 区 域 的 体积 的 问题 ,导致 一 种 完全 不 同类 型 的 极限 过 程 的 讨论 ， 
它们 就 是 所 谓 积 分 学 的 研究 对 象 ( 积 分 这 个 词 的 原意 是 整体 的 意思 )。 当 
给 定 的 平面 或 立体 区 域 由 可 用 初等 方法 计算 其 面积 或 体积 的 区 域 越 来 越 
紧密 地 逼近 时 ， 就 引出 这 样 的 极限 过 程 。 如 果 说 切线 问题 归于 一 各 局 部 
性 质 的 话 ， 那 末 面 积 或 体积 问题 要 求 有 关 边 界 曲 线 或 曲面 的 整体 知识 。 


7.1 定 积分 


阿 基 米 德 (公元 前 287~212 年 ) 早 已 成 功 地 证 明 抛 物 线 马 形 4SB 
的 面积 是 三 角形 4BC 面积 的 (4/3) 倍 ( 见 图 7.1-1)。 因 为 古 希腊 数学 家 
是 用 几何 方法 来 计算 面积 的 ， 它 们 的 目标 在 将 给 定 的 区 域 转换 成 为 面积 
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相等 的 一 个 正方 形 ,所 以 称 做 求 积 问题 , 而 17 世纪 的 穷 调 法 是 指 所 要 求 
面积 或 体积 的 区 域 可 被 一 系列 已 知 其 面积 或 体积 的 区 域 穷尽 。 借 助 于 区 
域 分 成 较 小 部 分 的 适当 分 解 , 开 普 勒 (1571 4 

必 1630 年 ) 得 到 了 酒 桶 的 容积 公式 , 卡 瓦 列 
利 (Cavalieri，1598~1647 年 ) 提 出 了 比较 
原理 用 来 判定 位 寺 平 行 平面 之 间 的 两 个 物 
体 件 么 时 候 具有 相同 的 体积 〈 见 工 第 8 
章 )。 法 国 的 笛 卡尔 (1596~~1656 年 )、 费 
尔 马 (1601~1665 年 ) 和 帖 斯 卡 (Pascal, 
1623~1662 年 )、 瑞 士 的 居 尔 了 CGuldin, 
41577 人 1643 年 )， 英 国 的 沃 利 斯 (Wallis， 
1616~1703 年 ) 等 人 有 进一步 的 研究 。 在 
这 些 初步 工作 的 基础 上 ， 莱 布 尼 蒋 (1646。 图 ?7 .1-1 .抛物 绕 尼 的 求 积 
改 1716 年 ) 和 和 牛顿 (1643~1727 年 ) 几乎 同时 独立 地 为 计算 面积 和 体积 创 
造 了 一 种 十 分 灵巧 的 演算 方法 。 他 们 还 发 现 , 尽管 切线 问题 和 求职 间 题 
所 包含 的 是 不 同 的 极限 过 程 , 但 它们 之 间 存 在 一 种 紧密 的 联系 。 如 果 将 
定 积分 看 作 积分 上 限 的 函数 ， 那 末 它 的 导数 等 于 被 积 函 数 。 .积分 的 标准 
记号 , 归于 菜 布 尼 欧 , 它 符 合 微 积分 基本 定理 这 个 众所周知 的 重要 事实 。 

”与 计算 面积 问题 并 列 着 的 第 二 个 问题 ,是 找 一 个 函数 , 它 在 一 定 区 间 
中 的 导数 等 于 另 一 个 给 定 的 函数 。 积 分 学 发 展 了 处 理 这 些 似 乎 各 不 相同 
的 问题 和 研究 积分 性 质 的 一 般 方法 。 积 分 学 和 微分 学 一 起 构成 了 整个 高 
等 分 析 的 基础 ， 并 且 是 现代 科学 技术 不 可 缺少 的 工具 5 

求 积 问题 启示 一 种 直观 的 定义 方法 , 将 定 猴 分 定义 为 由 函数 y= 
7 (oz) 在 纵 坐 标 ya) 和 站 GO) 之 间 的 一 段 曲线 , 横 坐 标 轴 从 > 一 a 到 2=D 的 
部 分 以 及 两 条 直线 X=4 与 X= 一 2 所 围 的 区 域 面积 玖 ( 见 图 ， 7.1-2) 。 这 里 
很 定 = 曲线 是 其 个 连续 函数 的 图 形 , 并 且 它 的 所 有 级 坐标 是 正 的 \ 即 曲线 位 
于 z 轴 的 上 方 )。 

面积 政 可 以 用 一 系 列 适 当 的 图 形 从 下 和 从 上 来 通 近 ， 例如 用 阶梯 多 
边 形 有 逼近 , 它们 或 者 被 包含 在 给 定 的 区 域内 ， 或 者 包含 给 定 的 区 域 ( 见 图 
7,1-3)。 这 些 面积 作为 矩形 面积 的 和 可 以 用 初等 运算 得 到 。 直 观 上 很 清 
楚 ; 随 着 步 长 缩小 ,对 机 的 逼近 将 改善 , 所 以 由 内 接 的 和 外 接 的 阶梯 多 边 
形 面 积 形成 的 序列 将 赵 阔 公共 的 极限 。 将 这 个 极限 定义 为 面积 Fa 这 个 


图 7.1-2 在 z=4 和 ?= 之 间 , 曲 线 ”图 7.1-3 上 和 与 下 和 
2 一 Fe 以 下 的 面积 


极限 (假定 它 存在 ) 记 为 | Po)dx ( 读 成 ， fC) 从 a 到 5 的 积分 ), 称 做 定 
积分 。 

定 积分 作为 一 个 极限 

土 和 与 下 和 的 极限 将 从 a 到 5 的 区 间 划 分 成 个 子 区 间 dz fi 

1 …, ,例如 划分 成 个 相等 区 间 如 , 使 4 如 =5 一 a; 为 了 简单 起 见 ， 

区 间 和 它 的 长 度 都 记 为 4z。 任 意 两 个 相 邻 分 点 的 织 坐 标 转 成 宽 为 如 的 

一 条 狂 带 。 如 果 在 第 i 个 区 间 中 作为 高 选取 最 小 的 纵 坐标 zt 和 最 大 的 

纵 从 标 M。 再 将 这 条 狭 带 的 面积 与 相应 矩形 的 面积 we dz, Midz 作 比 

较 , 那 末 和 如 m de 比 所 要 求 的 面积 小 , 而 和 了 24 dr 比 所 要 求 的 面积 大 。 

全 它们 就 称 做 上 和 与 下 和 ( 见 图 

之 RU 5 9.1-3)。 如 果 由 再 分 子 区 间 来 加 细 

| 分 法 ， 那 末 新 的 最 小 纵 举 标 将 至 少 

图 7.1-4 作为 面积 , 积分 和 原先 的 mw 一样 大 ， 新 的 最 大 纵 

I [sin a 0 坐标 不 会 大 于 原先 的 和。 于 是 下 

0 ?9 b. > 

和 增 大 但 依然 小 于 到 ; 上 和 减少 但 

依然 大 于 政 。 下 和 成 为 一 个 单调 增加 的 有 界 序列 ， 上 和 成 为 一 个 单调 减 

少 的 有 界 序列 , 因此 两 者 都 有 极限 。 如 果 这 些 极限 等 同 ， 即 车 如 -0 从 

而 -> ~ 时， 它们 的 差 列 守 (Mm 如 趋 于 零 ， 则 ( 仅 当 此 时 ) 积 分 


7(e)az 存在。 对 于 连续 函数 这 总 是 可 能 的 。 


原先 假定 曲线 位 于 zx 轴 的 上 方 , 或 者 函数 只 有 正 值 , 这 种 假定 并 不 是 
必要 的 。 在 + 轴 下 方 的 曲线 部 分 , 其 有 向 面积 取 负 值 , 因为 在 和 式 的 相应 
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部 分 由 纵 坐 标 是 负 的 , 而 区 间 Zvi 仍 是 正 的 。 根 据 从 0 到 2% 正弦 函数 的 
积分 例子 , 图 7.1-4 所 示 面 积 可 能 有 值 为 零 。 随 着 2 增加 的 方向 沿 2 轴 
走 ，: 正 的 面积 位 于 左边 而 负 的 面积 位 于 右边 一 一 这 与 平面 几何 中 的 有 向 
面积 定义 相 一 致 。 

定 积分 的 解析 定义 ” 定 积分 作为 面积 的 几何 意义 不 讲 也 行 。 设 
7j (oO) 是 区 间 as<z<2 上 的 有 界 函 数 ; 由 分 点 4=z0<71<29<… 之 Vn-1 一 
wn 一 b 将 这 个 区 闻 划 分 成 长 为 4%G4==24 一 241 的 % 个 子 区 间 (= 二 3 
%)。 因为 有 界 函 数 在 一 个 区 间 中 不 一 定 有 最 大 值 或 最 小 值 ， 所 以 用 G6， 
即 函 数 在 这 个 子 区 间 的 最 小 上 界 ( 上 确 界 ) 构 成 上 和 , :用 gs, 即 最 大 下 界 
(下 确 界 ) 构 成 下 和 。 如 果 当 %-> ce 时 , 随 着 最 大 区 间 长 度 ri 趋 于 零 , 差 
ZG 一 99) 4zs 趋 于 零 ， 那 末 上 和 与 下 和 两 者 趋 于 同一 个 极限 。 于 是 , 每 


一 个 序列 ,一 为 了 (ED Lr 其 中 总 是 子 区 间 dr 的 任意 一 点 ， 也 趋 于 这 
个 极限 。 
如 果 和 也 一 名 fCE9 dr, 的 极限 存在 lim “FP,~I， 并 且 它 与 分 


OT RS 


凡人 有 鸭 开 及 克 大 ;和 淖 术 和 时 又 了 人 2) 侍 芝 国 L0; 人 二 对 从 看 蕊 


个 极限 I 就 称 做 f(x) 从 wa 到 一 b 的 定 积分 | 7(z)dz。 
nd EGG 1826~ 1866 
年 ) 勒 贝 格 (Lebesgue) 积分 是 这 个 概念 的 一 种 现代 拓 广 。 函 数 (7) 称 为 
被 积 函数 , 而 > 称 为 积分 变 元 ; a 和 马 是 积分 下 限 和 上 限 。 给 定 的 被 积 函 
数 f 其 积分 值 了 并 不 依赖 于 积分 变 元 的 所 给 名 称 。 四 


在 界限 z=a 和 z=b 之 间 
Fo 的 定 积分 


如 果 被 积 函 数 在 闭 区 间 [a， 纪 每 一 个 连续 函数 可 积 。 
上 连续 , 那 末 积分 一 定 存在 。 
如 果 函 数 在 区 间 [a, 2] 上 有 有 限 个 不 连续 点 , 但 有 界 ， 那 未 所 有 这 些 论证 
仍然 正确 ( 见 图 7.1-6)。 


lm® (E45.= {f(a 


Lo eC U0 Sv NMA ANA A 


更 复杂 的 函数 ， 例 如 在 0<x<1 上, 对 有 理 的 x 取 值 为 对 无 理 
的 <“ 取 值 为 0 的 函数 将 在 测度 论 中 讨论 ( 见 II. 第 22 章 )。 
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【 例 】 为 了 计算 在 z=0 和 = 之 间 , 抛物 线 g=22 下 的 面积 , 将 区 
间 [0, Qj 划分 成 长 为 h=a/n 的 各 等 份 ( 见 图 7.1-5)。 子 区 间 的 "个 左 端 
点 是 2 一 0 人 一 入 pt 一 (1 Dh nn 个 尖端 点 是 Xl1=h, 
va=2h， Xn 一 Nh 二 Gg。 因为 在 
[0, Qj 上 函数 y==2? 是 单调 增加 ， 
所 以 下 和 ,与 上 和 PB, 为 

Fs ~—0+12h2.h+ 2 

和 十 (有 一 323 为 


~=hse [12+22+ 

+(n 一 D9 
0 hh 3h 3h (nDh w=nhoa p32— Daan DD) 

6 


”图 7?.1-5 抛物 线 9 一 好 下 的 面积 
= 于 ee 人 (到 )( -i) 
一 6 % 2 
= 1342.h 二 22h3% 十. ~ 十 03 入 一 ja[l3? 十 22 十 十 29] - 
二 5 双人 十 《202 十 
， 3 6 : 


及 = 让)(2+ 和 ) 
当 n> co ”时 这 两 个 序列 有 相同 的 极限 
| Pe a3, | 
所 以 在 2 一 0 和 > T= ,之 阅 扫 物 线 下 的 面积 是 1/3us。 当 as=b 及 T=72 
时 ; 下面 的 家 说 明 上 和 与 下 和 是 各 样 随 着 变化 的 。 : 
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定 积 分 的 性 质 
如 果 交 换 积 分 限 的 位 置 , 那 就 改变 了 积分 的 方向 ; 作为 有 向 线段 , 因 
子 dvi 改变 符号 , 从 而 和 FF 一 了 了 (E2) 4 以 及 积分 全 都 变 号 , 因为 纵 坐标 
JE 并 不 改变 它们 的 符号 。 为 了 保持 下 面 的 公式 ， 当 4 一 时 定义 


rpmz=o。 
交换 积分 限 则 积分 的 符号 改变 。 


[a=—] fa 


积分 和 如果 f(z) 在 从 za 到 z=5 的 区 间 上 可 积 , 并 且 如 果 c 落 
在 这 个 区 间 内 , 那 末 可 以 将 c 取 作 每 个 分 法 中 的 二 个 分 点 , 这 样 , 任意 一 
个 和 了 fC60 dz, 就 能 分 成 两 个 和 ， 一 个 为 从 4 到 oc 区 间 上 的 和 ， 另 一 个 
为 从 ce 到 5 区 辣 上 的 和 。 因 为 和 的 极限 等 于 极限 的 和 ,所 以 定 积分 可 以 
写 为 两 个 积分 的 和 。 根 据 极限 的 定理 : : 


「 flav+ | FoDdz= 「 fn) ds 


9 本 pp . 
] | Do+oGa]az=| faz+| oa 


两 外 可 积 画 数 XC) 与 gC2) 和 的 职 分 等 于 各 别 胡 玫 积分 的 和 。 


利用 被 积 函数 的 零点 作为 分 点 , 可 将 积分 区 间 割 开 ; 从 而 分 离 出 有 符 
号 面积 的 正 负 基 值 。 例 如 : 


人 sing dp= | snpap+ ~ sing dp=2—2=0,。 
对 于 具有 有 有 限 个 跳 聊 同 断 ， 点 的 被 积 函数 来 说 ， 也 必须 将 积分 区 域 在 同 断 
点 市 开 ( 见 图 7.1-6)。 .不 过 一 定 得 注意 被 积 函数 变 成 无 服 的 积分 叉 点 
例如 , 积分 全 设 有 意义， 因为 积分 区 间 包 全 多 一 0 ,而 在 那里 被 积 本 
数 是 无 限 大 。 这 神情 况 洗 在 反常 积分 一 - 节 详细 讨论 。 
， 吏 有 常数 因子 的 函数 的 积分 ”如果 被 积 函 数 是 一 个 乘积 cf(wm)， 其 


中 “是 常数 , 那 末 3c7(eo)4m 一 37(6D) dw 这 样 e 作 为 一 个 因子 出 现 
在 积分 外 面 。 


和 


图 7.1-6 不 连续 函数 的 积分 
(rart fs 的 dz 一 | 7 Ow 图 7.1-7 ”积分 中 值 定理 


3 
[ 例 】 sea 外 vidy—4.27/3~36o 


[freee fa 


积分 中 值 定理 ”在 闭 区 间 [a, 58] 上， 每 一 个 连续 函数 了 (x) 达到 它 的 
最 大 值 到 和 最 小 值 mw。 从 定 积分 的 定义 得 到 


mt(b — -os 7Dan<MG@ 0 : 


曲线 下 的 面积 介 于 底 为 5 一 4 和 高 为 m 或 六 的 矩形 面积 之 间 。 四 此 在 加 
入 之 间 一 定 存在 一 个 p 使 得 底 为 ba 和 高 为 内 因而 面积 为 
w@ 一 中 的 矩形 ， 与 曲线 下 区 域 的 面积 相等 ( 见 图 7.1-7)。 根 据 函 数 
7 GO 的 连续 性 ， 在 [a,b] 上 总 能 找到 一 个 位 置 使 一 (8); 由 此 得 出 
人 7)az=@-o)7C9 。 如 同 在 微分 中 值 定理 中 那样 , 对 于 0 和 工 之 癌 
森 个 适当 的 如 也 可 记 为 a+ (5 一 a)。 


[WE CE 
0<8<1 | 


[WE 
其 中 的 在 [a， 双 ] 中 


Mm A NAN 


局 丰 众人 时 以 容 趟 要 议 六 回 出 从 科 住 


举例 来 说 , 中 值 定理 可 用 于 估 计 某 些 函数 的 定 积分 分 ， 它们 或 者 不 能 用 
初等 方式 积 出 来 或 者 很 难 找到 其 积分 。 如 果 了 (2z)，g (2z)， hkz) 是 区 间 
qa<w<b 上 的 可 积 函 数 ,满足 不 等 式 了 (vz) <g(z) <hCY), 那 玉 | 
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5 5 - 
far<f gar<[ aar。 
【 例 】 在 区 间 0<w< 地 上 , 函数 e" 不 能 以 初等 的 方式 积 出 , 但 请 


足 不 等 式 1~ 攻 <e7 <1/(1+s)。 由 此 得 出 
1/2 - 1/9 
0.458=[z -3 = | -do<| 人 


<f oan/ (+) =[arctan z1 ?=0.464。 


为 了 完整 起 见 , 不 加 证 明 地 引述 如 下 的 广义 中 鸽 定理 


MAN ANAT A AN 


季 。 闭 末 对 于 [a b] 中 某 个 这 当 的 名 有 
| 709 0a) | year， 


积分 为 微分 的 逆 运 算 如 果 将 定 积分 的 一 个 积分 限 ， 谷 如 说 上 限 看 
作 一 个 变量 2, 那 末 对 于 ?的 每 一 个 值 对 应 有 积分 值 D(z)。 积 分 是 上 限 


变量 的 函数 , DCs) 7(4)Q$。 现 在 ,一 方面 


Dot dr) -Bo) = fed, 
另 一 方面 ,根据 积分 中 信 定 理 
7- 如 7c+8dni 


因此 2 十 4 一 0 = 二 FY ra =f(z+8 Mr), 


当 如 一 0 时 ， 着 f() 连续 则 表达 式 f(z+#4w) 趋 于 joy。 由 
此 得 出 。 Him 了 2 十 和) 一 人 4 一 /(z)。 这 个 关系 表现 微分 和 积分 之 同 
的 基本 联系 。 
如 果 函 数 .了 (z) 连 续 , 那 末 医 数 田 (=) 一 |" (Ea$ 可 微 , 并 且 它 的 导 
孝 就 等 于 被 积 函 数 在 积分 上 限 的 什 
opr 


PEG APAA TA A OA AIAA IPA 
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[ow-f OEY IOP EA | 


其 导数 等 于 被 积 函数 (z) 的 每 一 个 函数 田 Gz)， 称 做 了 Co) 的 原 函数 。 对 
于 同一 个 被 积 函数 f(z) 的 这 样 两 个 原 函 数 人 Cw) 和 轨 (z)，W(v) -$Cz) 
的 导数 信 等 为 零 ,所 以 根据 微分 中 值 定理 , 罗 (x) 一 B(3) 为 常数 。 

~ 对 了 区 一 个 大 黎 总 数 了 22 有 一 族 原 函 数 属于 它 ， 其 中 的 任何 两 个 


MAA A A AA ~ 
~~’ 


AA 


小 5(z) 的 图 形 形 成 一 族 平行 曲线 ( 见 图 7.1-8)。 所 有 原 闭 
数 的 类 称 做 (2 的 不 定 积分 , 记 为 


| repar。 
[ 例 】 1. 函数 fw 3 的 不 定 识 分 是 (一 + 常数 ， 国 为 


加 有 导数 3%?。 
2. sinz. 的 导数 是 008 所 以 oos 2 的 积分 是 Sinz。 写成 不 定 积分 


就 是 ee wv dx =8in zy 十 Co 
3 函数 7(z) 一 227 是 其 不 定 积分 gz) 的 导数 。 如 果 还 要 求 6 
一 1， 那 未 在 不 定 积分 2dz= (1922+e 中 的 常数。 可 由 工 -CD 一 


y 
ts - Co 而 o+C 
其 中 C=3 


1 
BDz)>TSH FC 
其 中 C=0 


图 7.1-8 | Ga)az=zWy12+C 的 积分 曲线 图 7.1-9 定 积分 为 雏 坐 标 之 关 
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2/3+c 来 确定 。 于 是 , c=1/3 从 而 多 (一 (3/3)sr+1/3。 
4 对 于 函数 D(z), 已 知 它 的 导数 14s) = 3x4 以 及 值 DC5) =0。 由 
不 定 积分 | artaz= (B/5)m+e 和 条 件 B05) =0 得 出 (3/5) "(5 +c=0， 


所 以 c= 一 1875, 因而 (2 一 (38/5)25 一 1875。 
定 积分 为 纵 华 标 之 差 不 定 积分 的 知识 使 得 定 积分 的 计算 比 较 容 容 


易 。 设 oa) 是 7 的 任何 一 个 原 函 数 ,注意 到 和 (办 一 人 76) 上 也 是 
一 个 原 函数 ,所 以 多 (om 一 D(z) +0。 但 是 ?一 了 (的 早 =0 所 以 
0= -9(o), 因而 


[ 例 】 1. ~ fate 8/3- 1/3-7/8, 


2, {ess armsin x| 22 =sinCr/2) —sin( ~—n/2) . 
一 1 一 (一 世 =2。 

反常 积分 “定义 为 和 式 37(5D4xr: 极限 的 积分 ， 称 做 正常 积分。 反常 
积分 与 它 不 同 ， 其 中 或 者 被 积 函 数 在 

积分 区 间 的 某 个 点 p 变 成 无 限 大 ， 或 

者 积分 限 中 至 少 一 个 是 无 限 大 。 反 常 
积分 定义 为 正常 积分 的 极限 。 首 先 限 ， 
制 积分 区 间 ; 在 第 一 种 情况 下 区 积分 

到 2+s 或 者 p 一 8 在 第 二 种 情况 下 

只 积分 到 w， 然 后 考虑 相应 的 积分 
TI(6) 或 ICo) 当 se>0 或 o> 圭 时， 图 9， 1_10 函数/ 的 一 -2313 和 
的 性 态 。 如 哥 1Cs) 或 I(@) 趋 于 有 限 7 人 一 z-2 在 s 一 0 附近 的 性 态 . 
的 极限 , 则 称 此 为 收 化 的 反常 积分 ,否则 称 反常 积分 发 逆 。 
” ”具有 无 限 大 的 被 积 函 数 ” 在 下 面 的 积分 中 被 积 函数 在 z 一 0 有 一 个 
极点 ( 见 工 . 第 5 章 第 3 节 一 一 带 有 负 指 数 的 振 函 数 )。 将 这 个 极点 也 开 ， 
得 到 从 se>0 到 二 区 间 上 的 一 个 正常 积分 ( 兄 标 准 积分 ) 7(e)， 再 研究 当 
60 时 1(8) 的 极限 ， | 


| f(z) -2 


y(n 


也 


i 
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| 去 io- lim Ce) =lim | 去 we- lim| 1- oo) 


E30 Je so0 


1 
| 1 r= j; 0=a<=1 


极限 的 存在 性 取决 于 正 指数 a1。 如 果 a>>1, 那 末 et 有 一 个 负 指 
数 因 而 当 e->0 时 一 定 发 散 。 另 一 方面 ， 如 果 a< 了 年 那 末 当 se->0 时 
86“-> 0， 于 是 反常 积分 收效 于 JVGd-o。 图 7.110 显 示 了 w=2/3< 
1 和 a=2>1 两 种 情况 。 更 为 一 般 地 ， 成 立 如 下 的 比较 原理 ( 强 函 数 准 
则 ): 假定 应 数 了 (2z) 对 每 一 个 68>0 在 区 间 o<z<p 一 * 上 可 积 , 但 在 民间 
Pp 一 8<%<p 内 无 界 。 如 果 存 在 一 个 数 xc<1， 使 得 函数 (p 一 切 池 (cz) 对 


于 w<z<p 有 界 , 那 未 反常 积分 | 17(z) dz 收敛 , 因而 7)a 也 收 
倒 。 如 果 存 在 一 个 a<1 和 界限 下 全 得 在 区 阿 四 


|f (2) |<—o—O—— |2 一 pe 
那 示 有 估计 
ff lar=lin ff as 
| 


【 例 】 根据 标准 积分 有 


le dx 。 ， Tm 
和 = 
Es v2 一 0 Vl- 0 aresn (1—e)~— 2° 


无 限 大 积分 长 间 。 对 展 被 和 本数 变 成 无限 大 的 到 党 各 分， 可 再 一 次 
用 例子 了 (2) ==1/2? 说 明之 。 


-1 a 
广告 o= lim 1(w) lim | “lim [二 


1—a Core —D) |。 
如 果 a 呈 1 是 正 的 ， 那 末 ro 的 性 春 取决 于 or“ 如 果 指 数 1 一 a 为 
正 ， 即 a<1l， 那 末 当 ww 时 I(w)>o% 从 而 积分 发 散 ; 如 果 指 数 是 负 
的 , 即 a>1 那 末 当心 > ce 时 of ->0, 因此 积分 收敛 于 人 秆 JVGe -TD。 义 
有 一 个 比较 原理 ( 强 函 数 准则 ); 


NAAN NAA TA A A AA 


二 使得 二 数 27f() 对 于 所 有 的 z>a 有 界 , 那 订 反 常 积 分 | 7(o)az 收敛。 


mA A NN A 


MA NA ANN 
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如 某 及 是 函数 贮 1j(o) | 的 一 个 界限 , 并 且 w> 了 二 那 末 有 估计 
Flr ldz=lin |f (2) lar<lim "等 dx = ST 


【 例 ] 1. 在 下 面 的 反常 积分 中 , 当 z 一 co 时 被 积 状 数 二 阶 消 没 ( 见 
图 7.1-1D。 


三 -让 -Greeno-eoeng -ma 


2. fas = lim [ear=lim( -eo+D) =1, 

人 女 玛 函数 ” 欧 拉 (Jiuler, 1707~1783 年 ) 求 及 于 反常 积分 ， 解决 了 求 
一 个 函数 ， 当 自 变 最 取 正 整数 时 其 值 1 
是 阶 匀 11=1, 2!=1.2=2,，31 二 
1.:2.3 二 6,，…，n! 一 ]. 3.…"n 的 问 
题 。 勒 让 德 (Legendre，1752~ 1833 图 7.1-11 函数 (8) 一 ]VGT+ 动 
年 ) 将 此 称 为 殉 拉 人 徊 玛 函 数 | 图 形 下 的 面积 . 

Tw) -三 ott-1 gs; 
高 斯 给 出 一 个 作为 无 限 条 积 的 芽 (2) 定 义 
T'(%) = 五 [十 Jo Qt2 


这 个 函数 永 不 为 零 并 且 除了 在 2=0， -了 二 2 … 有 单 极点 以 稚 它 是 连 

续 的 (多 工 第 5 章 )。 用 % 一 1, 2, 3， 人 大方 各 得 到 它 攀 因 于 | 由 区 

于 诅 tD-e 了 的 和信)~ -1 得 出 对 于 整 自 变 量 mr -1, 2 
“有 ToD -nm) =m! 


欧 泣 体 玛 画 数 Po 人 -ed 0 


nlne- J, 
“VT 十 1) Cz 二 加:… “T+ 1)7 
2 ,， 一 4， 一 2, 

Po =a HLL+/m)e (+42/) 
Tg+l) =zT (0); TOT (7) /sin (ns); 
TO(L/2+2) TI/2—%)=%/cos (my); 
IT'( TT)= -rw/[Lrsin(wz)] 


高 大 外 Tw) 1'(r) =lim 


3380 第 7? 章 积分 学 
求 各 

所 谓 求 积 ,是 指 计算 曲线 边界 的 平面 区 域 面积 

曲线 底下 的 面积 在 * 轴 以 上 ,方程 为 g=j Go) 的 曲线 以 下 , 在 2 一 4 
和 z=5 之 间 的 面积 也， 如 果 在 区 间 a<w<b 上 f(z) 的 所 有 全 都 是 正 
的 , 那 末 它 由 积分 了 ~ f(z)dz 求 得 。 如 果 f( 允 在 [a， 如 上 变 号 ， 那 玉 
可 将 这 个 积分 分 成 几 慨 ， 使 Ka) 在 各 肌 中 取 正 值 和 负 值 , 从 而 这 个 积分 
成 为 对 应 于 有 向 面积 的 正 负 基 值 的 和 。 如 果 不 管 有 向 性 , 那 末 总 面积 是 
这 些 基 值 的 绝对 值 之 和 。 

[ 例 攻 尼 尔 抛物 线 % 一 az2/( 见 图 7.1-12) 的 求 积 。 

P=a ,2dz 一 2ag5/2/5， 

如 果 大 =a*g12 那 末了 =29h/5,， 所 以 面积 太 比 遍 为 9 高 为 的 直角 三 
角形 面积 小 9h/10。 

[ 例 吧 指数 肉 线 y 一 * 从 za 到 一 b 的 求 积 。 如 果 a 是 有 限 的 ， 
那 末 厂 “dz=0 -9。 当 a> 一 时, 也 趋 于 有 限 极限 =e’ 反常 积分 
| az 收敛, 从 而 延伸 至 无 限 远 的 区 域 ( 见 图 7.1-19) 具 有 有 限 的 面积 。 


| 图 7.1-12 尼 尔 扫 物 线 正 图 7.1-13 指数 曲线 
: 支 底下 的 面积 y 一 ?底下 的 面积 


【 例 3】 直角 双 曲 线 y 一 2/z 从 2 一 a 到 2 一 5 的 求 积 ; 
矿 归 pnb-Ino); 
及 =Pin(z/o)( 见 图 7: 工 14)。 这 里 为 一 条 “有 音 ” 曲 线 ,对 于 这 条 有 理 曲 
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7.1-14 双 曲 线 g 一 N2/z 7.1-15 饭 数 为 y==f (8) 一 ze/3 一 5o216 
底下 的 而 积 一 az/2-3 的 昌 线 廊下 的 面积 . 
线 计算 面积 时 牵涉 到 一 个 超越 函数 。、 
【 例 和 正弦 内线 y=sinz 从 xz 二 0 到 z=w 的 求 积 : 
人 sinyQzy 一 0080 一 008m; F=2,. 
这 里 是 一 条 “超越 ?曲线 ,相应 的 倒是 有 理 的 面积 。 
【 例 5] 计算 由 曲线 y 一 f(x) 到 /3 一 5%3/6 一 34/2+3, x 各 以 及 直 
线 z 二 一 3 与 一 4 所 围 区 域 的 面积 ( 见 图 7.1-15)。 在 区 间 一 3<z<4 上 ， 
函数 有 零点 在 21= 一 2, zo 一 3/2, vs 一 3。 如 果 不 管 有 向 性 , 那 末 面 积 是 各 
零点 之 间 的 子 区 间 上 积分 的 绝对 值 之 和 。 因 为 
f G2/3—5%3/6— 35/2+ 3)de= Fle) /12— 5/18—3/4+ a, 
这 导致 面积 的 如 下 赋值: 
-|| sat ?jwar|+ fsal sf 


=|[F (2)]-|+ | CPC + [FC al + 1 [FC 3 

一 | 一 5.444-H1.5| 十 12.297 十 5.444| 十 
|1.5—2.297}+ |3.556—1.5| 

一 | -3.944|+17.741|+|—0.797|+12.056| =14.358。 
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可 以 用 积分 导出 平面 几何 中 已 知 的 面积 公式 ， 下 面 作为 例子 给 出 对 于 档 
形 、 加 和 杭 加 的 公式 。 
[ 例 匡 梯形 的 面积 。 计 算 直 线 y=mw-a 之 下 , % 轴 以 上 z=0 与 


z=h 为 界 的 面积 : 人 (mz+a)dz=mn2/2 十 ah=hmht+2a)/2; 团 9 十 
4 一 尼 见 图 7.1-16), 得 到 熟知 的 梯形 公式 4 一 (+D)NA3。 


图 7.1-16 梯形 的 面积 公式 图 7,1-17 圆 与 椭圆 的 面积 公式 


【 例 人 圆 面 积 。 圆 域 4 的 四 分 之 一 ( 见 图 7.1-17) 位 于 图 弧 y== 
M7 一 w3 底下 ;界限 z=0 和 ww~? 之 间 。 代 入 z=7 sing, dx==7 cosg dp 


得 到 4/4= V7-mds= ricos? gdp (7/2) [sinp cospt+ pj ~ 
(72/2) (wm/2) 二 x72/4， 或 者 说 4=xr?。 

【 例 3] 椭 贺 面积。 椭圆 区 域 也 的 四 分 之 一 (图 7.1-17) 位 于 弧 
y 一 (0b/ajM -三 府 下 xs 一 0 和 w=a 之 间 。 参 数 表示 z=asingj gy 一 
becosyp, 给 出 dz 二 acosgp dp; 因此 四 分 之 一 面积 为 

Ph- ab cos? y dp =% ab/ 多 

即 F=wab, 

两 条 曲线 之 间 的 面积 ”如果 一 个 区 域 被 两 条 相交 曲线 围 住 ， 则 它 的 
面积 可 作为 每 条 曲线 底下 面积 的 绝对 差 值 来 计算 。 积 分 限 是 曲线 的 两 个 
相 邻 交点 的 横 沧 标 21, z2《 见 图 7.1-18); 不 管 有 向 性 。 曲线 y=g(z) 和 


y 一 Co) 席 下 的 面积 由 积分 三 g(z)dm | WCGz)ae 给 出 。 由 这 两 条 削 线 
所 图 区 域 的 面积 是 这 两 个 积分 的 差 , 即 
sl)” gow- | hv)ar 


他 
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因为 这 两 个 积分 有 相同 的 积分 限 ， 所 以 它们 可 以 结合 成 一 个 积分 。 如 果 
24 和 za 之 间 曲 线 的 某 些 部 分 机 于 z 轴 和 下面, 则 可 沿 y 轴 方 向 移动 这 两 条 
曲线 直到 它们 之 间 的 区 域 全 部 位 于 x 轴 上 面 。 这 时 两 个 函数 改变 则 一 个 
加 性 常数 , 相 减 之 后 它 就 消去 。 


| 
| 
[ 例 妇 由 gw)=3VF 和 htz)=2? 一 4r+ 6 确定 的 曲线 ( 见 图 


7.1-19) 粗 交 于 点 (1, 3) 和 (4, 6) 。 现 在 
站 GV) =hW = (BVT -z+ dr 60), 


本 | | “ [ow he)Jdr 


两 条 曲线 之 间 的 面积 
所 以 


ps[ (GVE -z+ de 0dn [2 VF /3+ 2 2]i=6o 


y=71—47++6 
1 


m=-l ZI 王公 


图 ?7.1-18 ”两 条 曲线 图 7.1-19 洱 数 把 一 9% 和 Y=? 一 4v+6 
之 间 的 面积 的 曲线 之 间 面 积 


[ 例 2]】 图 7.1-20 代表 一 个 钢 染 的 横 剖面 。 上 面 的 边界 是 一 段 回 
弧 , 下 面 的 边界 是 一 段 池 物 线 。 当 
知道 钢板 的 厚度 4 和 材料 的 密度 
p 时 ， 就 能 计算 梁 的 质量 。 如 果 
4 是 横 剖面 的 面积 ， 那 么 它 的 质 _ 
量 是 必 = 4.4-p。 横 前面 面积 4 图 7.1-20 钢 染 的 机 剖面 


AL > - 


12 
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可 以 借助 于 积分 来 计算 。 对 于 适当 选择 的 一 个 坐标 系 ， 圆 有 一 般 方程 
好 十 他 一 0 一 人 9， 掀 物 线 有 方程 y 一 az 十 c。 给 定 的 数据 导致 园 的 特定 
方程 吧 + 坝 十 8)2 一 100 以 及 抛物 线 方程 y= 一 /36+。 

代入 g(z) 一 h(2) 一 V100--v3 一 8 二 x2/36 一 1 得 到 所 要求 的 面积 


A=2 CVI-m + 0/36—9)de 


=2[1/2(100 arc sin(z/10) + 2V100—2B —28/108 — gol 
=2[1/2(100.x0., 6435+48) —52] =8.36, 
图 解 积分 法 正如 可 以 图 解 地 确定 给 定 曲 线 的 导数 那样 ， 可 以 相反 
地 从 给 定 的 导 函 数 图 形 构 造 出 相当 的 积分 曲线 。 首 先 借助 于 初始 条 件 ， 
从 积分 曲线 族 中 选择 一 条 曲线 ， 警 如 过 坐标 为 办 = 了 go=0 的 点 的 
一 条 曲线 。 导 函 数 jz) 的 每 一 个 级 坐标 表示 要 构造 的 积分 曲线 在 该 点 
的 斜率 。 因 此, 若 从 了 Co) =f(1) 到 9 轴 作 一 条 垂 线 再 将 垂 足 Bo 与 点 4 
一 (~ 中) 联结 起 来, 因为 anao 一 | B01/1=J(J), 所 以 过 4 和 BB 的 直 
线 给 出 积分 曲线 在 点 Po 的 
方向 。 
过 Po 平行 于 这 个 方向 
的 平行 线 是 积分 曲线 的 切 
. 线 , 并 在 Po 的 小 邻 域内 这 条 
平行 线 近 似 地 代表 积分 曲线 
的 切线 。 因 为 不 知道 积分 曲 
” 线 的 其 他 点 ， 所 以 选择 一 个 
点 21, 用 % 轴 的 平行 线 将 从 
- zo 到 zi 的 区 间 等 分 , 并 移动 
图 7. 工 红 图 解 积分 法 对 点 Pi 所 作 的 切线 方向 ,使 
得 它 与 点 Po 的 切线 在 区 间 中 线 上 相交 。 用 这 种 方式 继续 做 下 去 , 得 到 
一 个 多 角形 弧 ， 它 近似 地 代表 积分 曲线 ( 见 图 7.1-21)。 也 可 以 借助 于 专 
们 工具 机 械 地 画 出 给 定 导 函 数 的 积分 曲线 。 


.2 不 定 积分 


定 积分 作为 原 函 数 的 纵 坐标 差 的 表达 式 ， 使 得 希望 对 尽 可 能 多 的 机 
数 有 原 函 数 。 为 了 得 到 这 些 原子 数 , 利用 积分 是 微分 的 逆 运 算 这 料 一 个 
事实 。 
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标准 积分 
除了 积分 常数 以 外 ,标准 积分 直接 由 微分 的 标准 公式 产生 。 如 果 已 知 
Gz) 的 导数 是 给 定 画 数 7(z); 那 未 反 过 来 @(z) +C= [re)dz 是 7 的 
积分 。 然而 , 这样 得 到 的 公式 只 有 在 被 积 函 数 了 (2) 和 积分 56(z) 都 有 定 
义 的 范围 内 才 成 立 。 例 如 , 积分 | 空 -In(ez) in|z|+0 起 初 仅 对 正 


的 > 有 定义 ,然后 倘 使 给 定常 数 C 与 z 同 号 的 话 , 则 可 延 拓 到 人 负 的 2 值 。 
于 是 可 以 写成 In(cz) =n(tc{1lx1)=In|z|1+Iinlcl =Inlz|+0。 不 过 应 
该 再 一 次 强调 x= 0 一 定 又 不 可 属于 积分 区 间 。 


标准 积分 表 . . 
人 各 =>+c 人 az=2 Ci 


十 CO % 尖 一 1 


于 了 
[em=e+c {和 In(ez) 下 |zj +0; z*0 


eg 一 a” 好 。 
fa dx 7 十 CFazlogoe 十 OC; 0<oxi 


|eszmz=smz+c se02% dx = Ea 一 tan Z 十 CO 
. 6082w 


sr xEZ 


|inz dr= -ooaz+0 joosoo sds=—[- 由 =— totr+O; 


sin2:7 


ZF km KEZ 


~tanhz+0O - 


Joos hzdr=sinhz+C [EE 
GoSh2 2 


一 一 cothz 十 CO 2 大 0 


Pore —coshz+0 [| 
po 


一 arceginy-O= —arecosx+0', .|7|<1 


“i es 
了 一 arctany 十 C 一 一 arcecotzZ 十 CO 


:证 


7 ee -sinh-1wt+0O—lnlz+ WIFI+C 
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cosh-tz 上 0 一 in (z 十 V Hi)+0, 如 果 z>1 
jy 闫 < 于 =] sh -DHO= In( s+ V1)+0, 
如 果 z< 一 1 
其 中 0<cosh~1 坟 <oo( 主 值 ) 
tanh-iz 十 CO 一] +0 当 |z|<1 


[mms Es +0 当 |z|>1 
2 


规则 E wr do 对 任何 实 指 数 # 二 1 和 2>0 成 立 ;对 于 负 束 数 , 只 
要 二 0 就行 生子 就 正 束 娄 市 , 这 个 规则 对 于 所 有 成立 。 
[MW 1. [ee 


ax yg- 
2. [等 -[z xd=2+O- 一 -二 
i dx -LO= 5 二 0。 
dr Pm Vr-1) 一 
3. | 冬 =| 7 = re 
mm) it oD HD 
+0 GFDa 
4. [Te Et 3/4 YH+O= ~—3/4r VT+0。 
_ [om 加 dm 十 二 加 zitm) /fom 
$, J* za "dr ym +0 ry 
_mYmT mo YT 
ml OT mtr tO 
dz -fs 918 1 X13 _ 
6， 可 dr 了 + 3 x +0, 


wo 


| se+sm-so+2)az-5| wda+4| eaz-3j dz+3 [as 
一 5x4/4 十 4o313 一 3x2/3 十 27 二 0O。 
| Cass+1/s—0/2+1/ (1 +s) Jar=av3/3+ In] 
+b/r+arctanz+Oo 
. [2+ a [Cet 221+3/s) dr 
0/3+2 r+3ln|z|+0。 


oo 


© 


“Tp Ey 
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Tid 


10. 三” 《ecosz —sinz+1/eos? xr)dr— [sin 2 cosv + tan Xt 
1 VD 1 /~ 1 /F141 / 广 
=(3V2 十 可 V + 了 一 (可 Y3 + 于 V —1) 
=2+V3。 
分 部 积分 法 
有 时 一 个 困难 的 积分 可 用 “分 部 积分 法 "比较 容易 地 求 但。 假定 被 积 
函数 可 以 写成 两 个 函数 的 乘积 ， 其 中 的 一 个 易于 积分 。 分 部 积分 规则 是 
苇 积 的 微分 规则 的 一 个 推论 : 
uw du dv 


pi 一 一 
"了 


两 边 积分 得 | 并 名 > do 作息 竟 dw+ [4 名 dr, 这 样 得 到 分 部 积分 


则 。 .分 部" 时 江 将 被 可 写成 和 岁 这 两 部 分 的 乘积 wo, 其 中 心 这 
部 分 的 积分 是 已 知 的 , 而 被 积 函数 为 wo 的 新 积分 是 比较 容易 找到 的 。 


分 部 积分 法 . nl Me [uw ae -| Wi ci 


【 例 】 为 了 计算 积分 20rdz， 设 w= 一 eo， 得 妈 一 和。 一 
分 部 积分 规则 给 出 一 “ - 
， [ree ete eote_ Detg, 


“ 递 推 公式 “积分 | me au 不 能 由 一 次 分 部 积分 求 得 ,但 是 在 这 种 情 


况 以 及 类 似 的 情况 下 常常 可 以 接连 几 次 用 分 部 积分 法 , 逐步 简化 积分 , 直 

取得 一 个 标准 积分 为 止 。 于 是 找到 一 个 递 推 公式 。 因为 就 等 于 它 
的 导数 ,所 浴 似 可 将 被 积 函 数 z*e* 因 式 分 解 为 4 一 z=es 这 给 出 
一 6 Ww 一 00 WD 一 N12" le 因此 有 下 边 的 递 推 公式 。 


1, [urease n {at ed : 


【! 例 }】 [se | wer dr = er —2 [ze 一 je 加 ] 


一 22px 一 32[zez 一 6 十 的 =22ee — 2rer+ 2er—20 
(一 227 二 2Je?O4 这 里 0 二 一 2C。 


| mmmmr= 一 moosz+a {art00sw dr 


| ooszw= 十 ZrSinm 一 如 {wtsinwar 


这 里 被 积 函数 适当 的 因 式 分 解 容易 猜 得 出 ， 因为 sinz 和 cosz 的 积分 是 
已 知 的 。 


1. fsin sar—— cosz-|(-2zeosgz)dn 


一 一 22ooszm 十 9[zysinz 一 |sinzado] 


一 一 好 cosz 十 2[zginz 十 cosz 十 C] 
一 一 好 cosz 十 2rzsinz 十 3cos7 十 30。 


2. [so08s dr mains—3 {ssinsas 
=Xiginz—3[—r?c0s z+2rsinz+2coss+ 20] 
—2Sin2+ 322c0sx— 6rsinz%— 66c0sx— 60, 
3. josprac=ztno"-o (nz)"1dr % 是 整数 

将 被 积 函 数 因 式 分 解 为 1 (In)", 若 设 v=1, 一 (lnz)”%” 于 是 得 0=z， 
Ww 一 p(nz)™1. (1/2), 从 而 ww=n(ln 2)"1, 如 果 指数 % 是 一 个 自然 数 , 那 

”一 1 次 分 部 积分 导致 积分 nzdz， 它 的 被 积 函 数 又 可 以 写成 乘积 
i-Inx, 由 此 导出 : Inzdz=rzlnz— |yx.1/zdz=r nw—z+0, 当 sm 
一 1 时 ， 得 到 对 数 积 分 ( 见 HI. 第 8 章 )。 


Ei TT 
。 路 = a 
4 hrs. 7 -5 7 


、 wti (in jp 1 1) 
n+ 有 十 工 


这 里 设 V= 信 和 w=Inz 人 得 


未 再 包含 hz 并 且 立 即 可 以 积分 ; 这 里 就 不 需要 递 推 公式 。 
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， 0 in" 1 一 . 
5， sur- 0SZSIn -和 区 十 一 1 Sin™"2 yq 
多 


sinzcos"iz 7 一 工 加 
eosdr = 0 snl Cos"-2 2ad% 


被 积 函 数 例如 sin"z， 写 成 乘积 sinz*sin"1z; 于 是 ,可 以 设 4=sintaz 
v' 二 8inx, 得 v0 二 一 C08 TY, Ww'== (1% 一 1)sin" 1wceosz, 因此 
WV=—(n— 1)sin" ?veos r= — (Nn— Dsin" C1— in) 
= 二 (Nn 一 Dsin™™ z+ (n— 1)sinrz, 


所 以 
| Sin*2Z dy 一 -anrizeosz+(a-D[ gin*-2z dz— Co- DJ amza 
Qt- {sivas= 一 Sinn"-~1ycosZY 十 (n—1) feneraz, 

两 边 除 以 % 得 到 第 一 个 递 推 公式 ， 类 似 地 可 得 第 二 个 公式 。 如 果 % 是 一 
个 负 整 数 ,由 则 递 推 公式 用 来 由 左边 的 积分 表达 右边 的 积分 。 

[ 例 】 1. [serar= — (cosysinw)/2+ CMVa [as 

“= ~ (COSTSINY)/2+5/2+0,.， 
2. | 站 cos’ zd = (1/2) [sin woogs+ 2 J] mo 


3. [oom zado— (1/3)8in weos z+ (2/3) | cosz dy 
=(1/3)sinwceos? w+ (2/3)sinz+0, 
4. | sins zadz= ~ (1/3)[cosw(gin? z+2)1"=0,- 
沃 利 斯 乘积 公式 前 面 的 递 推 公式 导出 了 所 的 一 种 表示 ， 它 是 出 
J. 沃 利 斯 (Jofin Wallis, 1616 儿 1708 年 ) 得 到 的 。 因 为 在 区 间 0<s< 
w/2 中 0<sinz<1, 所 以 不 等 式 sn%tlz < sinxz<sin2x-iz 对 自然 数 
之 1 成立 。 另 一 方面 , 由 递 推 公式 导出 : ， 


7 sinatziz= A 到 人 2 《一 (528 一 的 ow 

上 Sin2k » dz = Bin 2 dr = ~ 
2k (2k — 2)-..3 

RIDIN 


/2 
人 sa- f° sin2r1zdy ~ 


WT 
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斑 此 得 到 不 等 式 
242 -3.2 一 切 .m2.4.(2— 2) 


了 .5027 十 六 3.4 2 3.5…(20 一 四 


于 .3.…(25 一 工 ) 2x+1 2 1 
或 。 ICpHH[ 一 末 守 天 二 | 号 < 六 “11 议 。 
因为 lim (+ 喜 )-， 
ko 
， . 1.8. QE ow 
由 此 得 出 tim Ch+D) S| 和 = 


.4 


沃 利 斯 乘积 公式 -lin TTI 


当 =10 时 , 这 给 出 ( 炉 舌 的 ) 近似 值 李 1.5339 或 mw3.0678。 
换 元 积分 法 

如 果 通 过 代 换 x 一 g(2z)， 变量 2 用 新 的 变量 z 来 代替 , 或 者 被 积 函 数 
的 某 个 部 分 p(z) 提 出 来 作为 新 的 变量 *， 那 末 积 分 也 许 会 变 得 比较 容 吻 
或 者 比较 简单 。 在 所 有 的 情况 下 都 必须 考虑 给 定 变 量 “和 新 变量 2 的 微 
分 dr 和 Qs 之 间 的 联系 。 

被 积 函 数 为 线性 函数 p(x) 一 max 十 e 的 函数 f[p(x)] 代 换 p(x) = 
mz 十 C 二 8# 并 注意 mdz 一 ds8 或 A=dz/m。 如 果 f(3) 可 以 积 出 来 , 那 末代 
换 就 成 功 。 

[ 例 】 1， 如 果 被 积 函 数 是 (az 十 b)5， 设 az 十 D=2% dz 一 dz/a, 得 到 

ke Caztb)s ds=(1/0) {sds= (1/60) .s+ C= (1/69) "Cas+b) +0, 
.如 果 令 3z 一 4=2 那 末 被 积 函数 V 3 一 4 变 成 Vz; 然后 dz= 
3 进而 得 出 积分 
[vv az- 到 | vzd dz~ 栖 : aa .994.0 = WsVT+0 
=2/9 (37—4)V B34 二 C。 

3. 代 换 wt 十 zt/2 二 ?， Qt 二 ds/w， 导 出 

[sincot tm/2)dt = (1/0) | singds= — (1/0)cosa+ 0 
一 -(1/w)cos(wt+ rm/2) 40 
4. 在 被 积 函 数 e- 苦 中 代 换 一 32=z, dx 一 一 ds/3, 求 得 
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ear= —1/3 [rds= -ae+c= -ace+c。 
9'(x)/oCw) 形 式 的 被 积 函数 各 果 补 和 了 数 是 一 个 商 ,其 中 分 子 是 
分 母 的 导数 , 那 末 代 换 q(x) 二 z。 于 是 2'(z)az 一 de 或 和 ry Te 本 ,人 
分 变 成 | 空 de ins40, 


pL) 
| Gn dz=ln|lg(z)|+0 


-1 1 
re 1 如 at 一 过 jz 二 al 十 C 


mia 人 mia 


Wi 分 母 p(%) 一 oo 二 4 有 导数 mr(z) 一 nz" 所 以 如 果 分 子 是 
zl 了 2 一 , 则 可 以 招 常数 因子 圭 拿 到 积分 外 面 ,， 引 给 出 w(e)/p(2) 形 
式 的 被 积 了 数 。 ; 

[ 例 】 1. | 3 全 no 一季 +7]; 

=Inlme- 如 +71+C。 

2. [Es ws] A dr=1/4lInfe(wt ~5)] 

“Vale 5| +0。 
3 一 5 7 _ 5 
3. | | 了 9 5 5 于 亲人 
3arctanz — 5/3 In(1+2?)+0。 
os 地方 可 以 重新 整理 成 如 下 的 p1(2)/p《z) 形 式 : 


_ C+D) (z+D)/D _ 1+2/D 142/VEIE 
DiztD) (z+D) z+D z+M 人 HT 


现在 分 子 是 分 母 的 导数 。 


/a 1+2/V RTE dr—ln|st VETEItO 
J 


ri VET 


函数 taniw cotz, tan hz 和 cothz 的 积分 。 这 些 被 积 函数 中 的 每 一 
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个 都 可 以 写成 商 ,其 中 分 子 是 分 母 的 导数 。 因此 可 以 用 所 述 的 方法 来 各 
分 。 例 如 ， 人 aazz=- [本 to- -mleoszl+c。 
画 教 aretanm arccotz, tanh-dz 和 coth-iw 的 权 分 。 对 于 这 些 波 
积 孙 数 ， 首 先 用 分 部 积分 导出 | 也 (29-de 形 式 的 积分 ， 例如， 如 时 
arctanz 写成 梁 积 1.aretanz; 那 未 &%=aretanz; 2 一 1, 得 


VT W 一 1 , 
工 十 下 


1/_1/p. 2 

» Vu =1/2 1+22 了 

从 而 

~ 

Tr dz 
一 Zaretanz 一 1ind Ts) iD。 

其 全 三 个 下 可 迷信 地 积 出 


| aretanz dz =~2xarctanz— wv2| 


| tanz a —ln|jcosz|+O 


. | cotydz =n |sinz|+C 
ftanh gar =Inleos hzl+C 


feothz ar=In|sin hz| 十 C 


| aeanraz=>an tanz—1/2In(1+22)+0 
fareoots dr—rarooots+ 1/2In(1+%?)+C 
{ tanh dr=rtanh-1z+1/2ln(1—22)+0, |z|<1 


f tr sar—woothre+ 1/2In(s 1) +0, lzj>1 


J[3(z 习 .97 形式 的 被 积 函 孝 ,其 中 办 (zx) 二 0” 如 果 被 积 阔 数 可 以 
写成 函数 p(2) 与 其 导数 g1(z) 的 乘积 ,那么 代 换 p(z) 一 5 ozjdx 一 0 也 导 


出 的 一 个 易于 积分 的 函数 进而 有 积分 [aa 一 2/2 十 C。 更 加 一 般 地 ,如 


tm AT 


b 
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果 被 积 函 数 具有 FFp(z)] ,oz) 形 式 ， 代 换 p(z) = 2 dx 一 7 六 GT， 导出 


一 个 被 积 函数 je)， 所 以 如 果 已 知 (C2) 的 积分 (例如 ,C2) 二 2")， 则 可 
求 得 JjLek2)] pz) 的 积分 。 ， 


fo) -pCar=1/2p (TO 


p"*1(%) +0 


| "(2) gz)dz 一 [mm ds= T 


【 例 】 1. 了 Sin zeosvdr= [sinsalsinz) = | 2ds=s2/2+0 i 
=1/2sin2%+0。 | 
2. 2 az=| inzd(in 办 = | ro-=Ena]%2+C。 


， 5 - 
3. | 2 d= [are tan’s wd (arc tan 2) | 


= sd ss/60 21/6arotanew+ 0, 
4. 4-2)7s0r = ~ {G2 ~ ds) 2 
=—1/4 [a Ad(1_2) = -UE [2a 


, /0 ww)32+0, 
| 过 一- | -a a de 
(PFIDVETL IVe i 3 FD 


=1/2 1 [#2as 


=—1/2.24124.0=—1/VRIIi+O。 
函数 aregsin zarccos2 8inh-lz 和 86sh-~tz 的 积分 。 对 于 这 些 积 
分 ,分 部 积分 导出 | 9(2)p'(z)dz 形式 的 积分 ， 它们 除了 积分 常数 以 外 有 
值 g3/2。 例 如 , 将 aresinz 写成 滋 积 1.aresinz， 即 取 


&% 一 Tc Sinw, /=1, v=%, 


wl WW =— 
.Vly V1-2 : 
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分 部 积分 给 出 


: farosins dr —zarcsin -二 VI 一 到 十 C 


arcsin wdxz =—7xarcsinw 
E a sinw 


+| 一 GT 


5 一 arcSsinyr 


arecoss dz =zarecoss — VI- +0 


fsn hiy dzx~zsinh-1w— WI+ 沈 十 6 
士 Vz 二 O=zarcsiny 
+ 一 避 填 0。 其 余 三 个 
痛 数 可 类 似 地 处 理 。 

用 x 二 p(s) 作 新 变 元 的 代 换 ”这 种 代 换 将 被 积 浮 数 了 (2) 变 换 成 复 
合 函 数 f[pC2)]; 微分 由 dz 二 gp'(z)ds 关联 起 来 , 积分 取 


[OE Gr AL 
的 形式 。 对 于 定 积分 ， 还 必须 根据 反 沙 数 # = 由 (x) 将 x 区间 的 积分 限 变 
换 成 相应 的 # 积分 限 。 邓 数 9g(s) 必 须 有 反 函 数 并 且 必 须 可 微 ， 其 由 
Pp) 中 0。 代 换 2 二 |a]s, dz=|alds 或 z=(lal/b)zs, dr=(|al/6)dz 导 
出 下 列 积分 : 


| «os h-iydr—=xoosh-Iz— Mrmi—i+0 


CD 多 
一 一 一 2rC Sin -一 一 十 人 
| 了 lal 
dy _1 2 
对 于 |z|<ijc|; | arotan 工 +0; 


一 关 arcsin 7 _ 40 


| 


| ya 
对 于 lzl<|2|; | To 证 tan w+0 


b 


【 例 】 1. 为 了 在 下 面 的 积分 中 去 掉 平方 根 VF， 令 z=g(z) = 坟 
dz 二 28 ds。 分 部 积分 导出 由 ”表达 的 积分 ; 利用 2=92(2) 的 反 通 数 2 = 
yy(z) = Vz， 得 到 

fu- ‘2ds=2 | sr de= 208—1)+ 0—205CVE -1 +O, 
2. [ ezdv 一 2fer(g 一 1) 闻 =26%; 对 于 w=1 和 wo=4 由 入 = 十 VV 了 


得 到 新 的 积分 限 。 
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3, 『 sin2sdz = (1/9)f sinsds 代 换 ，2%~=s，dzx dz/2 
—xi/2 一 各 人 一 — 2m/2= 一 四 
= — (1/2) [Leos es 


2 一 20r 。 
一 一 《323) +1)=—16 
“3 5r de 代 换 ; 4 一 2 一 z 
. + dx 一 一 (5/2 必 二 : ? 
| I ‘5/0, 多 一 20dr 一 cd 
= -5/2)lneli zi 一 0 #1 一 和 
一 —(5/2) dn1~ In4) za = M389 一 4 一 8=], 
=(5/2)In4—5 In 2, 
5 人 a 代 换 ; #= 了 hx, dx 二 x48; 
vi zyVlnzr(i —lnw) v1 一 AMW 6 21=1/2, 
ev tl 2 一 Sn 的 
2 Dgin weogu ds =28inw cosuadu,; 
r14 Sinweosw 1=1/2 >7Wi=m/4, 
=2[u]5R=2(m/2—m/4) =%/2, | #2=1—> Ws =m/26 
初等 可 积 函 数 类 


象 2", sinz，er 这 样 一 些 可 积 函 数 了 (zw)， 它 们 的 不 定 积分 可 以 用 初 
竺 函数 的 封闭 形式 来 表达 , 这 样 的 函数 称 做 初等 可 积 的 (或 者 以 初等 方式 
可 积 的 )。 下 面 叙述 最 重要 的 一 些 初等 可 积 函 数 类 ， 连同 求 其 不 定 积分 的 
方法 。 
有 理 函 数 以 (x)， 部 分 分 式 ” 每 一 个 有 理 函 数 是 初等 可 积 的 ， 因 
为 z 的 任何 睾 都 有 一 个 初等 积分 , 任何 一 个 多 项 式 也 是 如 此 。 不 是 多 项 
式 的 有 理 函 数 可 以 写成 部 分 分 式 之 和 ( 见 工 第 5 章 ), 并 且 可 以 积 出 来 ， 
因为 对 于 一 切 自然 数 &> 工 下 面 的 每 一 个 分 式 都 可 积 出 来 : 
4 4 Az+B Ar+B 
Tm’ (Wm) Wprta’ (2 二 DT 十 9) 
其 中 ， 妨 < 和 9 且 4#0。 
前 两 个 表达 式 的 积分 是 标准 积分 ; 后 两 个 的 分 子 总 可 以 写成 和 式 


4z 十 也 = (2z 填 的 4/3 上 (3- 4p/2)。 第 一 项 导出 se 形式 的 积 

分 , 它 是 初等 可 积 的 ; 第 二 项 是 一 个 常数 , 它 可 以 拿 到 积分 外 面 。 剩 下 的 
3 二 oe -~ dr > 3 

只 要 证 明 对 于 4~1 2 … 积分 | 二 和 2 二 可 以 初等 方式 来 出 。 
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[= 4 2 一 Aln|s— zi| 十 Ci /a 


V1)* 
4 和 四 
-nt - 
对 于 有 = 了 分 母 避 十 pz 十 4 通过 配 完全 平方 可 以 写成 (x 十 p/2)? 十 
(4g 一 P32/4)。 代 换 z+p/2=M 9 一 P29/4%，dx 守 Vg~P/4du 给 出 
-1 du 


1 
一 一 | 一 一 一 一 一 一 一 一 arctan 人 
VG~p/d) Wtl Va-py4 


x 2 22 十 力 
一 一 一 一 -一 一 一 -arc tan 十 人 
/ T+ DY+g V4g 一 22 VAdg 一 妨 
Ar+B 人 4 2B— A 
rln +pv+o|l 十 
Z2 十 DT 十 0 2 | ps+tql V4g— 好 


2 十 7 
“atc tan -一 一 十 人 
V4g— 


对 于 %>1, 可 以 得 到 一 个 递 推 公式 
dx __ 017 十 Cg _ +o[ dx 
(Cy (ZI pet ql 
其 中 待定 系数 c1，cs，ocs 发 现 如 下 ， 首 先 两 边 微分 ， 然 后 通 乘 人 x?+pz 
+q)* 去 掉 分 式 而 得 到 恒等式 
1=~(% -1) Corto) 24+p) + (C1t+ ca) (t+ pr+ g); 
现在 使 各 次 害 的 系数 相等 
碗 的 系数 ，- 2c(E 一 1 十 ci 二 cs 一 0。 
zw 的 系数 ; 一 202( 一 巧 一 cp 人 (一 了 十 (ct 十 c3)0 一 Da 
常数 项 ; ~cap(F—1)+(otc)g =1o 
这 给 出  - 
2 2C2k— 3 
MD RD Cr 6 ° 


ax 四 2z 十 p 
(P+PTTA) (hk—1)(4g— 9) (22 十 2 十 2DA 工 
2(2k— 3) 


dar 
+ | Tp Ta : 
这 些 结果 也 常常 就 分 母 (az?+ bw 十 c)* 而 展示 。 
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| d= -4 
《az2 十 DZ 十 C) 2a( 友 --])(az2 十 DZ 十 CDx 


+( a] dx | ， 
2a (a22 十 DO 十 ce) J (ars+brt oe) 
2ar+t+b 
(k—1)(4ac—b2) (ars -br+e)* 1 
十 2(2h— 3)a CO 
RI Adac 67) A ote) 
2ax+b 
ta: 一 一 一 一 
Va i "oan V dac— 0b2 
阁 了 一 fc : 
| dz 1 .1n 2cz 十 D 一 人 02 一 4ac | 
a23 十 px 十 6 03— dac BV BD 4ac | 
. 车 如 -dac>0 
-2 
2ax-+b 


[ 侈 】 (假定 已 经 分 解 成 部 分 分 式 ) 
一 7z 十 25 __ dx 
1 [= rT do=3| 5 -3| 这 了 +5j 二-5 
=2njz+1|~3hn|s~2|+5In|z—5|+0 
nl +1 (2-5)s 


TO， 落 232-4uc=0 


Es 二 CO。 
. Br?— 20z+20 -| dr dx 
2 /es 一 于 扩 了 +6f (2—2)3 
dx 3 dz 
+4| (一 2)3 3| Tz 一 44 
-In|z 2 -6 -一 2 3 nls-4l+0 
Tr—2 


-+3n V2+0, 


a yi ge 0 =| dz | r+ 
3. | ss I | st) srs 
z—1 


一 nz 一 3 十 了 122 一 20+6| + 吾 soton 3 


十 C 


in|(2— 83) 20+6)|+ 2 了 
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一 9x? 十 一 4 [2 dz 
d= -2| -0 
和 | 一 
2x 一 3 az+[ 8z 十 工 


屯 十 Z 十 工 FT 
=—2n|z+1l+ ls re+ 1| -BV arctan 和 
4 22+1i 

HFEFL 三 十 Z 十 于 


2x+1 


-了 VS 了 arc tan 十 C 
V3 


totl| 2z+1 
-hh | 4V 8 arctan 7 
_ 2x+5 
2 十 z 十 1 +C。 


函数 R[x, wax 十 四 或 玉 [z (ax+- 6b)/(cw 二 d)] 的 积分 被 积 函 
数 是 z 和 ~ az+D 或 (axw+5)/Coz 十 Q@) 的 有 理 函 数 ， 即 它们 可 以 由 
2> 和 /aztb 或 者 (az 十 5)/(ez 十 Q) 通过 有 限 次 加 、 减 , 乘 和 除 而 得 
到 。 代 换 s = 以 az 十 D ,对 此 z= (se" 一 D)/a; 或 者 

I= (az 十 DJ (cz 十 动 ， 
对 此 zx= (D 一 dg")/(cs* 一 q); 如 同 刚才 证 明 的 那样 ， 这 导出 z 的 一 个 有 
理 函 数 , 可 以 初等 方式 积分 。 对 于 特殊 形式 的 马 积分 可 以 用 特别 手 眉 


简化 。 
函数 BR[zx， VW aoz 十 pz 十 c ] 的 积分 “根据 系数 % 2 2 的 性 质 , 各 种 


各 祥 的 代 换 导出 用 新 变量 z 表示 的 一 个 有 理 画 数 。 
1， 如果 a 和 az? 十 pz 十 ec 是 正 的 , 并且 如 于 4ac, 那 末 作 代 换 
AWaz5 十 pz 十 一 2V a +8o 
32. 如果 “ 非 负 , 那 末 设 
Maxitbrt+oe 一 oz 十 Wec。 
3. 如 果 w 是 负 的 , 并 且 方 程 aw? 十 bz 十 c=0 有 两 个 相 异 根 zi 和 xo， 
那 未 作 代 换 
YVao2 十 pz 十 c 一 4 和 2 一 2 


特定 函数 号 的 积分 表 。: 
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加 dad. 1 2ax+b | 
ee 本 ?+ VE | +0O 
当 a>0, 82 一 4ac 玫 0 时 


1 1 
1=-， 1=— ~ 1-- LIn 2ax 
V6 | V3 Va 
. 2azt+b ,2art+b +O) +O 
arcsin 一 一 一 一 一 十 C arcsin 
VD 一 4ac VV dac—b? a>0, 
当 gw<0, 582 一 44ac>0 时 | 当 a>0, 5 一 dac<0 时 | 好 -4ac=0 时 


另 一 种 积分 方法 是 在 被 积 函 数 中 配 
完全 平方 : 
a22 十 DZ 十 C 一 af[7 十 DA (24) 1? 
+ (dac—b2)/(4a?)}, 
使 它 成 为 旁边 表 中 所 列 的 形式 
之 一 ， 然 后 用 所 示 的 代 换 得 到 含 
有 三 角 斋 数 或 双 曲 函数 的 有 理 表 达 式 。 


R(z, Vai-z)| z=asing 
R(w, V ait) 


Rlw, V 2 —ai) 


=asinhs 


XaCoshs 


【 例 】 I. 代 换 %=sinz, dz=c0s# ds, sz ==arcsinz, 得 
(VER {Via eosa ds | osrs de 
=(1/2)(z+sing coss) -+O 
=(1/2)(aresinz+wV I—2 )+4+06 
2. 类似 地 , 由 X= 二 7 sin s， de rooss ds, 得 
| 一 —2 Ar= (1/2) Cr?aresin 2/r+z 7) 40, 


代 换 


| | Virzar | 1/2[sinah-iz + VIT mR]+O xz 一 sinbg 
| VE | Lo/2)sinh-y/a4 Cs/ V ETm+0| = 
wsinhe 
当 a 和 0 时 
(1/ab)tanh-i(bxz/a) + 
当 lz|< col 时 


人 一 
(a/b)tanhs 
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函数 RC(sinx, cos x, tan x, eot x) 的 积分 通过 代 换 一 tan(z/3) 
可 以 将 函数 变换 成 z 的 一 个 有 理 函 数 : 
ow __2tanCz/2)cos(z/2) _ _ 24 
sinz=2sin(z/2)cos(x/2) oom TT 
Cosw= cos2(w/2) —sin2(z/2) _ 寺 一 到 
cos: (xz/ 3) Tsin2z/2) 卫士 开 ? 
2tan(z/2) _ 24 
fanz™ 1— tani(z/3) 工 一 32 
1—s? ds _. 1 _1i+2 dz_ 2 
Bh 而 B00nG/D 2 ’ ds li 


Cot w= 


~ dz 1 十 g2 dg 加 » 
[ 例 ] 1. | i FE In(es) -line'ianzlg)。 


1—sing [i—2s/(+#)1-[2/ (+#2)] 
2. | py | [BI To TI 7 


~(1/2) | 二- dg =(1/2) | [1/4— 2/g2+1/931ds 
~(1/2) [nls| +2/s—1/(2s°)]+0 
~(1/% [altan(z/3)| 十 3cot(z/2) — (1/2)eot?(z/2)]+0, 
函数 RCsinhx, coshx, tanhx, cothx) 的 积分 按照 双 曲 函数 的 定 
义 ， 可 用 代 换 eet 将 这 些 积分 变 成 有 理 函 数 的 积分 , 们 ij 如 
sinhx=[;—1/1/2, 
类 似 于 主角 函数 的 情况 ， 代 换 * 一 tanh(zV3) 也 总 能 成 功 ， 


sinhz= 2 8inh(s/2)cosh(z/2) -ee 


_ 28 
= 
cogshz = Sh (2/2)+cosh (2/2) 4+ 2 
coshi(%/2)—sinh’(z/2) 二 一 全 
1 2 
tanhy = 3tanh(tz/3) 一 22 coth z= 1+8 


l1+tanh*(2/2) 1+t+2? 25 7” 
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de 1 二 cosh?(x/2)— Snes/2) - _ 1-—22 
dz 2coshi(x/2) 2 ooshz(W2) * ~ 23’, 
人 -2 
ds 了 工 一 经 


二 项 积分 | x"(a-+bw")*dw 这 里 系数 4 各 是 实数 ,而 指数 mm % 
和 wp 是 有 理 数 。 切 比 晓 夫 (P. L. Chebyshev, 1821~1894 年 ) 定 理 案 明 ， 
当 数 p,m 十 1)/n 或 (m4 十 1)/n+p 中 至 少 有 一 个 是 整数 时 ， 积 分 可 以 由 
初等 函数 来 表达 。 如 果 力 是 一 个 整数 ， 那 末 被 积 函数 是 有 理 指数 的 塞 次 
之 和 , 它 可 以 积 出 来 。 如 果 (wm 十 1)/n 是 一 个 整数 而 pp=3/7, 则 令 


g=\ 十 Dom 


如 果 (m 十 1)/w 十 p 是 一 个 整数 , 则 令 == VCaTb27)]zr。 
不 能 用 初等 函数 表达 的 积分 
计算 酉 圆 弧 长 ， 圆 摆 的 振荡 周期 以 及 其 他 一 些 问题 ， 导 出 铺 国 积分 。 
这 些 积分 的 被 积 函 数 包含 一 个 无 重 根 的 三 次 或 二 次 多 项 式 的 平方 根 。 


第 一 类 和 第 二 02 0 


类 椭圆 积分 万 vy Py | 了 本 证 


0< 玉 <T 


刘 维 尔 (Joseph Liouville, 1809~1882 年 ) 证 明了 它们 属于 那些 不 

能 用 初等 函数 的 封闭 形式 表达 积分 的 类 。 还 有 其 他 一 些 属于 这 种 类 型 的 

8 具有 比较 简单 的 被 积 函数 ， 诸 如 er Sinz 或 者 
COSC—COST ， 0 


J I 二 . ,但 是 这 并 不 意味 着 这 些 积分 不 存在 ; 如 同 已 经 证 明 的 , 连续 函 


数 的 不 定 积分 一 样 ， 它们 是 积分 上 限 的 可 微 函数 。 反之 , 这 些 不 能 用 初等 
函数 表达 的 积分 在 数学 中 接受 为 新 的 、 高 级 的 \ 非 初等 函数 。 它 们 党 被 这 
样 地 处 理 ， 首先 将 被 积 函 数 展开 为 无 穷 级 数 ， 然后 逐 项 积分 ( 见 I. 第 
8 章 )。 

如 果 无 穷 级 数 D3 fn(%) 在 区 间 a<z<b 上 一 到 收效 并 且 短 一 项 


TRA 
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7.3 多 元 函数 的 积分 


因为 定 积分 对 于 计算 平面 区 域 的 面积 特别 有 用 ， 所 以 自然 会 指望 扒 

广 它 便于 计算 空间 区 域 的 体积 。 如 果 有 界 的 连续 函数 
8 =f(m1, To *'*, Wn) 
定义 在 % 维 空 间 中 一 个 可 测 的 有 界 区 域 9 上 , 则 将 G 分 成 有 限 个 可 测 子 
集 , 并 象 在 单 重 定 积分 的 定义 中 那样 , 形成 包含 这 些 子 集 的 体积 以 及 在 每 
个 子 集 上 (zi, za, … oo) 的 极 大 值 和 极 小 值 的 上 和 与 下 和 。 如 果 这 些 和 
当 分 法 加 细 时 趋 于 同一 个 极限 ， 那 末 这 个 极限 称 为 在 G 上 的 n 重 体积 
积分 。 下 面 将 详细 讨论 的 二 重 体积 积分 ,叫做 二 重 积分 ; 它 可 以 用 于 计算 
由 曲面 所 围 的 立体 体积 。 然而 ，% 重 积分 的 积分 范围 可 以 限制 在 低 维 的 
流 形 上 。 例 如 , 对 于 %= 3， 当 说 到 线 积分 时 , 这 个 流 形 是 工 维 曲 线 , 或 者 讲 
到 曲面 积分 时 , 流 形 是 2 维 曲面 。 
二 维 积分 

二 重 积分 “ 定 积 分 定义 为 和 式 的 极限 ， 其 中 每 一 项 是 两 个 因子 的 乘 
积 , 即 子 区 间 的 长 度 dz, 和 在 该 子 区间 一 点 各 的 纵 坐 标 /6 的 乘积, 子 
区 间 的 数目 趋 于 无 限 并 且 最 长 的 子 区 间 长 度 趋 于 零 。 在 2 轴 上 的 积分 
区 间 [4, 9] 现 在 由 一 个 平面 区 域 G 来 代替 , 函数 = (x, y) 就 定义 在 这 
个 平面 区 域 上 ,将 G 分 成 % 个 子 区 域 4Gs i=1, 2,…, wo 为 了 简化 记 
号 ，4G, 既 记 子 区 域 也 记 它 的 面积 。 

假定 在 区 域 8 中 详 数 连续 并 有 界 。 然后 可 由 4G, 中 的 下 确 界 m; 形 
成 下 和 , 再 由 4G4 中 的 上 确 界 UL; 形成 上 和 。 如 果 G 的 分 法 加 细 , 当 m -> 
co 和 4G4>0 时 ， 下 和 序列 与 上 和 序列 趋 于 同一 个 极限 ， 那 末 中 间 和 


3 ”%)4G, 的 任何 序列 ， 无 论 中 闻 点 翅 在 4G4 中 怎样 选取 ， 都 趋 于 


这 同一 个 极限 。 这 个 公共 极限 就 被 定义 为 函数 3 一 fo Y) 在 区 域 G 上 
的 积分 , 并 因为 有 两 个 积分 变量 , 称 之 为 二 重 积分 。 


二 重 积分 | fl, yAG = im Sm, 4G lim 5 MAG 
如 0 二 


nam jal 
A4150 


如 果 洱 数 # 二 了 (x, y) 在 G 中 有 界 且 分 段 连续 , 那 末 也 能 保证 这 样 的 
二 重 积分 的 存在 性 。 如 果 二 重 积分 存在 , 就 称 函 数 在 G 上 可 积 。 
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二 重 可 分 的 几何 解释 。 可 以 把 单 重 定 积分 碍 作曲 线 下 平面 区 域 的 面 
积 。 类 似 地 , 可 以 把 二 元 连续 函数 的 二 重 积分 看 作曲 面 = 了 (x,y)( 倘 若 
# 一 f(%, y) 在 G 中 只 取 正 值 ) 下 的 体积 ( 见 图 7.3-1)。 4G, 是 zy 平 面 
中 的 面积 元 素 , 在 极限 过 程 之 后 它 在 笛 卡 尔 坐 标 中 记 为 和 ed 在 极 坐 标 
中 记 为 rfar ap。 每 一 个 乘积 ms 4G 为 底面 积 4G4 和 高 m 的 柱 体 体积 ， 
同样 地 MX, 4G, 是 高 为 MK 的 类 似 柱 体 体积 。 因 而 对 于 曲面 “一 Fw, y) 下 


的 体积 了 有 忆 ms 4G4<F < 为 2 464。 分 法 加 细 导 臻 单调 增加 的 下 


和 序列 与 单调 减少 的 上 和 序列 ; 这 两 个 序列 有 同一 极限 , 因为 相应 的 上 和 
与 下 和 之 差 的 序列 趋 于 零 。 

二 重 积 分 的 计算 ”二 重 积分 可 以 通过 依次 对 每 个 变 元 所 做 的 相继 二 
次 积分 来 计算 。 假 定 积分 区 域 有 一 个 简单 边界 ， 它 与 矩形 <xz<sa， 
bi1<y<52 相交 于 点 41，42，B1，Bs( 见 图 7.3-2)。 点 41，4s 将 G 的 边 
界 曲 线 分 成 两 自强 ，A1B14。, 它 是 阔 数 yy 二 yi1C2) 的 图 形 ; 以 及 41Bo4, 
它 是 y 一 y2(%) 的 图 形 。 类 似 地 , Bi，Bs 将 边界 曲线 分 成 由 z=z1(9) 与 
7z 二 x2(Yy) 给 出 的 两 自强 B141Bs 与 B142Bs。 对 于 固定 的 z= 而 言 ， 
所 (4) 和 扩 ( 人 90) 是 区 间 纹 全 )<ys 略 (6 的 端点 , 在 这 个 区 间 上 应 当 对 单 
变量 y 的 通 数 了 (és 引进 行 积分 ;对 于 固定 的 | 


5 9 一 fléo YW) 


是 一 个 依赖 于 zx 的 数 ， 即 在 区 间 wi 和 z 和 aa 上 2 的 函数 (cz 。 对 G 的 边 
界 曲线 作 适 当 假 定 ，2(z) 便 是 2 的 连续 函数 ， 因 此 在 区 间 [a1, a2] 上 可 


图 7.3-1 4G 上 上 曲面 2 一 /0 功底 下 的 体积 图 7.3-2 积分 区 域 9 的 边界 分 解 
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积 。 类 似 地 ,对 于 国定 的 ym 册 C00 一 f(z, qdz 是 一 个 依 各 于 


y 的 数 , 并 且 作 为 在 区 间 D51<y<bs 上 连续 函数 小 (y), 它 在 这 个 区 间 上 可 

积 。 可 以 证 明 , 这 两 个 未 次 积分 得 出 相同 的 值 , 也 等 于 二 重 积分 的 值 ; 这 

与 几何 上 的 想法 相 一 致 , gq(z) 是 曲面 + 二 f(z, 之 下 平面 区 域 旨 之 上 立 

、 体 平行 于 狗 “平面 的 截面 面积 ， 而 由 (Y) 是 同一 个 立体 平行 于 zs 平面 
的 截面 面积 。 


yabo f (way) 


fo Way )ao—| 


Yay) ( 
yb \ J oy) 


. je， WAG = ~ ( 
他 


ua 


fa, War)ay 


yi) 


对 于 在 极 坐 标 > 一 ” cos pgp，y 二 7 sin g 中 给 定 的 函数 Bl(r，p), 面积 元 素 
4G 取 4G ==r dr yp 形式 , 这 由 计算 雅 可 比 行列 式 ( 见 多 重 积分 的 变换 ) 得 
出 。 . 


Or 2 
Br 6 cosp . sing 

一 一 少 
Or By 一 ?Sinp +rcosg ° 
29 2 


je 4G = 上 | Dr, pr drap 


[网 1] 在 二 重 和 分 | Cz+904G 中， 设 是 在 直线 2 一 0, y 一 1 和 
zy 一 3 之 同 的 区 城 ( 见 图 7.3-3)。 对 于 因 定 的 从 党 腿 办 =1 到 朗 限 
久 一 3 一 2 作 乡 积 分 

人 一人 Gry yt 
一 (3 一 7)+(9— 7)2/2— (z+1/2) =4—w— /2 
现在 应 当 在 2 方向 上 求 本 数 pCz) 的 积分 积分 限 是 “一 a=0 和 2 一 0 一 
2 从 而 积分 值 为 
| (4—2—2/2)de=[4s =/2 -2/08—2—4/3=14/3; 


二 


fs Croanrls/, 
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图 7.3-3 ”直线 一 0 y=1 和 图 7.3-4 曲线 -人 一 功 ? 一 2 和 2 一 人 
ZX 二 2 一 3 之 间 的 区 谨 避 . - 之 间 的 积分 区 域 刀 


[网 3 在 二 重 积分 | ya 中 积分 区 域 如 由 曲线 (一)? 一 台 


和 y 一 2 国 成 , 它们 相交 于 点 PL 一 1, 2) 和 Ps(3, 2)。 因 此 G 的 边界 是 
由 函数 急 ~ 纹 加 一 (z 一 六 29/3 或 者 z= 了 十 V 绚 所 给 定 ( 见 图 7.3- 人 )。 
”如果 先进 行 x 积分 , 那 末 演 算 比较 简单 


vay ， 
y+ VD [EL | 
”. 一 2V 23; 
2V3 | Voy~2V BL2/o VTE 
一 33/5; 
THY . - 
由 oggdzdy=3205。 
07 1- Yo : 
相反 的 积分 次 序 计 算是 
网 1273 zy dy = by /2 
一 27 一 (7 一 了 4 7/8 
~/8+x4/2—3x3/4 
+ /2+4156/8=p(2), 
『 ,PCa)de—[—25/48+25/10 
/642/6 , 
， 寺 15oa/16]? =3215。: ，. ， 图 7.3-5、 射 鹤 桶 团 柱 
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【 例 3】 直立 在 xz, y 平面 的 椭圆 z?/a? 十 9/23 一 二 上 一 个 垂直 柱 体 ， 
被 平面 z=f(z, y) 一 mz 二 ny 十 c 斜 截 , 这 里 oc 取得 足够 大 ， 使 得 平面 * 一 
f(z， 奶 与 ay 平面 的 交 线 在 底 梓 圆 的 外 面 ( 见 图 7.3-5)。 二 重 积 


分 | ene+-my+e)dG 给 出 这 个 斜 截 柱 体 的 体积 ， 其 中 区 域 6 由 栅 加 
© 四 
y= 土 (5/4) VW 一 大 围 成 。 于 是 


+a 于 (830]VG2 一 2 
7=| 由 (mrt ng +o)ay | 


一 (8/aDJV qs—rs 


a 一 一 
-=| ,may tny’/2+ ey] YE de 


一 三 2(0/a) (ma + OV Rd 
~=2(b/a) fm 上 Va Ndr+ of Vem | o 


外 带 因子 m 的 第 一 个 积分 为 零 (例如 , 可 以 用 代 换 4? 一? 一 5 一 22dz 一 
02e) 对 于 第 二 个 积分 代 换 z 一 asins，dz=acossds 得 出 积分 值 a2crmr/2。 
因此 体积 六 有 值 了 =apcr。 

多 重 积分 “正如 二 元 函数 的 积分 导致 二 重 积分 那样 ， 三 个 或 者 更 多 
个 变量 的 函数 的 积分 导致 三 重 或 多 重 积分 。 如 果 考 虑 三 元 函数 ， 它 定义 
在 一 个 有 界 的 三 维 区 域 好 上 ,将 下 分 成 各 个 部 分 4 又 可 形成 下 和 
为 m4E。 上 和 加 M44B, 以 及 中 间 和 寥 7 (如 hr 5 4BR。 这 里 
me 和 21: 是 函数 了 在 子 区 域 4R 中 的 下 确 界 和 上 确 界 ,而 76。 mw 5 是 
4R, 中 某 点 的 函数 值 。 如 果 当 m> oo 并 且 4Br>0 时 下 和 与 上 和 序列 赵 
于 一 个 公共 极限 , 那 末 中 间 和 也 趋 于 这 个 极限 , 这 个 公共 极限 就 定义 为 函 
数 (zx, y, 2) 在 区 域 R 上 的 三 重 积分 。 


= 


ff y) HAR lim SmsdRlim TM, AR, 
R so 人 A 


在 这 个 意义 上 任何 一 个 在 到 中 有 界 和 连续 的 函数 了 是 可 积 的 。 不 再 可 
能 作出 这 种 积分 的 几何 解释 ， 不 过 积分 区 域 仍 可 在 几何 上 想象 为 空间 的 
一 个 区 域 ; 在 力学 中 ， 要 是 jw, y, #) 为 区 域 甩 中 (x, y, 8) 的 密度 ， 那 末 
积分 可 以 解释 为 该 区 域 的 总 质量 。 可 以 类 似 地 定义 三 个 以 上 变量 的 函数 
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的 积分 ， 即 使 积分 区 域 不 再 其 有 一 个 直接 的 几何 意义 。 几 乎 和 二 重 积分 
一 样 , 在 关于 积分 区 域 的 适当 假定 下 , 多 重 积分 也 可 通过 对 每 个 变量 所 作 
的 相继 若干 次 积分 来 计算 ; 积分 限 依赖 于 五 边界 的 性 质 。 


fr, wo van= J {ff w 10a Jav} a 
多 重 积分 的 变换 在 许多 情况 下 不 用 直角 ( 笛 卡 尔 ) 坐 标 ， 而 用 其 他 
坐标 来 描述 区 域 较为 方便 。 取 决 于 所 研究 的 其 体 问题 , 最 常用 的 是 柱 
面 和 球面 极 坐标 。 可 
下 面 的 图 ( 见 图 7.3-6) 显示 了 柱 面 坐标 和 球面 极 坐标 的 体积 元 球 
4。 为 了 导出 任意 坐标 系 的 体积 元 素 , 引用 如 下 定理 : 


个 人 人 全 人 人 人 人 人 人 人 人 八 仆仆 人 人 人 ve 


式 ( 雅 可比 行列 式 )DGo wo w) 的 绝对 值 


2 YY 2 
iu Ou 2 
& 0 
ee 吕 
8 芭 吕 
OwW Ow Ow 


图 7.3-6 体积 元 素 
9) 柱 面 坐标 
b) 球面 极 坐标 
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这 就 是 说 , 4R8=dz 虽 ds 二 |Dldu dvdw。 对 于 斑 面 极 坐 标 2=7Cosg，Y = 
rsingp, 8 二 #4， 对 于 球面 极 坐 标 2 一 ?gin 4 eos py 一 ?7 Sin 0 sing， 8 二 
Cos 人 相应 的 行列 式 D。 和 也 ,结果 为 


1 cosg ing 0 
D.=|—rsing 十 ?co 0 
”个 0 工 
sin 办 cosp singsing cosd 


Ds=| roosdcos yg reosdsing —rsin8|， 


| —?rsingsing rsindceosp 0 
妈 DD,=? 和 Dr?sin 9, 所 以 RR 分别 变 成 rarag dz 和 ?25sin8Qran qqgo 


?1(03 2) 


re 2 2)AR = “人 站 ™ Fr, p, 2)7 dr dp ds 


[3 rr 
-| 人 Blr, 8, 9)72 in d dr Ad dp 


ED) dr1(0, 0) 


求 体积 法 
多 重 积分 在 立体 召 之 体积 了 的 计算 中 有 重要 的 应 用 。 已 知 二 重 积 


分 | f(z, 的 dz 田代 表 底 为 @ 以 及 上 界 为 = 一 /Ko 幼 的 柱 体 体积 ,由 此 
他 


得 出 横 截面 为 G 以 及 上 界 与 下 界 为 有 (z, 雪 , 4 一 f(z, 9) 的 柱 体 具 
有 体积 一 用 [ks,y) 一 oz,yyardy。 用 这 个 方式 能 来 得 任何 一 个 可 


由 有 限 个 这 样 的 柱 体 拼 成 的 攀 体 之 体积 :在 实际 应 用 中 出 现 的 大 多 将 物 
体 马 具有 这 种 形式 。B 的 体积 也 可 表达 为 三 午 积 分 | jar, 其 中 了 的 


边界 次 面 的 形状 确定 积分 限 ; 特别 地 , 如 果 插 入 2 的 界限 并 进行 z 积分 
那 未 剩 下 的 就 是 已 经 讨论 过 的 二 重 积分 。 如 果 吕 具有 分 片 光 滑 的 边 办 
有 曲面, 那 末 由 高 斯 积分 定理 ， 提 供 计算 五 之 体积 的 另外 一 个 方法 。 这 个 


公式 指出 
r=) far =ys frmas, 


这 里 28 是 旦 的 边界 , 45 是 曲面 元 素 ; w 是 外 法 线 ,f+ 一 Xi+ 术 十 央 是 向 
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最 场 ;这 将 体积 的 计算 化 成 曲面 积分 的 赋 信 。 
”由 并 截面 积 计算 体积 假定 物体 参考 笛 卡 尔 坐 标 s, ys 并 介 于 两 
个 垂直 于 z 轴 的 平面 z=o z= 之 间 , 还 假定 已 知 物体 垂直 于 了 轴 的 本 


截面 积 , 由 连续 函数 4(2) 给 出 , 于 dz, 

是 可 以 想象 物体 是 由 厚度 为 dr p09 | -40, 
的 薄片 组 成 的 ( 见 图 7.3-7)。 在 每 (OE {Ef 0 
个 薄片 中 存在 最 小 的 横 截面 积 g -MN -- 


和 最 大 的 横 截面 积 8 第 i 个 薄片 中 
的 体积 Tt 介 于 高 为 ,底面 积 为 
g: 的 柱 体 体积 与 底面 积 为 Qs 的 类 
似 柱 体 体积 之 间 。 如 间 求 面积 那样 ， 
当 2->co 并 有 Laorr-~>0 时 ， 作 为 对 
体积 的 逼近 , 下 和 了 Go) 与 上 和 Wm 

V (mn) © ; 图 7.3-7 立体 的 求 积 


V(n) = 力 Qs rEVe p23 Qidr,=V (nN) 


具有 同一 个 极限 值 。 因 此 体积 了 可 以 表示 为 定 积分 。 


-fe 


卡 瓦 列 利 原 理 ”如 果 另 一 个 物体 在 La, 8] 中 对 于 每 个 有 模 截 面 
a(%) 与 9(z) 相 同 , 即 有 4(z) 三 9《2x); 那 末 这 两 个 物体 的 体积 和 了 相 
等 。 在 积分 演算 出 现 之 前 , 卡 瓦 列 利 就 提出 了 这 个 原理 。 

。 在 两 张 平 行 平面 之 间 的 两 个 物体 ， 如 果 它 们 被 任何 一 个 与 这 两 张 幸 
面 平 行 的 平面 所 区 的 横 苞 面积 相 千 , 那 未 它们 的 体积 相等 。 
旋转 体 的 体积 ”具有 某 些 对 称 性 的 立体 常常 可 看 作 具 有 由 一 条 曲线 
旋转 而 生成 的 边界 ; 例如 , 球面 是 由 一 个 半圆 绕 它 的 直径 旋转 而 得 的 。 这 
祥 的 物体 就 叫做 旋转 体 。 如 果 它 的 表面 是 由 连续 曲线 y 二 f(z) 绕 z 轴 族 
转 而 得 , 或 者 由 z=p(y) 绕 y 轴 旋 转 而 得 , 那 未 由 垂直 于 该 轴 的 平面 所 截 
的 横 截面 是 面 术 为 gtr) 一 w[ 了 Cz) 了 ?或 者 9(9y) = 二 x[ply)]? 的 圆 域 。 如 果 
旋转 体 以 平面 > 一 zl Wg, 或 者 9 一 Yi, 9 一 为 为 边界 , 那 末 下 列 公式 给 
出 其 体积 。 . 
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旋转 轴 模 截面 面积 体 积 


二 gatf OP | veal par 


yy 办 


gq) = [py) Vs=ef [pT ay 


如 果 立 体 是 一 条 由 几 段 弧 连 接 起 来 的 连续 曲线 旋转 而 得 ， 那 末 最 好 是 把 
各 片 的 体积 加 起 求 。 象 计算 两 条 曲线 之 间 的 面积 那样 ,也 可 对 于 两 个 适 
当 的 函数 的 平方 差 进 行 积分 ， 
f° frg(o 了 -BeD 卫 ar 

【例如 曲线 y= 二 f(%) = x2/36 在 界限 =0 和 2 二 12 之 间 a) 
绕 z 轴 ，b) 绕 y 轴 旋转 ( 见 图 7.3-8)。 要 计算 相应 的 旋转 体 的 体积 : 

a) Vo = = [joy]adz=m | > Ce/1296)dr =192 15/5120.6, 

b) 利用 z=pCy) =6VY 和 妇 一 f(0) 一 0, ys 一 f(12) 一 4 得 到 


,一 和 上 [pT oy = | ,3ty dy ~288 ~908.4。 


ba 


2 
~ 


图 7.8-8， 绕 2 轴 和 绕 y 轴 的 旋转 图 7.3-9 作为 旋转 抛物 面 的 酒 桶 


【 例 3】 消 桶 的 表面 是 由 在 两 个 界限 之 间 的 一 段 抛物 线 y=azx?+c 
绕 2 轴 旋转 而 成 。 桶 的 长 度 为 Tm, 两 端的 直径 为 60cm, 最 大 直径 是 
80cm ( 见 图 7.3-9)。 
抛物 线 方程 中 的 常数 以 及 积分 限 都 可 以 从 已 知 的 尺寸 导出 : 
Y=22/25—4, m= —65, w=—5, 
这 给 出 体积 
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Vm [| _ (v4/252— 823/25 + 16)dw 
+ ar [| (as/35? 二 8z2125 二 16)dzm425.2。 


酒 桶 容量 为 425.21。 

【 例 3】 抛物 线 内 =2pz 与 加 坊 =7? 一 (2 一 0)? 在 横 坐 标 为 4 和 
v2 的 点 相交 ( 见 图 7.3-10) 。 在 圆 内 抛物 线 之 外 的 区 域 绕 z 轴 旋转 ,生成 
一 个 高 为 hz 一 x1 的 抛物 球 环 。 根据 ， 


Vso=n 六 2zzi-m 太 [rs- Cr— eo) 
= | [2px—7+ (wo)ax 
来 计算 它 的 体积 。 
因为 被 积 函 数 在 x1 和 你 处 为 零 ， 
并 且 因 为 吧 的 系数 为 二 所 以 可 设 
2pxz 一 妇 十 (2 一 2 一 (一 2 一 22)， 
于 是 
Js 一 jn (zc 一 oz 一 oa。 


. | 
图 7 3-10 抛物 球 环 图 7.3- 坊 绕 y 轴 旋转 
代 换 x 一 x1=t, 导出 
Vaal th —t)at=whs/6; 


这 个 结果 和 圆柱 球 环 的 一 样 。 
【 例 和 图 形 ( 见 图 7.3-11) 表 示 一 根 钢 柱 ,: 其 中 由 昔 线 y=e*"1 线 
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y 轴 旋 转 而 链 了 一 个 孔 。 孔 的 容积 为 Py 一 wn ”wdy。 根 据 图 形 所 给 的 


尺寸 , 得 到 积分 限 为 灵 =1 和 ya 一 10。 用 y 解 出 zw 的 方程 再 平方 得 
(1/4) (ny + ony+1)o 
因此 所 求 的 容积 是 
了 一 (mw/9| nryt2lnyt lay 
一 (mr/4) fyln2y -+ yj? 48.736 
扬长 和 曲面 面积 
求 长 就 是 计算 曲线 一 段 弧 的 长 度 ， 曲 面 求 积 就 是 计算 一 片 曲面 的 面 
积 。 
弧 长 ”虽然 曲 径 小 道 总 有 长 度 这 在 直观 上 似乎 是 显而易见 的 ， 不 过 
还 需要 数学 上 精确 的 定义 。 考 虑 一 段 曲 线 弧 , 它 的 方程 为 9 二 =f (2), 4a<z% 
<b, 这 里 函数 了 连续 可 微 。 将 此 弧 分 成 2 侦 ， 分 点 为 Po, Pa, 95 P,, 再 
将 曲线 弧 与 多 边 形 PoP1…Ps 作 比 较 ， 可 以 期 望 当 % 很 大 时 多 边 形 很 好 
地 逼近 这 曲线 。 如 果 分 点 Pu i=0, 1，…, n, 的 坐标 为 (m4, 4), 那 末 由 


DV UT hn N+ (Re) 

给 定 弦 P，_iP, 的 长 度 z 进而 多 边 形 的 长 度 为 

0 ND 

5 一 访 Vi+( 乱 ) dz : 
按照 微分 中 信 定 理 ， 在 区 间 z+1<z<z: 中 存在 一 个 位 置 色 使 导数 
jP(60 等 于 差 商 忽 / dr， 所 以 4==4LreV I 了 TFPCED 巴 ( 见 图 7.3-12)。 从 
m0 一 4 到 zo 一 5 区 间 的 每 一 个 划分 都 产生 一 个 长 度 为 5 的 多 边 形 。 如 果 
将 这 划分 加 细 , 使 得 子 区 间 的 数目 % 趋 于 无 限 并 且 最 大 子 区 间 长 度 4v, 趋 
于 零 ， 那 末 由 于 .jz) 的 连续 性 以 及 定 积分 作为 和 式 极限 的 定义 ,内 接 多 
边 形 长 度 的 序列 S% 有 极限 什 : 
S=-| VITEF ET ad 


一 条 连续 曲线 叫做 可 求 长 的 ,如 果 对 于 [a, 如] 一 切 可 能 的 划分 , 其 内 
楼 多 边 形 的 长 度 5 保 将 有 界 的 话 ， 然 后 这 些 长 度 的 上 确 界 3 称 为 这 条 
其 线 的 久 攻 ;还 可 以 征明 , 随 着 划分 的 加 细 8 就 是 5; 的 极限 ， 


7 了 ,8 多 元 函数 的 积分 。 263 


图 7.3-12 平面 曲线 的 长 麻 


上 述 推 导 证 明了 , 如 果 y=f(w) 在 fw, 中 连续 可 微 ， 那 末 这 条 曲线 是 可 求 
长 的 。 如 果 连 续 曲 线 是 可 求 长 的 但 y=f(z) 在 fa, 可 并 不 连续 可 微 , 那 
末 一 般 地 说 不 可 能 直接 计算 弧 长 。 


弧 长 | ”直角 坐标 、| 。 参数 形式 极 坐 标 
b 7 ta = = va fadr\i 
s—[ VITya Ss—]V ara 3 人 VY 名) + 六 名 
式 长 元 素 对 于 固定 的 下 限 和 可 变 的 上 限 , 曲线 的 长 度 是 上 限 变 量 
的 函数 ， 即 3() = | VTTV7dz。 这 个 西数 的 微分 必 常常 叫做 曲线 的 
长 长 无 素 ,所 以 长 度 就 是 驱 长 元 素 的 积分 ( 见 图 7.3-13)。 ， 


弧 长 元 素 
ds—V TH dr VT Vt dt 


【 例 I] 对 于 半径 为 了 的 圆周 , 得 到 
y=VT ;fs/ VT ly zy 


因此 周 长 C 给 出 如 本 
C= 4 TE t= “EF 证 rarosint]} =2nr 
【 例 21 对 于 以 参数 形式 一 < 一 sin 四 )， g=oG- ce 表示 的 认 
线 , 有 z=a(4 一 cost), 9 一 asint, 所 以 弧 长 元 素 是 ” 
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ds— VET dt mT on a dt 
=aVI— 3608t+0081+ sin dt 
=aV 3.Vi-oot d=aV 3MV sint/3 dt 
=(2asin /2)dto 
这 就 给 出 弧 长 
:= V2 = af sin t/2at = — 4a[Lcost/2]" =83a。 
因此 尖 旋 轮 线 的 全 弧 长 是 生成 该 旋 轮 线 的 深 动 圆 直径 的 四 们 。 
曲面 面积 ”曲面 的 面积 由 曲面 积分 给 出 。 下 面 导 出 旋转 曲面 的 面积 
公式 。 设 及 和 Ps 是 连续 可 微 曲 线 y 一 A(z) 上 对 应 于 =a 和 z=b 的 
点 ;于 是 从 Pi 到 已 的 曲线 弧 绕 7 轴 旋 转 形成 一 个 旋转 曲面 。 和 弧 长 的 
讨论 相同 , 如 果 用 一 个 % 一 1 边 形 来 代替 这 段 强 , 那 末 祖 应 的 旋转 曲面 是 
一 些 平 截 头 圆锥 体 的 侧面 之 和 。 这 种 侧面 有 代表 性 的 曲面 面积 为 
2 0pm [fy) + FR] VY CD)5TCo) 


=a[f 2) + fade Wf 1+ (Pe) 。 
根据 微分 中 值 定理 ， 在 (7 2Zo41) 中 存在 一 个 名 使 fF (é€,) 一 Ay,f dx, 。 因 
此 这 些 曲面 面积 的 和 是 
n =m 号 [jos) 十 ForD]VIT( 产 (人 584r,。 


与 曲线 弧 长 相同 , 区 间 a<z<z 划分 的 加 细 导 致 对 于 和 式 3 极限 值 的 改 
善 的 逼近 ， 而 这 个 极限 值 可 表达 成 为 一 个 定 积分 。 出 现 因子 3 是 由 于 
yz) 和 zsrD 同 时 出 现在 5 中 。 利 用 弧 长 元 素 也 导出 公式 


S =2m | yds, 
#1 


S=2r | gv 1+y2ar 


旋转 上 曲面 的 面积 | 


[ 例 】 由 yg 一 V7 二 F144y? 一 79/(r? 一 xz?), 所 以 球 、 球 冠 和 球 带 
的 曲面 面积 公式 是 : 
球面 ， 一 24 [vB/v PB- = 4mr | 如 =4mr。 


球 冠 5 2wr | 一 2mr(r 一 外 一 2mrj 其 中 hr 一 和 
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球 带 ， 员 = 2mr 六 x 一 2mr( 多 一 1) 一 200rh, 其 中 及 一 bi。 


线 积分 和 曲面 积分 

线 积 分 “为 了 对 功 . 势 等 这 类 物理 概念 给 予 数 学 形式 , 宜 将 原先 作为 
和 式 极限 的 积分 概念 加 以 一 般 化 ， 使 和 式 中 的 被 加 数 依赖 于 曲线 的 一 定 
方向 , 即 积分 路 径 。 这 就 引出 线 积分 的 概念 。 

假定 三 维 空 间 中 一 条 光滑 曲线 C 以 参数 形式 由 具有 连续 一 阶 导 数 
的 函数 z 一 z(s)，9 一 4(s) 和 2 一 2(s) 给 定 。 例 如 , 参数 可 以 是 弧 长 s。 进 
一 步 ， 设 f(z, y, 信 是 一 个 连续 函数 ， 它 的 定义 域 包含 对 应 于 参数 区 闻 
ai<s<os 的 曲线 弧 4B。 于 是 对 于 区 间 [o1，o21 中 的 每 个 s 对 应 于 出 线 
上 的 一 个 点 PEz(s)，y《s)，s《s)j， 在 这 个 点 函数 取 值 f[x《s), y(s)， 
g(s)j， 所 以 现在 有 一 个 关于 参数 s 的 函数 。 如 果 将 该 曲线 分 成 % 段 弧 ， 
或 者 相当 于 同一 同事 , 将 区 间 [o1, o2] 分 成 个子 区 间 4s， 再 形成 和 式 


高 [zksD, ybs0)， sksD]4sw 其 中 ss 是 子 区 间 de 中 的 任意 一 个 参数 


值 , 这 样 得 到 和 的 一 个 序列 。 如 果 当 最 大 子 区 间 的 长 度 趋 子 零 和 子 区 间 
的 数 自 增加 到 无 限 的 时 候 , 这 个 序列 趋 于 一 个 极限 , 而 如 果 这 个 极限 并 不 
依赖 于 子 区 间 以 及 中 间 点 % 的 选取 , 那 末 这 个 极限 就 称 做 函数 了 (x, y, 2) 
沿 曲线 0 从 4 到 了 的 第 一 类 线 积分 。 


| re we oa= 四 为 TIzGo ys), ss 


这 种 积分 的 计算 可 以 化 成 定 积分 的 计算 。 如 果 z 一 2( 坟 9 一 %( 有 “一 
s( 四 是 曲线 0 的 任意 一 个 参数 表示 ( 弧 4 对 应 于 参数 区 间 六 入 斌 如 ， 


那 末 因为 -办 一 V 5558)5， 所 以 有 : 


|, Ja 急 2ds 一 | fizCt), y(t), sd 
-六 yz ye] V OTOH 


如 果 P(x, Y), 38)， Q(z,y,#) 和 瑟 (z gp 5) 是 连续 函数 , 那 末 可 以 类 似 地 定 
义 另 一 类 型 的 线 积分 | Po 9, 人 go [QC 9 09 | BCmsy, sd 
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例如 ,这 里 第 一 个 积分 是 和 式 总 Prs(s)，gi(s)，si(s)]4r 的 极限 ，dz 
是 曲线 划分 中 第 1 段 弧 在 z 提 上 的 投影 。 如 果 这 三 个 积分 加 在 一 起 就 得 
到 第 二 类 线 积 分 

[tes, 0 FAr TO Y, A+ RC, Y, 的 Ge]。 
二 维 空间 中 这 样 一 个 积分 的 计算 常常 可 以 应 用 下 述 定 理 来 化 简 。 


和 人 vc 


六 且 如 果 P(x, 内 和 Q(Cxy 巡 在 连通 区 域 G 内 连续 ， 屠 米线 积分 
上 Eee Daz+@Ge yyay] 的 导 仅 取决 于 内 积分 路 径 的 端点 4 和 


页 与 连结 4 到 巨 的 特定 路 径 无 关 。 
这 是 由 于 


J, Pe war Qs, Way]= | dF, 1 = Go Y) 
[zy y(tH)] -F(t), ya)] 
只 取决 于 积分 上 下 限 这 个 事实 得 出 。 一 种 等 价 的 命题 是 对 于 区 域内 
的 每 一 条 封闭 曲线 0 线 积分 | [Pds+Qdy] 为 零 。 


_ 从 高 斯 定理 ( 见 散 度 和 高 斯 定理 ) 很 容易 推出 下 述 定理 它 对 于 
下 V 对 爹 向 分 所 供 一 个 淮 人 。 
生 G 内 是 过 入 U 交 隐 ， 7 
- ep _ 2Q 


OY Ox 
是 P(x Ydx 吓 Q(x, 和)dy 为 全 微分 的 充分 必要 条 件 。 
在 开 . 第 9 章 中 将 要 证 明 , 如 末了 dz+9qy 不 是 一 个 全 微分 , 那 来 
总 能 找到 一 个 积分 因子 jCz; 几 ， 使 得 乘积 uw《z, (Pdz 填 8 day) 是 一 个 
全 微分 。 


[ 例 ] 为 了 沿 抛 物 线 Y=? 从 460, 0) 到 B (2, 4) 计算 积分 
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人 carryay) 取 为 参数 。 于 是 多 ~22dz, 而 


| artyady) -上 (wdx+ ?28 dp) -| (Co 二 203)d 
=[r2/2+2/2]3=10。 


因为 满足 可 积 条 件 2 六 = 所 以 这 个 积分 与 积分 路 径 无 关 ; 例如 , 江 


线 y =4sin(oz/g) 从 4(0, 0) 到 BC2, 4) 积 分 仍旧 产生 和 前 面 一 样 的 结 
果 : 

曲面 积分 ”正如 线 积分 推广 单 重 定 积分 那样 ， 划 面积 分 是 平面 区 域 
上 一 重 积分 的 类 似 推 广 。 假 定 在 三 维 空间 第 卡尔 坐标 (x, y, ?) 下 ; 8 是 
以 分 级 光滑 曲线 为 边 罪 的 光滑 曲面 ;这 里 “光滑 ”的 意思 是 指 在 8 的 内 点 
上 上 切 平面 连续 地 依赖 于 它 的 切 点 。 设 8 有 参数 表示 ( 见 II. 第 13 章 )x= 
zt 9); 其 由 参数 和 在 区 域 五 一 {a<u<ea <o<o 吉 上 变化 , 并且 
设 了 lw, y, ) 是 定义 在 8 上 的 一 个 连续 函数 。 将 8 划分 成 由 8 上 光滑 弗 
线 网 构成 的 一 些小 部 分 8o 在 每 个 人 由 选择 任意 一 点 (ms, yo so), 再 形 


成 和 式 思 fKav go 243。 其 中 484 是 不 的 曲面 丙 积 。 如 果 当 -> 


并 且 4 一 0 时 这 个 和 式 趋 于 一 个 极限 值 ， 它 与 点 ,的 选择 无 关 , 那 末 
这 个 极限 就 时 做 函数 f(z，y，#) 在 曲面 8 上 的 曲面 积分， 并 记 为 


rc y, pa。 


je o a8 = lim Tf Crs yo 48， 
S 、 A530 t=1 


曲面 积分 的 计算 可 以 化 成 二 重 积分 的 如 下 计算 : 将 坐标 2， ys 的 参数 表 
示 插 入 f(z, y 分 中 去 ; 曲面 元 素 98( 见 II, 第 13 章 ) 具 有 形式 
查 一 V 5 一 而 ,其 中 再 ~zuzu 了 一 xe*xy, G 一 wyxrs 因而 


人 7 四 = 人 JE ge os WIVE- Pdudv, 
当 了 ~1 时 ,这 个 积分 得 出 8 的 曲面 面积 。 ”、 
第 二 闫 曲面 积分 类 似 于 第 二 类 线 积分 那样 定义 。 


学 中 的 应 用 
功 ， 借 助 于 第 二 类 线 积分 来 定义 “由 力作 功 ” 的 概念 。 力 下 是 一 个 
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静 力 和 矩 ”质点 关于 一 轴 的 静 力 拭 用 , 定义 为 质点 到 该 轴 的 距离 ! 与 
质量 的 乘积 。 


连续 质量 分 布 的 静 力 矩 


对 于 连续 质量 分 布 的 质量 元 素 dm 的 静 力 矩 4M， 成 立 微分 表达 式 4 下 二 
1.dm, 进而 用 积分 得 到 整个 质量 的 静 力矩 。 如 果 P 是 常 密度 ，d 是 体积 
元 素 ， 那 末 lm 一 pdF 。 为 了 定义 曲线 9g=jz) 底 下 的 区 域 关于 各 个 坐标 
轴 的 静 力矩 ， 可 简单 地 设想 这 个 区 域 上 有 厚度 &= 工 的 物体 ， 计 算 密 度 
P= 寺 的 连续 质量 分 布 的 静 力矩 ( 见 图 7.3-15)。 为 了 计算 曲线 9 一 疙 z) 
底下 的 区 域 关 于 y 轴 的 更 力矩 ,将 区 域 分 解 成 一 些 宽 度 为 = 器 的 狂 
条 。 根 据 积分 中 值 定理 , 狭 条 面积 是 yao 是 如 中 的 某 个 中 间 值 ， 
因而 狭 条 的 力矩 是 QU 一 了 以)dx。 于 是 积分 给 出 该 区 域 的 力 和 矩 。 为 了 
得 到 关于 z 轴 的 力矩 , 将 上 述 的 各 个 获 条 分 解 成 为 一 些 幅 度 为 黎 =Qy 的 
元 素 。 这 元 素 具有 力矩 aM ndy dx, 其 中 ?是 必 中 的 某 个 中 间 值 , 再 


按 y 方 向 积分 产生 42L = | dy dz 作为 医 和 关于 办 的 力矩 。 最 后 , 对 
于 = 的 积分 产生 读 区 域 的 总 力 抵 。 


4 和 了 之 间 曲 线 y 一 疙 四 底下 的 _r 
区 逢 关于 轴 的 静 力 娩 ,~| oy oo 


a 和 5 之 间 曲 线 y=/(z) 下 面 的 _ _Ie， | 
区 焉 关于 z 轴 的 静 力 抵 Me- 人 人 may 二 人 2 


类 似 地 一 条 曲线 的 静 力 矩 可 由 考虑 沿 此 曲线 的 密度 p 一 1 的 均匀 质量 分 
布 而 求 得 ; 关于 xz 轴 和 gy 轴 的 力矩 分 别 为 | 


Me- yV 于 多 dz 和 2 -fsv TT dvo 
对 于 绕 z 轴 的 一 个 旋转 体 , 可 以 计算 关于 过 原点 垂直 于 > 轴 的 平面 的 静 
力矩 , 它 为 


= za。 M=w | wy dz 
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质心 每 一 个 固体 都 可 以 看 作 一 个 质点 系 , 而 且 总 存在 一 个 点 , 即 质 
心 。 可 以 想象 物体 的 全 部 质量 集中 在 这 个 点 上 。 连 续 质量 分 布 的 静 力 矩 


等 于 质心 关于 同一 个 轴 的 静 力 智 ， 必 一 [14m mw。 运用 适当 的 静 力 
矩 ,可 以 得 到 沿 ~ 条 平面 遇 线 , 在 一 个 平西 区 域 上 以 及 在 一 个 旋转 体 上 均 


匀 分 布 的 质心 坐标 : 
2 一 My/s 和 ye—=Mofs; xzo 一 Ju/ 4 和 ye= Mf/ Ad; ve=M/V 


质心 坐标 (rc, Ye) 


a) 均匀 分 布 在 平面 | b) 均匀 分 布 
. 邮 线 上 y= 了 (区) 底下 工 


My 


和 一 - 


上 vvV1l+y ?dz 


了 ViTy dr 


| ovVTan 
| VEITae 


对 于 绕 > 轴 的 旋转 体 ， 质心 落 在 x 轴 上 , 即 yo 一 so 一 0。 
【 例 】 计算 在 0 和 /2 之 间 曲 线 0 一 fo) 一 cosz 底下 区 域 的 质心 


坐标。 面积 是 4=| ”ooszqz=l 所 要 求 的 积分 可 在 每 个 情况 下 由 分 
部 积分 得 到 ， 人 ”rooszdr = m/3- 卫 ”cos?zdz=w/4 于 是 质心 从 
标 公式 导出 mw 一 am/2 一 卫 名 一 m/8。 这 公式 引出 帕 普 斯 (Pappus) 法 则 。 
侥 了 输 的 族 转 体 所 生成 的 区 域 具有 静 力 矩 fs 一 (1/3) | gdz 以 及 质心 
纵 佣 标 多 = 了/4。 对 于 旋转 体 的 体积 ,这 给 出 关系 

Vn | wan-2n.1/3| waz=2m M, = 2 yo Ao 
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旋转 体 体积 的 由 普 其 法则: 体积 是 放 放 转 的 四 积 与 其 质心 所 运行 的 
路 径 长 度 的 来 积 。 

由 辐 线 yf(z) 绕 四 旋 转生 成 的 旋转 体 表面 积 ， 这 条 曲线 具有 静 
力 抵 os= | yVITY7dz, 它 的 质心 坐标 为 yo 一 下。/s。 由 此 得 出 曲面 面 
积 为 8。 -2 yV Ig 1+y" Gy 一 2 对。 =2n Yo 5 06 

族 圭 易 血 面积 的 帕 普 斯 法 则 : 法 则 ;曲面 曾 积 是 晤 曲线 的 长 度 与 其 质心 所 
运行 丫 径 长 度 的 来 积 来 积 。 

惯性 矩 质量 以 和 速度 + 的 槐 体 动 能 下 为 克 = 避 履 /2。 如 果 一 个 
刚体 绕 国定 轴 4 旋转 , 那 末 它 的 各 个 部 分 具有 不 同 的 速度 。 如 果 必 记 常 
角速度 , z 记 质量 元 素 dm 与 施 转轴 的 距离 , 那 末 这 个 元 素 具有 速度 一 
zw, 从 而 动能 4 了 一 (1/2)zzw2dm。 整个 物体 的 动能 由 积分 得 到 为 


We (1/2)0 | 2 om, 
这 里 积分 取 遍 所 大 质 最 元 当 。 


轴 向 惯性 和 矩 一 | 。 dm 质量 元 素 ; + 或 ?是 与 旋转 
轴 或 参考 点 的 距离 


极点 惯性 抢 


和 如果 比较 两 个 动能 表达 式 ? 那 未 注意 到 质量 了 为 积分 | dm 所 蔡 代 ; 
这 叫做 关于 旋转 轴 4 的 斩 向 情 性 扰 T4( 见 图 7.3-16) 。 如 果 惯 性 短 不 是 
关于 参考 轴 4 定义 的 , 而 是 关于 参考 点 了 定义 的 , 那 末 得 到 权 点 惯性 拓 
了 po - 

利用 关系 式 "一 + 妨 其 中 多 少 是 质量 元 素 与 原点 和 两 个 轴 的 
距离 ,可 以 在 关于 入 卡尔 直角 坐标 系 原点 0 的 极点 惯性 和 Ip 和 关于 两 个 
兴 标 轴 的 轴 向 惯性 逢 和 7s 之 间 得 到 一 个 重要 关系 。 这 样 ， 


Te= | ram= | Crydam= | wam+ | yam=I, +Tyo 
J mh . ny " . ， 


| 级 点 人 性 矩 和 轴 向 惯性 矩 之 间 的 联系 Ll 
” [ 例 卫 长 为 寞 截 两 积 为 ag， 雹 匀 密 度 为 p 的 一 报 细 杆 , 求 出 关 
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图 9.3-16 和 侍 性 和 矩 


于 过 其 一 端点 且 与 它 成 直角 的 轴 的 惯性 抢 ( 见 图 7.3-16)。 如 果 民 是 细 
丁 的 长 度 元 素 , 相应 的 质量 元 素 是 dm=pq daz。 因此 
=| vadm=| mpadz=pg | rdx =gpl/3= 1 12/3, 

因为 细 杆 的 总 质量 是 pq。 

[ 例 2) 求 一 个 直径 为 a 的 薄 贺 盘 关于 圆心 和 过 圆心 的 直线 的 惯性 
和 矩 ( 见 图 7.3-16)。 为 了 简单 起 见 , 假定 单位 面积 的 质量 是 +。 首 先 计算 
被 点 惯性 矩 Iz。 图 中 圆 环 的 质量 dm 是 dm 二 2xp dp, 所 以 

Ip= | “pr dm 2 | “pdp 一 mrt/3 一 mdt/32。 

由 于 对 称 性 ， T=1y, 因此 lp=1,+ ly=21,, Te 一 7p/2， 所 以 轴 向 惯性 拢 
是 1,=1y=wds/64。 

斯 坦 纳 (Steiner) 定 理 。 设 Io 是 物体 关于 过 其 质心 的 轴 C 的 惯性 和 矩 。 
关于 平行 于 C 且 与 4 相距 4 的 轴 4 的 惯性 矩 14 显然 是 

=| (eta)an=] (s+ a0 to)am Iot 2 Zam+ Qnmo 


然而 表示 与 办 的 距离 ， 所 以 积分 | zdm 是 关于 此 轴 的 惯性 矩 , 又 


因为 轴 CO 过 质心 ,所 以 它 是 零 。 
斯 坦 纳 定理 。 物 体 关于 任意 一 轴 的 惯性 矩 等 于 它 关于 过 其 质心 
县 平行 了 于 委 行 于 4 的 轴 的 0 10 的 惯性 矩 加 上 其 质量 与 ， 4 到 0 趾 4 到 0 距离 平方 的 乘积 。 


JJ = am 
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式 。 下 面 是 一 个 等 价 的 定义 : 


Oa 1 oa(wt+Ar, y, 2, DN—oaly, y, 2, 的 
一 -一 一 上 II 一- 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 -一 一 一 一 一 一 
他 az- dz 
2 po ，， Ow 
-itmit B®, 
类 似 地 ， 
Da ou Ov , Ow Om . OW% ,| OV ， OW 
ET 
Om Ou Ow OW 
本 


这 就 是 说 , 向 分 是 按照 通常 的 规则 以 分 旦 方式 进行 。 例 如, 设 el 和 es 是 
向 量 函 数 , 9 是 一 个 纯 量 函数 ; 那 末 成 立 乘 积 的 微分 法 则 ; 
D 雇 em -=p 名 + 名 a 六 (pa), 如 (pq), 高 (pa) 亦 知 
Cas O01 


0 : “© - 0 
2) 有 Ce 一 aa Ba 本 0, 


押 (arre) 亦 然 ; 


2 ,~ Oas , Oa 3 3a ， 
3) de Ga) 一 CI1X ta B09) 如 xa2), 


O 
Fl x 02) 亦 然 。 


为 简单 起 见 , 下 面 将 假设 所 有 出 现 的 函数 和 偏 导数 都 是 连续 的 ,所 以 偏 导 
数 的 次 序 可 以 交换 ; 例如 总 可 开 . 第 6 章 )。 
向 量 函 数 最 重要 的 特 狐 情况 是 : 
1. 场 向 量 a 不 明显 地 依赖 于 时 间 变 量 弓 所 以 具有 形式 
ov, Y, 4) 一 (1 2a)it+ vy, Y;, SNH wT Y, 20k; 

于 是 此 场 称 为 定常 场 。 . 

_2， 场 依赖 于 一 个 纯 量 参数 与 它 不 一 定 与 时 间 变量 等 同 ; 于 是 = 
x(t) 0 一 y(t),w 一 8(), 或 者 | 

a=r(t) =2(t)I+ yi tat) ko 

随 着 + 变化 , 位 置 向 量 + 一 rt) 在 空间 描绘 出 一 条 路 径 ; 如 果 现 在 # 是 时 
词 变 量 , >( 约 是 质点 的 位 置 , 那 末 导 数 


ee 
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放任 一 方向 上 多 的 导数 等 于 梯度 到 这 个 方向 上 的 投影 

位 势 ” 构 成 梯度 的 运算 从 一 个 纯 量 场 g=9(r) 引出 一 个 向 量 场 
gradp。 一 般 地 , 反方 向 不 行 , 亦 即 并 不 是 每 一 个 向 量 场 都 是 某 个 纯 量 志 
的 梯度 ; 成 为 梯度 的 向 量 场 a=22 计 2 2 天 叫做 保 宁 与 ，9 就 叫 
4a 的 位 势 ( 见 II. 第 给 章 )。 

考虑 线 积分 | “dr 一 | (wdw+vdy+wwds)， 并 设 积分 路 径 按 参数 
形式 r=r() 一 2( 切 证 2 给 定 , 所 以 可 将 线 积分 写成 一 个 寻常 


积分 


oi 
一 般 地 , 这 个 积分 不 仅 依赖 于 积分 路 径 的 两 个 端点 Po 和 PP, 而且 还 依赖 
于 整个 路 径 。 然 而 , 如 果 向 量 场 
GE 一 WO Yy, Sit vy, y, sg) or, y, 8K 
和 积分 路 径 7?=2(2DiT4y(t)j 十 sC)k 定义 在 一 个 单 连通 区 域内 并 且 有 
连续 导数 , 那 末 线 积分 与 路 径 无 关 的 充分 必要 条 件 是 a 一 gradp。 于 是 成 
立 下 面 的 定理 ; 


「 @ 守 )d= 人 [ep 全 +oDi 玫 Tu 本 |a。 


一 个 保守 向 量 的 线 积分 独立 于 积分 路 径 , .而 等 于 位 势 在 积分 路 径 的 
起 点 和 终点 之 间 的 差 。 反 之 , 如 果 线 积分 |adr 只 取决 于 路 径 的 端点 ， 
那 末 4 是 位 势 9 的 梯度 。 半 针 入 

等 价 的 命题 是 


在 单 连通 区 域 G 内 线 积分 ja dr 对 6 内 任 一 封闭 曲线 都 为 只, 当 且 


仅 当 存在 某 个 纯 量 函 数 9p; 有 a 一 gradyp。 
在 单 连 通 区 域 G 内 ,a gradg 的 充分 必要 条 件 是 


也 就 是 , curla=0 ( 见 旋 度 和 斯 托 克 司 定理 )。 
【 例 】 沿 以 原点 为 中 心 的 单位 图 计算 积分 业 ( -yadz + zdy)。 单 位 
加 有 参数 表示 z~cosb, y=sint。 因此 
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ydst sy) =/ LC-sintC—sin?) 十 COSE(008 直 ] 呆 
27 
-| [sin?#++ cos?#]at =26 


积分 不 为 零 , 亦 即 向 量 场 a= 一 zi+yi 不 是 保守 场 ; 这 从 器 一 1 而 


20 _ 
-+1 


也 可 以 推出 。 
散 度 和 高 斯 定理 
散 度 ” 散 度 是 一 个 可 从 向 量 场 
而 一 252D，0，2 和 十 7， 扩 8) + wr, Yy, 的 于 
导出 的 纯 量 场 。 作 为 一 种 辅助 解释 ， 可 以 将 场 we 想象 为 密度 
p=p(lz, y, 的 

的 流体 的 速度 场 。 假 定 流体 的 流动 是 定 
常 的 , 亦 即 mw 和 p 不 显 式 依赖 于 时 间 。2> 
分 量 碎 代表 一 个 流体 质点 每 单位 时 间 
在 2 方向 所 走 过 的 距离 。 如 果 考 虑 一 个 
小 长 方 体 ， 其 棱 平 行 于 坐标 轴 ( 克 图 
7.44)， 那 末 在 单位 时 间 内 穿 过 垂直 
于 zf 轴 的 侧面 441=dyqz 流 入 的 流体 
体积 是 44 二 =Hdydz, 因此 每 单位 时 间 图 7 人 4 数 度 的 解释 
流入 的 质量 是 pu dy de。 经 过 元 素 443 一 dy ds 流出 的 质量 是 

pz 上 ez y, sz+ do, dy, dr)dy ds ~ [ea+ 2 ar]ay ds; 


ddAs=dy"da 


着 80 dwdyds 给 出 了 穿 过 两 面 441 和 gd 从 体积 元 素 损失 质量 的 
过 率 。 加 上 另外 两 对 侧面 的 基 值得 到 每 单位 时 间 的 总 损失 等 于 

Opu) , Opv) , OCpiw) 

[各 tt Javdy gs 
因 币 在 令 @=pa, t=pu, 4 一 pU W =pY 之 后 ， 由 diva 给 出 每 单 位 时 间 和 
单位 体积 的 质量 的 损失 , 即 向量 场 的 散 度 。 
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如 果 质 量 没有 损失 也 没有 赢得 , 那 末 diva= 0， 而 此 场 就 称 为 无 派 场 。 那 
些 diyva>0 的 点 叫做 浙 ( 质 量 流出 多 于 流入 ); diva<0 的 点 就 叫做 阔 ( 流 
入 多 于 流出 )。 

高 斯 定理 从 有 限 区 域 的 质量 总 损失 可 以 岂 体 积分 | diva ar 

a 

来 计算 。 这 流量 必定 从 G 穿 过 它 的 边界 曲面 8 流出 。 如 果 ds=ndo 是 
有 向 曲面 元 素 ， 亦 即 在 外 法 线 nC|x| 一 方 向 上 其 天 小 等 于 曲面 元 素 的 


面积 dc 的 向 景 ， 那 末 前 面 的 论证 表明 每 单位 时 间 穿 过 dc 流出 的 质量 是 
oa'ndo。 因 而 穿 过 8 总 的 外 流量 等 于 曲面 积分 


] Comao=| an do 


将 这 两 个 流量 的 表达 式 相 等 , 就 得 到 高 斯 定理 。 


. 川 avs Adt = ja- mw 


Dw 
号 + 茵 + 必 je 


fle 如 ) vcosty, 1) + cos(z, n)Jac 


这 个 定理 在 流体 力学 的 例子 中 直观 是 很 清楚 的 ， 当 G 是 一 个 有 界 闵 区 
域 ， 其 边界 曲面 8 除了 有 限 条 曲线 或 有 限 个 点 以 外 分 片 具有 连续 变化 的 
法 线 时 , 这 个 定理 非常 一 般 地 对 于 连续 可 微 向 量 场 也 是 完全 正确 的 。 高 
斯 定理 使 体积 分 有 可 能 转换 成 曲面 积分 ; 它 也 导致 直观 上 显然 的 结果 : 

如 果 <a 在 区 域内 无 源 , 灾 即 div x 一 0, 那天 穿 过 该 区 域 边 界 的 总 流量 
为 有 。 

旋 度 和 斯 托 克 司 定理 

旋 度 旋 度 是 一 种 微分 运算 , 它 将 向 量 场 a 一 ui 二 要 十 wk 转换 成 另 

外 一 个 向 量 场 。 
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斯 托 克 司 定理 ”假定 6 是 一 条 闭 曲 线 (不 一 定 是 平面 曲线 ), 它 是 一 
片 曲面 $ 的 边界 。 假 定 除了 有 限 条 曲线 或 有 限 
个 点 以 外 ,8 具有 连续 变化 的 单位 法 线 zo 又 除 
了 有 限 个 点 以 外 ,9 具有 连续 变化 的 切线 , 关 AZGZA1- 生 - 
于 CC 的 方向 含义 是 ,如 果 从 mn 所 指向 的 一 侧 看 ， 
角 位 于 它 的 左边 ( 见 图 ?.4-5)。 于 是 对 任 一 连 
续 可 微 的 向 量 场 成 立 斯 托 克 司 定理 。 图 7.4-5 斯 托 克 司 定理 


斯 托 克 司 定理 小 adr -小 curla)do = [fowlse dc 
Ss 


分 量 形 式 和 vari+uayt+ was) 


-J 名 印 -名 名)eost, n) +( 采 -下 eos(y, 12) 


十 ( 爱 - Er 6C08(2 站 | ac 


依照 这 个 定 再， 积分 (aowla)ao 只 取决 于 边界 曲 级 0 而 与 以 © 


为 边界 的 曲面 8 形状 无 关 。 线 积分 [a dr 叫做 a 沿 的 环流 本 (或 帮办 


重 ); 如 果 将 向 量 场 设想 为 描述 流体 流动 ， 那 来 它 量度 流体 元 素 旋转 运动 
的 强度 。 斯 托 克 司 定理 表明 , 这 个 环流 量 等 于 向 量 场 ourl 的 法 向 分 量 
通过 由 6 所 张 成 的 曲面 8 的 总 流量 。 

如 果 将 a 解释 为 一 个 力 场 , 那 末 一 adr 是 沿 @r 克服 力 a 所 作 的 功 ， 
而 car 是 党 0 一 图 所 作 的 总 功 。 只 有 当 carla=0 时 , 它 才 为 零 , 因 此 与 


路 径 0 无 关 ，curle=0 的 场 叫 做 无 旋 场 ,无 旋 场 a 总 可 表示 为 梯度 e= 
gradp。 因 此 还 可 以 直接 证 实 一 个 关系 curl(gradp) 一 0。 
nabla 算 子 , 计算 规则 
三 个 微分 算 子 grad, div, eurl 可 以 借助 于 一 个 算 子 , 即 nabla 算 子 
来 表示 。 这 个 算 子 由 了 哈密 尔 顿 (Hamilton) 引 进 , 记 为 Y。nabla 是 一 种 
项 伯 菜 弦乐器 的 名 称 , 它 的 形状 与 此 符号 相 象 。 
算 子 V 定义 为 


,Ba Ba， 
ti 


如 果 将 “和 ”部 ‘9 理解 为 .名 生 ， 那 末 可 以 记 Yp=gradp。 纯 量 积 给 出 
V'a=diva, 和 最 各 给 出 Vx Ca ola, 
男 外 一 个 微分 算 子 ， 是 由 拉 普 拉 斯 (Laplace) 引 进 的 ， 记 为 A 叫做 
“delta”。 对 于 纯 量 场 g 定义 为 
p=divgratg ~=Y.(Vg) = 
但 对 于 向 量 场 aCw, y, 2#) 定 义 为 
a=~grad diva—ceurleurla=V(V'a) -VX(Vxa) 


Og | Oa 
B+ By Bore 


V= 


Op 
O37 


Op 
Bs 


+ + 


下 面 的 恒等式 成 立 : 
gral(pi pa) =p1grad pa+ 92 grad 91, 
div(gpa) =p divat+a'grad 9, 
curl(ga) =peurla— a xgradg, eurlegrad gy =0, 
div(a1 x 42) =a3:6urlas ~ a cnrlas, divyeurlag=0, 
最 后 , 应 该 指出 , 场 的 梯度 、 散 度 和 旋 度 是 与 所 选用 的 坐标 系 无 关 的 。. 和 人 
们 称 这 样 -- 些 量 是 在 坐标 变换 下 的 不 变量 。 
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8.1 函数 级 数 .…… 0281 通道 ev303 
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震级 数 的 收 你 性 286 多 变量 的 泰勒 定理 …….309 
畦 级 数 的 重要 性 质 ……288 8.3 三 角 级 数 与 调和 分 析 …310 
泰勒 级 数 ………… 95 三 角 级 数 … 310 
特 珠 函数 的 级 数 ………302 调和 分 析 与 调和 综合 …814 


现代 数学 不 可 能 没有 函数 级 数 的 理论 及 应 用 ， 它 们 在 分 析 和 函数 论 
的 发 展 中 是 非常 重要 的 。 在 工 . 第 7 章 就 已 指出 ， 某 些 函 数 只 有 利用 它 
们 的 级 数 展开 才能 积分 。 这 样 的 展开 在 实际 应 用 中 也 常常 有 用 。 在 只 知 
道 若干 个 函数 值 的 情况 下 , 它们 可 用 来 研究 函数 的 性 质 , 可 用 来 计算 函数 
的 近似 值 , 并 用 来 对 计算 方 法 的 精确 度 给 出 快速 和 可 靠 的 估计 。 

在 II. 第 5 章 中 ， 讨 论 了 具有 常数 项 的 无 穷 级 数 的 性 质 。 现在 级 数 
的 项 是 某 个 变量 的 函数 ; 其 中 特别 重要 的 有 和 考级 数 ， 它 的 第 % 项 是 形 如 
anz" 的 项 数 , 还 有 傅 里 时 级 数 , 它 的 一 般 项 具有 形式 a C08 nz 十 bn Sinnzo 


8.1 函数 级 数 

常数 项 级 数 的 性 质 是 通过 讨论 数列 而 导出 的 。 这 些 论 证 现在 将 通过 
讨论 素 达 式 Po = 己 户 Ca) 而 加 以 拓 广 ,说 明 如 下 : 

I， 对 于 每 一 个 自然 数 ”一 0 1，2, … 序列 fo(w), (2) ,fn(2)， 
… 中 的 函数 是 给 定 的 ， 每 一 个 函数 对 于 区 间 工 上 的 > 有 定义 ， 即 对 于 这 
个 定义 域 中 的 每 一 个 7x, 它 取 其 值 域 由 的 唯一 值 。 

2. 部 分 和 序列 En (7), 五 (2Z) 一 oz) 十 六 (O) 十 … 十 户 (2)， n=0, 
1, 2,…, 是 由 对 于 在 区 间 了 中 每 一 个 % 有 定义 的 函数 组 成 的 。 

3， 对 于 了 工 由 的 每 一 个 x, 序列 F(x) 趋 于 一 个 极限 , 记 为 

FY) =lim F(x)o 
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这 个 极限 画 数 在 区 间 工 中 存在 , 这 个 区 间 称 做 收 伍 区 冯 。 极 限 函 数 F(x) 
与 逼近 (2) 之 间 的 差 《2%) = 三 (2) 一 本 (2) 称 做 余 项 , 要 是 收敛 的 话 ， 
则 当 ”-~> % 时 这 个 余 项 必须 趋 于 零 。 
一 致 收敛 “在 函数 级 数 
F(2) = +412 (1 — 79) + (1 -00)? + ln 


中 , 项 访 (z) = 好 (22)" 是 连续 的 。 部 分 和 序列 (4) 一 o2， 丙 (四 ) 一 22 
二 22(1 一 22)，…， 对 于 区 间 一 1<w<1 上 的 所 有 z 关 0 收敛 ， 因 为 级 数 
XW) = 二 (一) 十 妨 一 2)3 填 …] 是 一 个 公 比 为 1—z?~g<1 的 几 
何 级 数 并 且 它 的 和 为 PC(zZ) =z2{1/[1 一 《1-2 于 一 1。 另 一 方面 ，F(0) 
=0。 这 样 , 极限 函数 F(z) 就 与 函数 f(z) 不 同 , 它 在 2 一 0 处 不 连续 。 
这 就 提出 了 一 个 问题 , 在 怎样 的 条 件 下 , 级 数 的 项 f(z) 庄 如 连续 或 
可 微 等 性 质 可 以 传递 给 和 函数 (2)? 级 数 下 (x) = 瑟 z2(1 -x2)" 的 部 分 和 
曲线 图 形 给 出 了 一 个 提示 。 当 %>10 时 , 在 |z| >0.6 的 地 方 曲线 几乎 不 
能 彼此 分 离 , 但 警 如 在 z=0.2 处 , 它们 明显 地 不 同 ( 见 图 8.1-1)。 这 就 是 
说 : 足 标 (超出 这 个 足 标的 余 项 R(x) 其 大 小 就 在 给 定 的 正 数 s 之 下 ) 一 
般 地 依赖 于 区 间 了 中 必 的 选择 。 在 目前 这 个 例子 中 ,对 于 任意 给 定 的 。> 
0 当 z 一 0 时 , 足 标 N(e, zx) 将 无 限 地 增 大 。 如 果 能 发 现 入 不 依赖 于 x 
的 话 , 那 末 所 说 的 是 函数 级 数 F(z) 的 一 致 收复 性 。 如 果 每 当 。 固定 而 > 
在 工 上 变化 时 数 集 N(s，z) 有 上 界 的 话 , 这 就 是 一 致 收敛 的 情况 。 下 面 


一 
“1 -0,8 ~0.6 -0.4 —0.2 


图 8.1-1 了 (一 加 以 Q1 一 o)" 的 放 近 Ps(2), n=0, 1, 5, 10, 20, 100 
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.将 要 证 明 , 在 这 种 情况 下 (x) 是 连续 的 , 还 证 明 级 数 F(z) 可 “ 逐 项 " 积 
分 ， 若 函数 fn(2) 在 I 上 全 是 可 微 的 并 且 由 逐 项 微分 而 成 的 级 数 一 致 收 
化 , 则 级 数 F(z) 可 “ 逐 项 "微分 。 另 一 方面 , 前 面 讨论 的 级 数 ?C1 一 2 
在 区 间 -1<x<1 上 是 收敛 的 , 但 不 是 一 致 收敛 的 。 

如 果 对 于 每 二 个 给 定 8 之 0， 存 在 仅仅 取决 于 8 而 不 依赖 于 2 的 N 
一 NC/ 篇 当 n>N 时 ， 对 于 I 的 每 一 个 “有 | 再 (xz)| = fi) ++ 


A A 


fnt2(%) 十 …|<8, 就 称 函 数 级 数 F(%) EAC 在 区 间 工 中 一 致 收 和 全。 


二 长 收 伍 祝 念 是 由 霹 东 斯 待 拉 斯 C1815~1897 年 ) 等 人 引进 的 ; 它 可 
以 象 下 述 准则 那样 推广 到 复数 倩 况 。 


韦 尔 斯 特 拉 斯 优 钱 准则 (“MM 判别 法 ")。 如 果 级 数 F(x) = 2 fn(x) 
中 的 每 个 本 数 天 (2 了 (x) 是 有 界 的 ， 即 对 于 了 了 的 所 有 zx 有 忆 xz 有 [fw) | <M . 


NA AA AA~ 


MAA A 


收 伊 。 级 数 a 则 称 为 ee 


~ 


【 例 级 数 sin(oz)/e 对 于 所 有 的 了 一致 收敛 ， 因 为 对 于 所 有 
的 mi， |sin oz)Mza| <1/wr 并 且 优 级 数 局 1/ 收 伍 。 

[ 例 2] 几何 级 数 2+ 吕 + 十 … 在 区 间 1<z<1 中 收 化。 对 于 
国定 的 mC0<zo< 了 D 和 给 定 的 。>0， 总 可 以 找到 一 个 Y(e)， 使 当 a> 
N(e) 时 有 | Rn(zo) 1 一 189 二 0 二 和 | 一 5 / 亿 一 品 <s。 但 是 如 果 
mm 朝 着 + 工 增加 , 那 末 对 于 任意 一 个 固定 的 %> Ne)，| 了 | 无 限 地 增 大 ， 
亦 即 mxg?/ 人 一 ao) 一 =。 这 表明 , 几何 级 数 在 收 贫 区 间 一 1<z<1 的 
任何 一 个 封闭 部 分 jz| <zm< 工 一 致 收 全 ,但 在 整个 的 收敛 开 区 间 并 不 一 
致 娄 伍 。 

可 以 证 明 ， 可 考虑 用 级 数 的 任意 一 段 ww(z) 一 ,bz) 代 营 余 项 
Bu(z); 于 是 一 致 收敛 的 条 件 为 : 对 于 了 中 的 所 有 z 所 有 的 %> N(e) 以 
及 所 有 的 k>1, 有 

[Fasz(27 一 nz) |= |fnt1C%) 十 ora(27) 十 … 十 josz(O)|<eo 


函数 级 数 的 极限 假定 级 数 F(z) = 沁 f(2) 在 区 间 a<z<zm 中 一 


284 第 8 章 函数 级 数 


至 收效 。 于 是 对 给 定 的 8e>0,， 可 以 找到 一 个 足 标 m4， 使 对 于 这 个 区 间 中 
所 有 的 3% 所 有 的 %> 仙 以 及 所 有 的 % 之 1 有 
| so) + fat2 2) + "+ fntT) | <éo 
此 外 ， 假 定 当 z 一 和 一 0 时 ,每 个 函数 (2) 有 左 极限 w; 那 末 可 以 将 它 
代入 不 等 式 1an+t 十 an+3? 十 … 十 anii| <s， 而 这 意味 着 由 极限 构成 的 级 数 
了 on 收敛。 如 果 它 的 和 为 * 而 它 的 部 分 和 为 sn; 则 可 以 选 出 足 标 za， 使 
得 对 于 所 有 的 %>n2，|sm 一 s| 过 8/3， 同 时 还 有 | 有 ne)i<s/3。 这 可 以 
用 来 证 明 , 当 z 一 x0 一 0 时 ,极限 函数 玉 (z) 有 极限 s。 实 际 上 , 对 于 选 定 
的 ww 和 在 a<x<zo 中 所 有 的 2 有 | 
| 也 (om —s] = | (Fn (2) —sn) + (sm ~ 5) + Rn (7)| 
<|F, (2)— sn,| + 8/3+8/3。 

”但 这 里 的 函数 Fm(z) 是 固定 数目 函数 fn《z) 的 和 , 当 z 一 和 一 0 时 ， 它 有 
极限 sm; 这 意味 着 可 以 找到 一 个 子 区 间 me 一 6<z<2zo( 正 数 6S< (oo 一 0))， 
使 得 | 了 (2o) 一 sm| 二 8/3， 从 而 对 于 所 有 这 样 的 2, 有 |F(x) 一 s| <s。 因 
此 和 s 是 当 z 一 x 一 0 时 石 (z) 的 极限 。 这 个 结果 可 用 如 下 形式 概括 ; 


be 


它 意味 着 在 一 致 收敛 的 函数 级 数 中 家 限 可 以 逐 项 实现 。 

类 似 的 论证 对 于 右 极限 也 成 立 。 如 果 函 数 f(z) 在 m 处 连续 ， 那 末 
它们 的 左 极限 和 右 极限 等 于 它们 的 值 (zo)， 亦 即 和 函数 F(z) 在 各 处 
连续 。 

如 果 级 数 P(z) = 沁 所 (%) 是 在 区 间 I 中 一 致 收 全 并且 如 果 项 f(x) 
在 x 二 ze 处 连续 , 那 末 F(x) 在 > 一 2 处 也 连续 。 

逐 项 微分 和 逐 项 积分 “如 果 函 数 fu(z) 在 I 中 可 微 ， 如 果 用 导数 构 


成 的 级 数 f(%) = 为 fi(w) 在 工 中 一 致 收 仇 。 并 且 如 果 袜 (x) 至 少 

-在 工 中 的 一 点 一 mo 收敛， 则 这 个 级 数 对 于 工 中 所 有 的 > 一致 收 禾 。 而 
且 它 的 和 也 (2) = 总 f(z) 的 导数 是 微分 后 的 级 数 的 和 ， 亦 即 不 Co) = 
忆 144e) 。 这些 命题 的 详细 证 明 略 去 了 ; 它们 常常 被 表述 为 不 太 准确 的 
形式 : 
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函数 级 数 可 以 逐 项 微分 , 如 果 导 出 的 级 数 一 致 收 敏 的 话 。 


NA A A 


A A 
阿 贝尔 虽然 没有 一 致 收 全 的 概念 ,但 他 曾 给 出 如 下 例子 来 说 明 , 逐 项 
微分 不 一 定 导 致 正确 的 答案 : 


.级 数 名 sinnz)/n 对 于 所 有 的 2 收 化 ， 但 是 由 逐 项 微分 而 得 的 
级 数 是 本 cosnz 它 对 于 所 有 的 = 发散 -3. 级 数 忆 C2) 一 忆 sin(nz) jm 


对 于 所 有 的 » 一 玛 收 敛 ， 但 是 微分 后 的 级 数 习 六 GO = 加 cos Caw)/n 
对 于 z=0 发 散 。 

如 果 级 数 的 各 项 (2) 在 区 间 I 上 可 积 ， 并 且 如 果 这 个 级 数 在 了 中 
一 致 收敛 ， 那 末 由 逐 项 积分 而 得 的 级 数 也 在 了 中 收 化 ， 并 且 它 表 示 极 限 
函 效 柬 (z) = 罚 思 Co) 的 积分 [F(ayaz, 亦 即 | Po)az= 思 jcoar。 

二 至 收 全 的 画 孝 级 数 可 以 逐 项 积分 。 

梢 图 的 约 长 与 周 长 可 以 通过 弧 元 素 级 数 的 逐 项 积分 而 求 得 。 对 于 本 
圆 的 缴 8 ( 见 图 8.1-2)， 设 x=asing, y==bcosg, 便 有 dx=acosg dag, 
dy 一 一 bsing bp, 并 设 一 1 一 b2/a2(g 称 做 偏心 率 )。 于 是 


Ss = [Varray = fvi 一 82gSin2p dp, 
这 里 利用 了 如 下 事实 ， 


0200820 十 D25in29 
= — (a2—b’)sin?29 
~a2(l1 — 8?sin? gq) 
因为 1el < 二 所 以 平方 根 可 以 展开 成 


一 致 收敛 的 二 项 级 数 
V1i— esimg 一 工 一 三 sin?g 
84 1.3.85 
-9 
逐 项 积分 导致 图 8.1-2 椭 回 的 参数 表示 


sinsg 一 
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Ss=a(9 -本 sin2p dp 一 2 sin pop --， 小 
这 样 就 有 可 能 对 于 任何 一 个 角 @ 来 计算 弧 长 S。 为 了 求 销 长 , 令 g=%/2 


从 而 算出 周 长 的 四 分 之 一 长 度 。 利用 在 II. 第 7 章 导 出 沃 利 斯 乘积 时 的 
递 推 公式 得 到 ; 


桶 加 的 周 长 =2zol1-( ) (13) 


了 
一 (了 2 ) 村-…] 
2.4.6 5 


近似 公式 Um|3(atb)— VT] 2—=1— pb2/a? 


为 了 估计 由 于 利用 近似 公式 所 引起 的 误差 4， 首先 利用 关系 
a+b)/2=(a/2)[1+ M1—e3), Va =aV1I-e, 
将 这 些 表达 式 展开 成 二 项 级 数 ， 它 们 的 余 项 和 Bs 可 得 到 上 界 估计 
和 +”。 然后 从 这 些 级 数 可 得 到 w[3Ca+b)/2 一 Ma5] 的 一 个 级 数 , 它 与 
精确 的 级 数 只 相差 es 及 更 高 的 项 。 如果? 是 精确 级 数 准 确 度 的 上 界 估 
计 ， 那 未 得 到 误差 估计 4<y 十 3 上 nr 而 如 果 计 算出 来 ， 其 结果 是 4< 
0.4e3/(1— 82)。 


8.2， 霖 级 数 


宪 级 数 是 特殊 的 函 数 级 数 。 其 中 的 函数 是 变量 的 方 赛 乘 以 系数 ， 
jn(2) 二 anv"o 部 分 和 了 《2) 二 a0 十 QIw 十 … 十 nv? 是 多 项 式 , 它 对 于 所 有 的 


> 有 定义 。 千 级 数 (2) 一 lim Fo(a)= ao 一 ao 十 maz 十 aaz? 十 … 的 收 

敛 范围 必须 在 每 一 种 具体 情况 下 加 以 考察 。 可 能 发 生 这 样 的 情况 ， 或 者 

级 数 始终 站 效 , 即 对 所 有 的 了 收敛, 或 者 除了 xz 一 0 外 决 不 收 煞 。 
【 例 】 1， 级 数 做 (x) = Dn gt dt 2722+ 25674 + 是 决 不 


收 伊 的 。2. 级 数 FC) 一 滞 全 s+ 全 二 全 + 如 +… 是 始终 收 化 
的 。 
署 级 数 的 收敛 性 
对 于 每 一 个 回 定 值 >=zmo， 宕 级 数 的 项 可 以 视 为 常数 , 于 是 就 可 运用 


8.3 震级 数 2387 


在 II. 第 5 章 中 的 结果 。 尤其 是 绝对 收敛 概念 ， 即 绝对 值 级 数 的 收敛 性 
可 适用 于 短 级 数 。 虽 然 这 里 将 不 给 出 证 明 , 但 可 证 明 , 如 果 级 数 有 gn3 收 
敛 , 那 末 只 要 |z|< |zi], 短 级 数 王 gow* 绝对 收敛 。 

办 级 数 的 收 伍 半径 ”如 果 级 数 对 于 每 一 个 z(jz| <r) 收敛， 而 对 于 
1z| >*? 发 散 ， 则 这 个 正 数 ? 就 称 做 


午 级 数 的 收敛 半径 。 从 一 + 到 +r 收敛 
的 区 间 就 是 收敛 范围 或 收敛 区 间 发 艇 发 散 
( 见 图 8.2-1) 。 对 于 一 个 始终 收 敏 = 


的 级 数 可 以 置 + 二 w 而 对 于 决 不 收 | 
人 争 的 级 数 置 + 二 0。 图 8.2-1 和 级 数 的 收敛 区 间 

阿 贝尔 定理 。 对 于 每 一 个 既 非 始终 收 黎 , 又 非 决 不 收 伍 的 团 级 数 , 存 
在 一 个 "之 9% 使 得 对 于 |x| <r 级 数 收效 而 对 于 jz|>7 发 散 。 

柯 西 -阿达 玛 公式 。 收敛 半径 的 公式 早 在 1821 年 就 由 柯 西 表述 过 
了 ,但 并 没有 引起 注意 。70 年 之 后 才 出 阿达 玛 (Hadamard 1865 ~1963 
年 ) 重 新 发 现 。 考 虑 序列 

lozl, 以 ca， 必 jas| ， “ey Se 
.的 上 极限 4p 二 mTan], 即 数 具 有 这 样 的 性 质 ， 对 于 每 一 个 >0, 序 
列 中 有 无 限 多 项 大 于 一 8, 而 只 有 有 限 多 项 大 于 + 6。 

如 果 4 是 有 限 的 又 是 正 的 , 0<h<< 十 ， 于 是 Tu 也 是 有 限 的 并 且 
正 的 , 那 末 就 可 以 找到 这 样 的 x1 和 p: |z1|<p<=1/n, 结果 是 1/p>jpvo 这 
意味 着 ,对 于 所 有 的 n>Ny 成 立信 lo <1/p 或 anwz?| <|zi|/p<1 
因此 短 级 数 在 x1 处 绝对 收敛 。 另 一 方面 ， 如 果 |x%2| >>1/4, 那 末 对 于 无 
限 多 个 有 ias|>>1/1zs| 或 Yanz3| >1 使 得 级 数 在 za 处 发 散 。 
这 样 , 数 7?=1/p 就 是 收敛 半径 。 


不 加 证 明 地 指出 下 面 的 结果 ， 使 得 有 可 能 利用 序列 (]on+xyan|) 而 
不 是 利用 (ian|)。 

如 果 序 列 人 Qny1L 名 |} 收 八 于 一 个 板 限 , 屠 木 序列 {Yon 由 也 收效 
而 且 站 伍 于 收效 于 同一 个 要 限 。 


AA AA 


[ 例 】 窜 级 数 记 2， 记 z7/n， 习 vr/w2…， 思 zr/nr(p>0 固定 ) 
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全 都 有 相同 的 收 仑 半径 7 一 1。 只 要 对 于 每 一 个 p 一 0, 4 9-…， 计算 下 
述 极 眼 就 行 了 : lim [asa/an| =lim lw?/Cn+1)?| ~lim[1 一 /Gt D1- 
1。 : 

关于 在 收 化 区 间 端 点 2 一 ++ 和 ?一 一 + 上 短 级 数 的 性 态 ， 不 可 能 作 
出 任何 一 个 普遍 有 效 的 断言 ; 必须 在 每 一 种 其 体 情况 下 作 分 别 的 研究 。 艾 
如 , 在 上 面 例子 的 前 三 个 级 数 中 发 现 : 

1 级 数 忆 各 对 于 #5 一 -1 和 w= 十 1 发散 ; 


2. 级 数 总 2"/w 对 于 4 一 一 1 收敛 ,而 对 于 z= 十 1 发散; 


3， 级 数 忆 27/ 吕 对 于 x 二 一 1 和 x 一 +1 收敛 
如 果 一 个 署 级 数 如 anz" 有 收 全 半径 = 那 末 它 对 于 |x| <r 内 的 任 


多 
项 级 数 的 一 致 收 化 性 ”这 归于 阿 贝尔 的 一 个 定 再 
署 级 数 在 每 一 个 完全 位 于 收 笋 区 间 内 的 闲 区 间 上 一 至 收 人 。 


PN 作 Pr 人 Ar 人 信和 人 仆人 Am 人 w 八 err vv 人 


依照 这 个 定理 ， 凡 是 假定 一 致 收敛 而 得 到 的 函数 级 数 的 所 有 结果 对 
于 寡 级 数 也 有 效 。 因此 在 收敛 区 间 内 的 每 一 个 闲 区 间 上 jz)= 六 won 
是 一 个 连续 函数 , 它 的 积分 可 以 由 逐 项 积分 而 得 。 后 面 还 将 证 明 , 它 的 导 
数 可 以 通过 逐 项 微分 而 求 得 。 
带 有 复 变量 的 短 级 数 。 对 于 还 有 复数 系数 和 复 变量 的 短 级 数 来 说 ， 
收敛 区 间 代 之 为 一 个 加 前 , 它 的 半径 还 称 为 收敛 半径 ( 见 II. 第 10 章 )。 
夫 弘 数 的 重要 性 质 
震 级 数 的 恒 等 定 理 ” 罕 级 数 f(z) ~ 忆 ozr 在 它 的 收敛 区 间 |z| < 
内 , 特别 地 在 2 一 0 处 , 是 一 个 连续 函数 。 如 果 寡 级 数 9(z) = 习 2oz" 定 
义 在 同一 个 区 间 内 ， 因 而 在 其 中 连续 ， 并 且 如 果 存 在 一 个 具有 无 限 多 个 
非 零 项 的 序列 办 以 >=0 为 案 点 , 那 来 由 对 于 所 有 办， Fax) =g(zs) 以 及 
由 lim f(x) ~ 一 CQ0y lim g 《wx) 一 bo， 可 推 得 460 二 Bo。 因为 各 大 0, 所 以 现在 
可 考虑 两 个 新 函数 
f1C28) = Cf 8) ~ qo) /Tg =41+ ag + gt 


8.2 帮 级 数 289 
(Ke) 一 (Ko bo) /Ty =Db1 bars + bar? + +»., 
对 于 它们 仍 有 f1(x4) 一 91(z4), 结果 令 b> co 可 得 gd1 一 bi。 可 以 重复 这 
个 过 程 得 到 4a==Bbs, 再 由 归纳 法 可 推 得 : 对 于 所 有 的 %, ‘as 二 5,， 结 果 是 
这 两 个 窄 级 数 恒 等 。 
如 果 畴 级 数 总 anw" 和 总 bow" 对 于 |z|<r 收 伍 并 县 如 果 在 一 个 


A ee 人 err 


ET 
恒 等 定 理 对 于 形 如 总 ao(z 一 zo)* 的 震级 数 也 成 立 。 如 果 函 数 (2) 
在 wm 的 菜 个 邻 域内 可 以 表示 为 等 级 数 ， 那 末 这 个 表示 是 唯一 的 ， 如 果 丙 
种 计算 方法 导致 表示 给 定 函 数 的 两 个 均 级 数 ， 那 末 相 应 等 次 的 系数 必须 
相等 。 因 此 工 第 5 章 中 已 经 导出 的 系数 相等 法 也 可 应 用 于 宛 级 数 。 
【 例 】 对 于 任意 的 实数 4 和 5，(1+z)"(1+w)? 一 (I+)"”。 在 收 
敛 范围 |z1<1 中 ,每 个 因 式 都 可 以 表示 为 二 项 级 数 


(1+7)°= b> (。 jz (42) 一 忆 es 


QD 
]" 
但 


rss = 

如 果 现 在 运 昨 寡 级 数 的 乘法 定理 , 可 得 

Cs =a) (+0). 
比较 系数 导致 二 项 系数 加 法 定理 的 一 种 简单 证 明 。 

二 项 系数 的 加 法 定理 


(NN DE) | 
(=-( n=0, 1, 2, 


变换 到 一 个 新 的 中 心 ”如果 用 (2 一 zo) 代 皖 » 作为 变量 , 对 于 震级 数 
获得 的 所 有 结果 仍然 有 效 。 函数 fz) 一 习 w(z 一 mo)" 在 区 间 [2 一 zo 
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<r 内 是 连续 的 。 现在 如 果 zi 位 于 这 个 区 间 内 , 它 可 以 作为 同一 个 函数 
f(z) 新 的 展开 Ja) = 袜 De(z - 2? 的 中 心 。 它 的 收敛 半径 1 至 少 是 
入 一 ?一 [m4 一 to|。 对 于 区 闻 jz 一 
zt| <71 内 的 每 个 点 ， 关 系 [zi 
zo| + 人 一 中 | < 成立 ( 见 图 
8.2-2)。 因此 如 果 在 用 ~%% 的 
等 次 表示 的 级 数 中 代入 2 一 “~ 


(w1 一 20) 十 《2 一 X14)， 那 末 不 仅 这 
图 8.2-2 将 一 个 等 级 数 变换 到 新 的 中 心 个 级 数 


f= Dlr) + (em 


绝对 收敛 , 而 且 级 效 忆 1anl( 1s1 一 zol 十 12 一 m41)" 也 收敛 。 在 这 些 假定 
下 级 数 强 重 排 定理 成 立 ( 见 II. 第 5 章 ): 如 果 对 于 w=0, 1，2,… 将 每 个 
项 [wm 一 m)+(z 一 20)]" 按 二 项 定理 展开 再 将 (v 一 m1) 的 各 次 智 集 中 在 
一 起 : 
f(%) =a (mt — 20)° 

+@1(01 ~—20) 1 ol (3 )(u-sd ri(e-o 


2 2 
十 ga(oi fro)? 十 (1 ) -sri (wo) +ol 2 ) 人 -az-a094 


aso so) oo (7 ) (=a0) 1(o my) Fao -mcate-a2 


+ tn Goon) tan( ) (m0)" (eo)+ ou 人 2 -mraz-m)24 


f(2)=bo + bi (v2— wo) 十 bo (5— td1)2+… 
< 。 Jp+l 
这 里 b= (0 J ey ua- 习 ( 1 jiao 


-» /n+i+2 
om= 忆 人 2 jn 0g 


n=0 


每 一 列 包 含 一 个 绝对 收敛 级 数 ,各 列 之 和 构成 一 个 绝对 收敛 级 数 , 而 对 于 
区 间 12 一 | <+1 内 的 每 个 2 记 数 值 fCw) 由 br (2 一 20* 给 出 。 因此 
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Sib 1+ -+ anbo)w’, 这 个 级 数 绝对 收 化 。 


乘积 级 数 的 系数 可 以 作为 乘积 阵列 中 的 对 角 和 或 按 请 动 带 方法 ( 见 
芽 . 第 5 章 ) 求 出 。 
[ 例 】 几何 :级 数 1/(1 一 xz) =1+% 二 2 十 壤 十 2 十 …… 对 于 |%| 过 1 收 
化。 从 滑动 带 在 乘积 第 三 项 或 第 四 项 的 位 置 可 以 看 出 ， 级 数 自 身 相 乘 逐 
步 导出 
1/(1— z)2 一 革 二 2 十 3z2 十 472 十 ,…， 
1/(1—2)3=1+ 38+6z2+ 10%+... 


vo 十 03 十 7 十 必 十 革 十 
工 十 Z 十 22 十 02… 了 二 25 十 3c2 十 473 十 ，… 


关于 正弦 和 余弦 冠 级 数 的 进一步 例子 , 将 在 推导 这 些 级 数 之 后 给 出 。 

一 个 畦 级 数 代 入 另 一 个 品级 数 ” 如 果 在 一 个 复合 函数 ( 见 了 I. 第 6 
章 ) 中 ,例如 , 在 y=f[pCz)] 中 , 内 函数 *=9(z) = 习 anzn 表示 为 一 个 等 
级 数 ,并 且 如 果 对 收敛 范围 内 的 2 这 个 级 数 所 取 的 值 * 位 于 宕 级 数 .Ko)= 
局 2oer 的 收敛 范围 内 ， 而 这 个 级 数 表示 函数 y 一 /Cz)， 那 末 这 就 定义 了 
复合 函数 y 一 F(z) = [g(z)]。 于 是 可 以 问 这 个 函数 FP(w) 是 否 能 表示 
为 一 个 短 级 数 了 (wv) = 也 027", 而 这 些 系数 co 又 怎样 能 借助 于 系数 as 和 
加 求 出 。 现 在 

FV) 一 po 十 bikao 十 Qt 十 …) 十 bs(ado 十 0Y 十 …)2 十 …， 

而 *= 写 onx” 的 等 区 可 以 按 宕 级 数 的 乘法 写成 害 级 数 2 一 Qap0 十 qxiz 十 … 
十 aknm 十 ……o 

如 果 现 在 将 这 些 表达 式 代入 级 数 有 (2) 一 器 br* 中 再 将 包含 同 次 守 
的 项 集中 在 一 起 ， 就 得 到 一 个 每 级 数 马 couz"， 可 以 证 明 , 这 个 级 数 绝对 收 
化 并 且 表 示 函 数 FCz) =f[p(z)]。 

署 级 数 相 除 “一 个 等级 数 号 bv" 除 以 一 个 乔 级 数 2anz" 的 课题 可 
以 化 为 求 一 个 乘积 ,只 要 1/ 吕 awzr 可 以 表示 为 一 个 塞 级 数 。 如 果 假定 

Sanv"=a0+ (qmi+ Aap + es) =a0+ 8 

有 收敛 半径 *>> 0 并 且 m 不 为 零 , 则 可 以 找 出 收敛 区 域 的 一 个 部 分 ,在 这 
一 部 分 内 14| =1aw+aav? 十 …] < aol， 于 是 忆 onzr 的 倒数 能 展开 成 一 


: _1 1 1 £2 3 a 
个 几何 级 数 二 i mm 而 了 wo ao 可 + 证 -机 + 它 在 
某 个 z 区 间 内 收 伍 ， 而 在 这 个 区 间 内 # =a1w 十 qo 十 … 也 收敛 。 如 同 早 
已 做 过 的 那样 ， 将 * 的 蹇 级 数 代入 几何 级 数 再 并 项 就 得 到 一 个 医 级 数 
避 cnz"， 它 绝对 收 合并 表示 水 数 1/ 台 anz*。 一 旦 知道 了 罕 级 数 了 cnz* 的 
存在 条 件 ， 就 容易 由 恒等式 Eonr"* Senrr=1 以 及 比较 系数 求 得 系数 Cno 
这 导致 一 个 方程 组 ， 从 这 个 方程 组 可 以 逐步 计算 未 知 数 C0, 01s C9, *° 

Qoco=1, goc1t+ Qic0=0, +**, aoen t+ Gocn i++ anco=0, ，.. 


更 一 般 地 ， 如 果 Sov" 除 以 Yanzm， 恒等式 Bb" = Ban Bany” 而 比 


较 系 数 就 导出 确定 cn 的 方程 。 
[ 例 】 后 面 将 导出 的 级 数 展开 
”8in 一 % 一 和 + 十 -= 一 开 一 … 08 X 一 1- 闸 + 车- 一 


可 以 用 来 通过 除法 求 出 asnaheoss 的 窜 级 数 。 害 级 数 了 enw" 的 存 
在 条 件 葡 涵 着 只 是 在 余弦 级 数 定义 域 |z| <+ =oo 的 一 部 分 内 , 其 中 cosz 
寺 0, 亦 即 在 区 间 1%| <x/2 内 ,才能 进行 除法 。 求 系数 的 恒等式 是 sin ?二 


COB TZ Bonr"o 


“tots + + Cam + em + 十 00 | 一 一 一 人 


3 5 一 
土 十 0.2 一 本 +0: “人 + 所 +0， 多 


上 面 说 明了 求 cs 时 滑动 带 的 位 置 。 得 到 


1 C 
| 0 一 co 上 一 cp 0=c- 避 ， 一 3 了 23 py 0=a- 芝 + 全 
从 而 , 逐步 有 
1 1 1 
0，c1 一 =1, C2=0, 63= 可 可 3 
工 1 i 3 
1 
1 1 1 2 _17 
Wo Bar + B15’ 
该 即 对 于 |z|<w/2 展开 有 效 : 
3 9 
tanz—z2+ 4 二 


3 15 315 
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伯 努 利 数 。 如 果 利 用 后 面 将 导出 的 指数 函数 展开 


2 
入 
Bt 


性 
2 一 1 了 Tr 十 


那 末 函数 1 
A 
=Bo+ B17/1! + Box?/21+.…. 

满足 允许 除法 的 条 件 , 因而 有 塞 级 数 展 开 。 正 如 上 面 等 式 中 所 指出 的 , 系 
数 成 为 Ban/n! 形式 。 数 Bs 称 做 伯 努 利 数 并 可 根据 恒等式 

1=(1+47/2! +22/3! + ) [Bo+ (B11 e+ (Be/21)2+.…] 
来 计算 。 

比较 系数 ( 见 右 图 ) 导 
出 下 列 关系 
Bo=1, Bo/21+ Bi=—0 

Bo/314 Bi/C112) 1 Ba/21 0 
Bo/4!+B1/(113!1)+ Bo/(212!) + Ba/3!=0, .,,, 
或 B,=1, 2Bi+ Bo=0, 
3B2+ 3B1t+ Bo=0, 
4Bs+6Bs+ 4B1+ Bo =0, 
5Bs+10Bs+10Bs+5B1+ Bo=—0, . 
这 逐步 导出 
Bo=1, Bi1=—1/2, Bs=1/6, Bs=0, Be=—1/30, ,,» 

从 %==3 起 带 有 末 数 足 标 % 的 所 有 Bn 都 为 零 。 

吉 级 数 的 反 演 定理 ”在 适当 的 单调 性 条 件 下 ， 遂 数 y= 了 Lz) 有 反 活 
数 Z=p(y) ( 见 I. 第 5 章 )。 对 于 稼 级 数 可 以 获得 一 个 相关 似 的 定理 ， 这 
里 将 不 予以 证 明 。 

允 开 一 个 县 有 收 站 二 和 r 以 有 al 关 0 的 要 级 数 y 2 一 Ciw gow! 


~ A 


+ 本 + 人 2 全 


1 “+Bo 一 


bE OR CE We CR RO A 


入 要 二 谎 不 上 直 训 访 岂 以 江 玫 民 和 TPAY) J o、 


一 旦 证 明 二 级 六 z=b1y+ 2 “有 一 个 正 的 收 化 半径 +1， 那 末 
它 的 系数 可 以 通过 将 此 级 数 代 入 给 定 寡 级 数 %g=az+asz 十 … 的 各 项 再 
与 9 的 各 次 等 系数 相等 而 求 得 。 这 就 唯一 地 确定 系数 , 使 得 对 于 z=9(9) 
只 存在 一 个 项 级 数 展开 。 
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【 例 】 根据 备 级 数 y 一 ins 一 » 一 各 -十 -各 -一 … 在 
2=arcsin y=—=b1y+ b+ b+ 
中 的 系数 b, 可 以 通过 如 下 的 代入 而 得 : 
y=by + by? + bey + bay + bop — (1/6) [biys + 3b1bays 
+3b.b2y5 + 303ba + + (1/120) [oys+…), 
因此 有 1=01, 0=bs, 0—bs—03/6, 0 一 2 一 D2D3/2， 
0=0s— b103/2+- bb5s/24+ 57/120, … 
这 就 逐步 导出 
01=1, bs=0, b3=1/6, ba=0, bs =3/40,. 
或 w=arcsiny =~y+y/6+ 3y /40+.….o 
泰勒 级 数 
具有 正 的 收敛 半径 * 的 寡 级 数 了 anz" 定义 一 个 函数 了 (2) 一 也 arzn， 
它 对 于 jz| <*+ 是 z 的 连续 函数 。 这 个 级 数 反复 的 逐 项 微分 给 出 此 函数 
7F(o) 的 任意 阶 导 数 。 另 一 方面 ， 如 果 给 定 一 个 函数 je)， 诸 如 上 多 
Vl+w? 或 arctanz 等 等 , 那 末 仍 有 待 证 明 , 这 个 函数 能 展开 成 一 个 收敛 
的 塞 级 数 以 及 怎样 能 确定 这 一 展开 中 的 系数 。 这 个 问题 是 由 泰勒 (Brook 
Taylor, 1685~1731 年 ) 和 考 克 劳 林 (Colin Maclaurin, 1698~1741 年 》 
解决 的 。 
如 果 给 定 的 浮 数 完全 能 展开 为 一 个 蜂 级 数 ， 
f(2) 一 ao 十 QZ 十 202 十 二 020 十 … 
那 末 jz) 必须 任意 阶 可 微 。 逐 项 微分 并 使 "=0 相继 地 导致 


Ff (2) 一 01 十 302D 十 十 Con IT 十 - f(0 =a1 
fF" (2) 一 320 十 3.200s 十 … 十 0 一 芒 anzn ?+ "(0) = 942, 
MA 310s 十 … 十 90 一 四 nm—2) a ?+ 0) =!a, 


fF"(0) =nta,, 


宕 级 数 倘若 收敛 , 则 它 采 取 所 谓 麦 克 劳 林 级 数 的 形式 
f(z) =f(0) + CF 0) /1 ) z+ CF 0) /31) 2+ .eo 
类 似 的 考虑 也 成 立 对 于 以 m 为 中 心 的 竺 级 数 马 cn(z 一 zo)" 并 导致 所 谓 
泰勒 级 数 


fons) nla 人 十 …20ns0 十 
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flr) =f m0) + CF 0) /11) Cz— wo) + (Ff" v0)/2!) (一 2o)2? 十 …o 
如 果 用 zo 代 蔡 xz 则 得 到 
fzoth)=f v0) 4+ CF m0) /1 Rh+ CF 0) /2 B+ .eo 

泰勒 定理 ”为 了 研究 这 些 级 数 的 收敛 性 ， 引 进 部 分 和 以 及 余 项 B。 
( 见 II. 第 5 章 的 泰 勤 形式 ): 

froth) = 0) + CF H/F FV KR) fn) hr Ro 

余 项 BB 表示 在 给 定 函 数 与 近似 函数 之 闻 的 差 ， 它 可 借助 于 了 (%) 的 
《十 1) 阶 导数 来 估计 。 这 种 余 项 形式 通常 立即 表明 , 当 %-> % 时 它 有 极 
限 零 , 因而 级 数 收 剑 于 (2)。 


A 


A A 
TOTEI oe Eo 
UMD Ee Roe a 


A 


Ra 一 mtD(woBh)， 或 


DI 
b》 柯 两 形式 ;存在 一 个 数 以 为 0<& < 六 使 得 
Rs A Btwot Oh), 


为 了 确定 这 些 余 项 形式 , 利用 微分 中 入 定 至 的 拓 广 , 即 对 于 两 个 在 闭 
区 闻 [zo，zm 十 区 内 部 的 连续 可 微 函 数 (z) 和 9(z) 及 91'(z) 大 0, 存在 一 
个 数 8 为 0<9< 了 使 得 
F(xot+h) —F (v0) F'(wot+ Bh) 

pxot+h)—pro) gvot Bh) 


选择 函数 w(z) 为 

9p(z) 一 (2 十 六 一 Zrtl， 有 2(zo) 一 pntl p(xot+h) 一 0 
及 9 2) =— n+1) woth ov). 
阔 数 了 (x) 是 从 余 项 


Raf (goth) flr0) —hf' (m0) /1 —e prf zo) fa! 
中 将 sz0+h 写 为 m4， 将 (zi 一 za) 写 为 h 然后 使 m 成 为 变量 z 而 得 的 。 
这 个 函数 
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F(T) =f(TD —F(7) — WP) fF SD/ (一 ?jzD)V3i 
一 (Zal 
在 区 间 [xo, xzo 十 向 上 连续 , 在 它 的 内 部 可 微 , 并 取 值 
Fv0) =Rn, F(xoth) =0, F(T)=— (m1—2)"f Nr) /nlo 
因而 广义 中 值 定理 产生 
—R, _ —[p"(1— n/n Fmt (yo t+ Oh) 


pti 一 (2 十 区 jp 人 1 一 如 )= 
或 AC DI 
即 余 项 的 拉 格 朗 日 形式 。 


辅助 函数 的 不 同 选择 导致 不 同 的 余 项 形式 。 柯 西 形式 是 通过 选择 
9(z) 一 woh 一 而 得 的 。 
豆 克 劳 林 级 数 中 的 余 项 。 泰 勒 定理 对 于 这 个 级 数 也 适用 。 余 项 取 形 
式 B=[z" 划 (wn 十 了 1+DC8z)( 拉 格 朗 日 》， 
R=[z" rn1]( 一 各)*Yr+D (gD)( 柯 西 )。 
三 角 函 数 “” 函 数 sinz 和 cosz 在 z=0 处 有 下 列 导数 


| Sin | f(0)=f 2000) 一 8in0 一 0 Cos | ro 一 六 4o0(0) 一 co80 =1 


Jr(0)= jaztD(0)=oos0=1 F'(0) 一 FerD(0)= —sin0 =0 
f°(0) 一 ezr2(0) 一 一 sin0 加 (0) 一 Pett2(0) 一 一 oos0 
~0 一 一 
(0) 一 Petera(0) = 一 oos0 (0) 一 Fera(0) 一 sin0 
——1 =0。 
令 n 二 2m, 对 于 任意 x 以 及 0<3<1 或 0<#<1 得 到 


Xm 1 


3 有 ， mC 
sinv—r- rt ar 7 + + coy 


+ (—D” Ber cos(Hz), 
2 一 2 


02 2 m~1 
Tr 亩 + ‘+(-D" rm- 


cos(BT) 。 


二 1 
对 于 任意 一 个 2 当 % e 时 ,这 两 个 余 项 都 网 于 零 ,从 而 这 两 个 级 
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数 始 终 收 敛 。 
这 些 级 数 的 自 乘 导 致 正弦 和 余弦 函数 方 塞 的 级 数 。 为 此 也 可 运用 加 


法 定理 , 例如 ， 
sin?w= 二 (1 cos 27) 一 132- + 


前 面 通过 除法 由 sin z/eosz 已 经 求 得 tanz 的 级 数 。 对 于 Jo zjsiny 
和 zcotz 的 级 数 可 类 似 地 由 除法 而 求 得 。 


xn"+1 


gin w= -也 -+ 二 (了 Dr 


证 TDT 


2 本 wan 
COS t= 1- 备 + 多 一 十 (一 人 Br ?= 


np v1/3+2r/45—.., 
Cos wz—1— r+w/3— 2%/45 + 
Sin3%=% — /2+137 /120—.…: 
cosaz =1— 372/2+77x4/8 — 6125/240+... 
tany 一 2-Hza/3 -二 225115 十 17x77[/315 十 …，Y 一 /2 
reotr=1— £2/3 ~ 2/45— 225/945— rs/4725 一 …-，? =m 
zooseo z=7/sin z=1+%/6+724/360+312/15120+..., r+ = 
sec 一 1/eosz 一 1 十 xz2/23 十 5z4/24 十 61z6/7320 十 …，9 一 /3 


指数 函数 和 双 曲 函数 ”因为 函数 e? 的 所 有 导数 都 等 于 s 因而 在 
2 一 0 处 都 为 了 所 以 得 到 ee=1+ 辣 二 上 于 区 十 Te 其 中 0< 
8<1。 对 于 一 般 的 指数 芳 数 -ens 可 以 得 出 一 个 相似 的 对 于 所 有 2 
收敛 的 级 数 。 

泰勒 级 数 也 可 用 来 获得 指数 函数 的 加 法 定理 , 因为 

Oroth pr eroh /1! + eh?/2! + 

给 出 Coth or] 4th/l! +h2/21+..) =eren, 

定义 、sinhz 二 (er 一 e-?)/2 和 coshz 一 (e++e*)/2, 连同 指数 函数 的 
塞 级 数 ， 导 致 这 些 双 曲 函数 的 塞 级 数 。 于 是 tanhz 一 sinhz/eoshz 以 及 
cothz 二 ?oshz/sinhz 的 级 数 可 以 通过 分 子 和 分 母 中 出 现 的 者 级 数 的 除法 
而 求 得 。 
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22 3 


2“ 一 1 本 十 -一 tt + 二 二 
qr ome 十 se ,hoy + Y 一 co 4>0 


Sin hw =z+ 23/31+ of51+ 2 (n+ 1) 1 + 7 一 co 
co8 hz 一 1 十 3/21 十 v4/ 和 十 … 十 29/(2H) 1 十 …， ?一 00 

tan hz =7x~— x/3+ 2 /15—177x /315+ —*, + =/2 
zoothz=1+2/3— x/45+205/945 — x3/4725+4 一 7 


对 数 ”对 于 对 数 函 数 nCl+z), f(D =0 并且 


一 (了 Dr 一 了 Ma 
从 而 FCD/n! (一 1)"/rn。 因 此 由 泰勒 定理 产生 : 
In(1+7x) =z2—72/2+723/3— + + (~ DD" iy"fn 
+(—Drw"tl/[(nt+ D+ dr" 
这 里 0<8<1。 在 0<w<1 的 情况 下 , 当 w-> % 时 余 项 趋 于 等 。 对 于 区 
间 ]z| < 可 以 通过 几何 级 数 1/(1+4+z) 一 1 一 7 十 到 一 如 上 + 的 逐 项 积分 
获得 同一 个 级 数 。 


In (LEw) -x 


i 
2 3 4 


这 个 级 数 通常 不 适宜 于 计算 , 因为 除非 2 是 十 分 小 ,不然 它 收敛 得 太 
慢 了 。 

由 (1l~z)=~2-22/2~ 23/3— … 和 In[(1+2)/(4—2)]=In(i+ 
2) 一 (1 一 2), 得 到 一 个 当 |z| <1 时 收敛 的 级 数 ; 对 于 5>>1, 1/é =x<1 
就 得 到 第 二 个 公式 。 
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为 了 利用 级 数 来 计算 对 数 , 希望 把 一 些 快速 收敛 的 级 数组 合 起 来 , 因 
3。 2 7 
为 号 让 3 了 六 一 2 于 是 卫 3=7lna(10/9) 一 3In(25/24) 十 3ln(81/80)。 
这 里 所 包含 的 收敛 得 最 慢 的 级 数 是 


10 1Y 1 1 1 
hn( 李 )= -hb (i- 亩 )= 调 + F100 + 31000 te 


类 似 地 ”In3=11ln(10/9) -3In(25/24) +5 In(81/80), 
In5=16 In(10/9) ~—41n(25/24) +7ln(81/30)。 
可 以 采用 的 数学 方法 的 多 样 性 , 以 致 高 斯 觉得 “计算 对 数 表 时 有 点 诗 
意 ”。 
| 二 项 级 数 ” 对 正 整数 m， 


f(x)=(1+2)" -1 (t(D)e+ +( je。 
. 1 2 m 


”如果 加 不 是 正 整 数 , 则 函数 (2) =(1+z)" 可 以 展开 成 一 个 对 于 |z| <1 
收敛 的 麦克 劳 宁 级 数 。 这 里 了 (0) = 卫 了 70) 一 m, 六 C0) = mn 一 1 


WL 
1*0-(™ )n!, 


这 个 级 数 是 牛顿 在 1676 年 发 现 的 , 但 大 约 100 年 之 后 才 由 欧 拉 正 确 
地 获得 。 对 于 计算 带 有 任意 指数 的 根 和 和 署 的 近似 值 来 说 , 它 是 有 用 的 。 对 
于 m=1/2, 1/3， 一 1/2 和 一 1/3, 并 且 |z| <1 得 到 


1 2 1.3 3 
Ad 十 Y 一 1+ 可 2 一 可 本 + 


_ 13.5. (2n 一 3) ， 
n—1 
+ 2.4.6...2% 


1 1.2.5.8.. (4_ 4) 


my Dn 
二 3.6.9.123…372 


2 十 


TR 


几何 级 数 的 害 , 即 1/(1~z) 的 整数 署 , 当 |z| < 工时 可 以 十 分 简单 地 


JTJ (1 一 2z) = 十 2 十 更 十 妇 十 旭 十 二 22 十 


1/(1—s)?=1+2%+ 327+ 43 (f+ Dr"+ 
1/(1—z)3=14+3%+6%2+1073+...+ (1/2) (+1) 42)2n + 


反 三 角 函 数 和 反 双 曲 函 数 ”因为 这 些 函 数 的 一 阶 导数 是 简单 的 代数 
函数 ,它们 可 以 展开 为 二 项 级 数 , 于 是 这 些 函 数 本 身 的 展开 可 以 通过 逐 项 
积分 而 得 。 例 如 ， 

Mere fen) CL+o) =1— ot a [ol| < 


导致 | aa/GL+o 一 z 一 22/3+az/5 一 oz/7+，… 二 o 而 积分 常数 为 6 一 
arctan 0 一 0, 因为 arccotz = 二 w/2 一 arctanx, 所 以 这 也 导出 对 于 arecotz 
的 一 个 展开 。J1VwVi- 到 二 项 展开 的 积分 导致 对 于 arcsin z 的 宪 级 数 , 从 
而 也 导致 对 于 arecosz=m/3 一 aresiny 的 震级 数 。 对 于 反 双 曲 函 数 成 立 
类 似 的 结果 , 但 所 造成 的 级 数 并 非 都 是 震级 数 。 


1 0 13 .1.3...(2n- Ht 
rosinv ot yt a5 tt a mt" 
r=1 
1 19 


arccosT ==0r/2 一 2 一 二 rl 


3 了 B45 
arctanv=2— /3+0/5— T/T+ ~ 二 1) n+ 1) + 
. 7 二 1 z= 二 十 4 


302 第 3 章 画 数 级 数 


arccot z==%/2— z+r /3— /5+ H/T — +, ?=—1, 2=1 


sinh -1x=% 一 一 十 
了 


二 322 一 3)z2 1 
2.4...(2n—2)(2n— -1)? 


-17 一 2 一 ” .| 
oosh oz +|In (ao To Daa ?>1 


tanh “iw =%+ 2/3+ ri/5+ /7+ + r/ot1) + +=1 
oobh -tz =1/z+1/ (C32) +1/(505) 41/(72) 4..., [zl>1 


+C—1)" 


特殊 函数 的 级 数 
只 有 通过 级 数 展开 才能 显 式 赋值 的 积分 例子 有 高 斯 误差 积分 、 余 蓄 
和 正弦 积分 , 以 及 对 数 积分 。 
【 例 】 对 于 正 张 积分 ， 通 过 被 积 函 数 的 一 致 收 伊 级 数 的 这 项 积分 而 
得 到 一 个 收敛 级 数 : 


gint fei Ny 25 27 
te 可 + 页 -an EU 


高 斯 误差 积分 7 一 ce， imep(z) 一 二 


正弦 积分 7 一 
Si(z) -人 nt di 
余弦 积分 ?= 
cost 3 
Ci = 全 4=y+nz- + - 
欧 拉 (或 马 雪 罗 尼 ) 常 数 


lny =lim (+ 到 1 十 214... -十 元 ~- 卫 台 


3 
Iny=0.57722... 


3% 


对 数 积分 7 一 co 


8.2 穴 级 数 303 
逼近 
泰勒 定理 应 用 举例 ”泰勒 定理 常常 用 来 计算 一 个 函数 f(z) 的 近似 
值 。 余 项 可 用 来 确定 级 数 需要 多 少 项 以 达到 指定 的 准确 度 , 而 当 用 固定 
的 项 数 以 及 当 变 量 限于 某 个 特殊 范围 内 时 ， 余 项 可 用 来 给 出 误差 的 一 个 
界限 。 - 
数 e 的 计 工 。 素 坦 定 理应 用 于 e*, 在 %=1 处 给 出 
e=1+1+1/2! 4+.…+1/n! te /mt+D!, 0<8<1, 
如 果 要 正确 地 计算 e 到 7 位 小 数 , 则 可 迅速 确定 应 选择 多 大 的 %, 以 达到 
所 要 求 的 准确 度 。 因为 = 工 <e<ef<3， 所 以 余 项 满足 不 等 式 世 (ne 十 
1)!1<Rn<3/(1 寺 mn)!1。 为 了 避免 全 入 误差 ,最 好 要 求 玉 <103。 于 是 % 
必须 满足 3/(2 十 了 1<10 人 2 或 (TI>3.108。 因 为 121s4.8.108， 所 
以 取 %== 坟 就 足够 了 。 于 是 1+1+1/2!+.… 寺 1/111 一 2.718281826.… 
余 项 可 以 由 1/12! 2.10-9 与 3/12! 


心 6,10™ 来 估计 。 于 是 , 得 到 不 等 式 
< 三 2 :7/8 ……- 2.718281828... 一 e < 2.718281832 
从 而 给 出 准确 到 7 位 小 数 的 e 为 
图 8.2-3 数 e, 自然 对 数 的 底 ” 。==2.7182818.……。 如 果 进 行 这 个 计 
算 , 会 觉得 增加 准确 度 不 太 费 力 。 然 而 面临 一 个 在 实际 计算 中 常常 出 现 的 
问题 , 即 舍 入 误差 的 问题 。 用 于 数值 计算 的 级 数 各 项 几乎 总 是 循环 小 数 ， 
它 必 须 截 尾 和 含 人 。 这 个 伟人 过 程 也 许 会 使 得 不 可 能 以 绝对 肯定 的 方式 
预测 所 达到 的 准确 度 。 实 际 上 发 现 可 靠 的 是 取 比 最 终结 果 所 要 求 的 多 一 
到 二 位 小 数 进行 计算 , 并 且 还 记 下 每 一 项 是 向 下 舍 入 还 是 向 上 侈 入 , 使 得 
在 最 终结 果 舍 入 之 前 可 说 出 会 入 误差 的 可 能 最 大 信 。 为 了 说 明 这 一 点 ， 
这 里 利用 泰勒 定理 来 计算 e-0d;e-td 开 -0.1 十 0.005 一 … 十 瑟 。。 其 中 
ER,=(0.1)"tie 01 (n+1)!, 这 里 0<9<i。 注 意 0.905 <e-901<1 
这 个 级 数 的 前 四 项 导致 旁边 的 计算 。 对 于 Rs, 成 立 不 1.000000000 
等 式 0.000004167>> >>0.000003770, 结果 是 eof 满 了 0.100000000 
足 0.904837103 < ed < 0.904837500。 因 而 e-"d= 0.005000000 
0.904837.… 准确 到 6 位 小 数 。 仅 仅 用 四 项 连同 余 项 大 一 0.000366667 
多 只 能 期 望 准确 到 4 位 或 5 位 ; 在 第 7 位 中 至 多 不 过 4 
个 单位 的 误差 , 其 计算 的 准确 度 是 惊人 的 。 当 "+?(wo) 
与 fm"*H(wo+h) 租 差 不 多 并 和 且 在 从 加 到 各 + 的 区 间 中 产 **D(z) 单调 


0.904833333 
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时 , 运用 泰勒 定理 总 是 能 导致 满意 的 结果 。 

数 灵 的 计算 。 反 正切 级 数 可 以 用 来 计算 wm。 这 个 级 数 为 

arc tanYy 一 2 一 2213 十 5/5 一 IJ7 十 ob 
在 这 个 级 数 中 , 余 项 RB, 不 能 直接 采用 在 秦 勤 定理 中 所 给 出 的 形式 。 虽 然 
函数 fa) =aretanz 具有 任何 阶 导数 ， 但 逐 阶 求 导 方 式 较为 复杂 难以 用 
来 给 出 一 个 显 式 公式 然而 ,直接 运用 中 值 定 理 可 以 得 到 如 下 的 余 项 公式 : 
aretanz=x— /3+0/5— + + (1 ir (2 一 1 
+ (—1)twwrif[(2k+1) (1+02)], 0<8<1, 
对 于 x 二 1, 这 产生 
m/4=1—1/3+1/5~ + +(—1)%i/C2x-1) 
+ (~1)*/[CC2x+1) +0)], 0 一 如 一 1。 

这 个 等 式 是 由 格 需 马里 (James Gregory, 1638~1675 年 ) 和 菜 布 尼 
薄 发 现 的 ， 因 而 称 做 格雷 苞 里 - 菜 布 尼 英 等 式 。 余 项 在 1/[2C2% 十 1)] 和 
1/(2k 十 1) 之 闻 ， 结 果 可 以 看 出 , 这 个 公式 对 于 ww 的 实际 计算 不 很 适宜 。 
为 了 将 w 计 算 到 5 位 小 数 , 将 需要 100000 项 。 因 而 试图 寻找 更 适宜 的 自 
变量 值 代入 反正 切 级 数 中 去 。 警 如 , arc tan(1/V3) 一 w/6, 导致 

答 -- 广 上- 本 + 二 i “It 0<0<1, 

将 几 个 不 同 角 度 的 反正 切 级 数组 合 起 来 最 终 导致 特别 方便 的 公式 。 

这 里 引用 其 中 的 两 个 公式 , 它们 已 用 在 电子 计算 机 上 计算 xz: 
高 斯 
w=~48arctan(l/18) + 32arctan(1/87) ~ 20arc tan(1/239); 
斯 托 梅 尔 (St6rmer,，1896) 
w=—24arctan(1/8) +8arctan(1/57) + 4arc tan(1/239), 

上 面 两 个 公式 在 1961 年 曾 用 来 将 w 计算 到 1002365 位 小 数 。 两 部 机 
器 按 二 进 制 计算 , 每 部 机 器 采用 一 个 不 同 的 公式 互相 校 验 。 高 斯 公式 需要 
4 小 时 22 分 ， 斯 托 梅 尔 公式 要 8 小 时 得分。 转换 成 二 进 制 花 费 42 分 
. 钟 3 打 印 结果 占 了 20 页 。 

实际 上 这 样 的 “准确 度 ” 是 没有 意义 的 。 知 道 严 的 考 位 小 数 ,就 足以 
计算 一 个 半径 为 6400 公里 (地 球 的 半径 ! ) 的 圆周 长 ,而 误差 小 于 0.001 毫 
米 。 为 了 使 这 样 的 误差 界限 有 意义 ,半径 也 必须 按 类 似 的 准确 度 确 定 ; 然 
而 以 测量 技术 的 用 前 水 平 无 论 怎样 都 不 可 能 达到 这 个 准确 度 。 
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二 项 级 数 的 用 途 ”二 项 级 数 常用 于 根 的 近似 计算 。 由 泰坦 定理 ， 


他 [6 a Lr 
2 一] 2 nt a—n~1 
(十 2? 二 1+4 (5) (2)s 十 人 ()es( i (1+8%) ， 


其 中 0<98<i 晶 jz| <1。 

例如 , 为 了 将 999 算 到 12 位 小 数 , 就 要 在 上 述 公式 中 令 z= -11/ 
1000 及 4=1/3, 因为 w 999 =10(1~1/1000)W3。 为 了 达到 所 要 求 的 准 
确 度 , 取 n=2 就 是 够 了 , 因为 在 =0 和 zo+ 一 一 0.001 处 (n-+1) 阶 导 
数值 相差 非常 小 。 这 里 有 1/(1.62 x1i01) < Rs < 1.003/(1.62x 1010)， 
从 而 

9.996665556173<3 955 一 9. 996665556175, 
或 ~ 999 =9.99666555617.., 
这 种 准确 程度 用 多 位 数 表 难 以 达到 。 它 显示 了 这 个 方法 的 功效 ; 较 高 的 
准确 度 花 费 比 较 少 的 额外 努力 。 

如 果 二 项 级 数 用 于 根 的 近似 计算 ， 就 必须 将 自 变量 取 为 1 土 6 形式 ， 
这 里 8 一 般 将 不 超过 0.1。 为 了 做 到 这 一 点 , 常常 需要 运用 一 些 手段 ， 这 
最 好 用 例子 来 说 明 。 如 果 和 要 求 %W ae 并 且 如 果 存 在 一 个 整数 六 使 如 之 q 
那 就 只 需 写 成 V 4 = 以 大 (own) =bYi+(G 一 PP)J0"; 例如 ，Y 红 = 
25/1 寺 了 7 强 。 如 果 这 个 方法 不 合适 , 则 可 以 找 一 个 有 理 数 , 使 它 的 站 次 宪 
接近 w。 经 典 的 例子 是 V 了 。 这 里 V3 =1.4=?/5, 所 以 可 写作 

/元 8 37 /DH_7 fi 


VY2-Y- 豆 机 5V 而 “5V1T 仙 。 


类 似 地 以 现 汪 4.5 一 号 ,这 就 可 以 写作 


~ 3105.55.92 31736 3 

这 些 例子 指出 如 何 能 用 二 项 级 数 十 分 准确 地 计算 根 。 这 个 级 数 也 可 
用 于 任意 分 数 指数 , 当 4 位 ,5 位 甚至 7 位 数 表 未 能 给 出 足够 的 准确 度 时 
它 特别 有 用 。 

各 近 。 业 已 证 明 ， 在 粗略 的 计算 中 使 用 赛 级 数 展开 的 开头 几 项 颜 为 
有 利 。 这 在 科学 和 技术 中 有 众所周知 的 应 用 。 例如 在 热力 学 中 , 当 展 开 
的 三 次 系数 成 为 线性 系数 的 三 倍 时 , 往往 略 去 小 景 的 平方 和 更 高 次 短 。 对 
于 小 的 角度 2，sinz 常常 用 Zz 来 代替 。， 下 面 的 表 给 出 一 些 常 用 公式 及 其 
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有 效 范 围 的 概述 。 如 果 采 用 逼近 时 的 误差 不 希望 超出 0.001 或 0.01 那 
末 引 用 的 jx| 值 就 不 得 超出 表 中 指出 的 界限 。 对 于 实用 目的 ， 常 常 不 必 
用 函数 值 表 , 因为 将 误差 保持 在 0.1% 或 1% 的 以 下 就 够 了 。 例 如 , 在 那 
种 情况 下 ， 就 允许 在 大 到 10° 的 范围 内 用 Y 来 代替 arcsin%; 这 样 省 力 
得 多 了 。 要 是 从 级 数 展开 中 能 导出 适当 的 逼近 公式 ， 就 可 以 无 需 去 找 军 
有 的 特殊 函数 表 ; 积分 的 近似 计算 也 常 可 由 适当 的 通 近 公式 来 做 , 它 很 快 
并 且 具 有 很 好 的 准确 度 。 

【 例 】 

1. NET NEE ~4(1+ 3)=4.009。 精确 到 五 位 的 

村 为 4.00895。 
2. oy-0.14 人 0 3 C0.D- _0.g05( 精 确信 0.90484.…)。 


3. 06-02821 0.023= 0. 977( 精 确 值 0.977226.…)。 
常用 通 近 ” 表 下 的 图 给 出 角度 % 和 弧度 % 之 间 的 关系 。 


误差 和 < 误 差 过 
” 范 工 次 还 近 | 10-3 10-? 2 次 多 近 10-3 10- 
其 中 [wl<< 其 中 |z|<< 


1/( +%) TI- 和 10.081|0.099| 工 一 2 十 22 
1/(1+%)? 1—24 |0.018|0.055| 工 -2x 十 3x8 
/43 1—8g |0.01210.039| 了 工 -3z 十 6z2 
Vite 1+%/2 |0.08710.25 | 1+%/2—22/8 
Is 1+w/3 |10.09510.37 | 1+2/8—w2/9 
Vits . 1+w/4 |0.10 |0.89 [1+%/4— 3%2/32 
1/MIiTs 1 一 2/3 |0.05010.15 | 1— /2 322/8 
/VIFZ 1—w/3 10.06510.19 | 1—%/3+2%2/9 
(1+2)/(1—x) [1+2% |10.022|0.068| 1+2%+2%? 
[+o)/1—o) | 1+42 10.011|0.034| 1+4%+80? 
Vi 人 7G- 分 | 1+Tw 10.04810.13 | 1+¢+o2/2 
Sin% % 0.18 |0.39 | 2 一 026 
Sin2% 0 0.03110.10 | w? 
CO08 也 工 0.04410.14 | 1~—w?/2 

1 


CO82 人 0.08110.10 1 1 一 邮 


误差 所 
1 次 逼近 | 10-3 1072 2 次 过 近 
其 中 |z|<< 
必 0.14 | 0.30 | +3/3 
arcsin% rt 0.18 | 0.38 | z+w3/6 
arC 008 乡 /2 一 和 10.18 | 0.38 | /2 一 0 一 021[6 
arcitian% 0.14 | 0.831 | x—23/3 
arccot2 mw/2 一 和 10.14 | 0.81 | mA/2 一 5 十 08A[S 
6 1+xw 0.044| 0.13 | 1 十 2Z 十 2219 
In(1+s) 0 |0.044| 0,14 | wz 一 o2/3 
lg(1+2) 0.4343¢| 0.069 | 0.23 0.43432 十 0.317194 0,20 |0.45 
SinhZ 修 0.18 | 0.39 | +m/6 0.65 |1.03 
Cosh % 1 0.044| 0.14 | 1 十 Z27/3 0.39 |0.70 
{tanhz 人 0.14 | 0.31 | w 一 037/3 0.38 |0.61 
sinh-i% Ea 0.18 | 0.40 | gs—23/6 0.43 10.70 
tanh-ig 化 0.14 | 0.30 | z 十 Ca/3 0,37 |0.52 


0 1 2 3 人 5 6 7 8 “9 10 角度 
Zz 
0 0,01 0.03 0.030,040.050,060.070.080.090,100.110.130.130.140. 此 0.160.170,18 弧度 


泰勒 定理 的 几何 应 用 
密切 抛物 线 ”假定 在 给 定 的 坐标 系 中 曲线 具有 方程 
9 一 ao 十 o4X 十 0a22 十 …o 

如 果 引 进 一 个 新 的 坐标 系 , 其 中 的 x 轴 是 在 也 点 与 曲线 相 切 而 y 轴 沿 同 
一 点 的 法 线 方 向 , 那 末 参考 新 坐标 系 ,曲线 在 已 点 有 下 述 的 值 :z= 0, f(z) 
=0, 户 (o) 一 0。 曲 率 2# 一 般 给 出 为 = 户 /GL7D)22 因而 疡 (0) 一 x。 
由 此 得 出 (0) 二 46==0, 户 (0) = 一 ai 一 0 (0) =26s 一 x， 从 而 在 这 个 新 坐 
标 系 中 曲线 方程 为 ,FAz) 一 (TV3)xz2? 十 …。 因此 人 靠近 忆 的 曲线 段 可 以 由 
抛物 线 gCz) = (1/3)xa2 即 密切 抛物 线 很 好 地 融 近 。 这 是 一 个 二 次 逼近 
〈 见 图 8.2-4)。 

确定 贺 约 长 ”具有 圆心 角 “ 的 圆 弧 长 * 可 :以 从 逼近 一 (38 一“)/3 
中 求 得 ,这 里 4 是 这 段 弧 的 孩 而 ?是 它 的 半 段 弧 的 弦 ( 见 图 8,2-5), 精确 
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一 二 一 一 一 一 地 一 卢 


下 
2 


图 8.2-4 函数 Y=1 一 e084 的 密切 抛物 线 图 8.2-5 确定 贺 弧 长 


值 为 5 二 ra。 因 为 a=27rsin(a/2), b=278in(a/ 和 ,所 以 sinz 的 级 数 展开 
导致 


8b—a 27 + (a/4)s _ (a/4)" a 

B -号 世人 - 5 om 全 | 
ea pa (a/2)5 (a/2)7 ad’ 

[$+ 


27「3c 3a ao? od _ a] 
| 滞 Tr + 1 (ee 呆 0C08 一 -一 人 一 一 


8b—a __ ras fi ad’ 1 Ee 
或 了 5 sl 侣 (号 3 16 他 )]。 


如 果 在 上 面 表达 式 方 括 弧 中 的 项 用 1 来 代 痊 , 则 误差 增 大 , 使 得 逼近 
的 误差 至 多 是 ra5/7680。 当 | 7 二 1 单位 而 a 二 30° 时 , 误 益 小 于 5.10-6 单 
位 。 

。 梁 的 膏 曲 ” 梁 的 弯 矩 Mr(o) 
二 Jx, 其 中 如 是 弹性 模 数 ,J 为 
横断 面 的 转动 惯 是， 而 * 是 梁 中 
心 线 在 z 的 曲率 ( 见 图 8.2-6)。 
实际 上 和 角 & 是 非常 小 的 ， 从 而 等 

式 “一 儿 /GL+%W2)303 中 的 分 母 可 
以 按 y?=tan?a 的 蹇 次 展开 。 这 
给 出 * 一 y”(z)[1 一 (8/2)y'(2)3 
二 (15/8)y'(z)! 十 …]。 对 于 一 根 

,稍稍 弯曲 的 梁 而 言 ， 一 次 带 近 为 

图 8.9-6 梁 的 弯曲 w= 一 y"(2)，` 从 而 得 到 关于 梁 灾 蚁 
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= Me) 
的 微分 方程 互让。 
交 生 的 来 站 定理 


泰勒 定理 也 可 对 多 元 函数 表述 。 对 于 两 元 函数 f(z，y)，n 一 0 的 情 
况 为 ; . 
fvoth, Yoth) = (v0, yo) +hfelto+ Oh, yo OF) 
+ kfy(vot+ Bh, th+Ab), 0<H<1 
这 正 是 两 元 函数 的 中 值 定理 。 对 于 %=1 的 情况 ,有 0<8<1l 
fzo+h, go 二 由 一 Fo Yo) + hfsro, Yo) + Kf,(xo, yo) 
+ (1/21) [h2fos (0+ Oh, Yo + BE) + 2hkf oy (ot Bh, Yo + QE) 
十 她 joy(zo 十 8j yot HE)To 
对 于 较 大 的 % 值 所 需要 的 篇 杠 随 着 ”急速 地 增 大 ， 例 如 ， n=5 需要 
28 个 不 同 项 , 而 最 高 阶 导数 的 每 一 项 有 6 个 足 标 。 因此 使 用 一 个 缩写 符 
号 是 有 好 处 的 , 它 先 写成 
9 


Boro, Yo) +2fo Croy Wo) =(b B+) (oo go 


然后 用 这 个 符号 算 子 ( ) 亏 +b 功 -) 的 突 次 来 记 高 阶 项 。 


两 元 函数 的 泰坦 定理 


fmthy get 区 一 foo, go)+ (4 总 +h 癌 )(oos 网 


+ 训 @ 训 训 ) Gao go) 十 … 寺 一 人 


xj yD)+ Tr i f(z0 + Bh, 加 上 91)， 
0<3<=1 | i 
在 所 有 余 项 中 量 如 取 相 同 的 值 , 它 取决 于 %, zo, yo hb 和。 对 于 三 : 
元 或 更 多 元 函数 可 利用 祖 同 的 符号 。 对 于 三 个 变量 得 到 


ft th at yo 4)+ 次 广 ( 名 15 启 


aY 1 2 ,9 Bt 
-一 { ~ -一 _ 一 
+ 序 ) Fm, Yor 2) + TT @ mtmt! 徊 ) 


xj roth, yot dh, so+ dl), 0<H<1, 


Gor ! 
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生 磊 方法 的 拓 广 如果 想 解 一 方程 组 jz， 纺 =0，9(z， 幻 =0 并 
县 如 果 已 知 近似 值 zo, yo 则 令 (zoh 加 十 太一 0，9(oo 二 和 加 十 人 二 
0, 再 按 索 惑 定理 展开 。 对 于 n==0, 这 给 出 

f xo, yo) +hf oxo Bh, yot BE) TRf, zo + Oh, yo dh) =0, 

gzo, Yo) + hga xo to, y+OR) + rg mtdh, yt dh) =0, 

如 果 令 丸 =0, 9! 二 0 作为 一 种 逼近 ,就 带 来 一 个 误差 , 从 而 不 能 得 到 
精确 值 和 而 只 能 获得 近似 值 加 和 加; 由 这 些 近 似 值 可 算出 新 的 台 近 
1 一 %0 十 hb4 抽 二 Yeo 十 扩 。 如 果 必 要 ,这 个 过 程 可 以 重复 。 对 于 加 和 加 得 
到 

m= —[(f9y—9f0) /fagy fv9s) Jensy 


hi=[(C Ff9%— 9fe)/ (Fey Ju9s) loge 


它们 在 >=zo，4y = 处 赋值 。 

【 例 】 解 方程 组 f(x, 9) 一 i2 二 9 一 2 一 0 g(x, Y) 二 2y 一 2=0。 近 似 
值 为 m= -1.8 和 如 =-1.1。 对 于 这 些 值得 到 hi1=0,083i, = 一 0.030， 
从 而 新 的 近似 值 为 21 二 一 1.769, 级 二 一 1.130。 
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三 角 级 数理 论 的 发 展开 始 于 1822 年 传 里 叶 (Joseph de Fourie-， 
1768~1830 年 ) 的 < 热 分 析 理论 ?一 书 出 版 。 他 持续 数 年 的 研究 ， 结果 发 
展 出 现在 冠 以 他 名 字 的 一 门 广泛 的 级 数理 论 , 它 在 数学 、 科 学 和 技术 中 极 
其 重要 。 其 基本 思想 是 用 特殊 的 三角) 周期 函数 来 表示 周期 函数 。 

在 声学 、 电动 力学 、 光学 、 热 力学 中 为 了 研究 周期 运动 就 使 用 传 里 叶 
级 数 。 在 电气 工程 问题 中 ,诸如 开关 元 件 的 频率 性 态 或 脉冲 的 传输 问题 
都 可 以 借助 于 傅 里 叶 级 数 来 解决 。 潮汐 预报 对 于 航海 是 很 重要 的 ; 因为 
它们 是 周期 现象 ,所 以 凡是 重要 港口 的 潮汐 预报 和 水 位 预报 人 员 , 都 利用 
传 里 时 级 数 并 构造 机 械 仪器 。 现在 几乎 没有 一 个 物理 学 、 数 学 或 工程 技 
术 分 支 是 不 用 傅 里 叶 级 数 的 。 

三 角 级 数 
如 果 函 数 级 数 2 (ze) 中 的 一 般 项 为 带 有 常数 系 煞 on 和 bs 的 


fn C2) 一 ancos22 十 Dr sin ny, 
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则 此 函数 级 数 就 称 做 三 角 级 数 。 如 果 这 个 级 数 在 一 个 长 度 为 2 的 区 间 
中 收敛 ， 那 末 因 为 三 角 冰 数 是 周期 性 
的 ， 所 以 它 对 于 所 有 z 收敛 并 表示 一 
个 周期 函数 。 然而 这 个 函数 不 一 定 
连续 ， 实 际 上 它 常 常 有 间断 〈 见 图 
8.3-1)。 男 一 方面 , 如 果 这 个 级 数 一 
致 收敛, 那 末 它 的 和 f(z) 连续。 在 那 
种 情况 下 ， 在 系数 Qs，bn 与 和 函数 


f(z) 之 间 可 以 建立 一 种 联系 。 级 图 8.3-4 可 由 伟 里 叶 级 数 
. 数 表示 的 函数 图 形 


f(7)= | fn(7) = D3| (an eos nz + bn sinnw) 


乘 以 有 界 因 式 cospx 或 sm pe; 这 里 2 是 一 个 非 负 整 数 ， 并 不 影 响 一 致 收 
敛 性 ,所 以 可 由 级 数 f(z2)cosps 或 f(z)sinps 的 逐 项 积分 来 计算 


TCDeospzm 和 [fsinpedr, 
这 些 积分 包含 有 国 数 tosn% Cos pz, sinnx cospr, cosnxsin px, sin nz sin px 
在 区 间 (0, 3w) 上 的 积分 。 按 分 部 积分 法 发 现 , 当 n 关 p 时 这 些 积分 值 为 
0 当 % 一 2 时 , 它们 为 

矿 Cos2 nz dx = sin? nz dz—w,， 当 n>0, 
人 es pz 一 2 人 sam M0x 一 0 当 %=0。 

0 0 
由 于 %=0 的 例外 性 态 , 因此 现在 惯常 将 三 角 级 数 写 成 

(2) -到 ao 十 | 《an cos nx- ba sin nz), 
这 样 ,对 于 所 有 的 > 0， 系 数 都 能 写 为 ; 


1 f25 4 
| fw)cosnzaz, 


欧 拉 - 优 里 叶 公 式 


bp,—=lf fwysinnead 
,过 人 fxsinnradsy 


传 里 叶 级 数 “ 可 能 会 提 这 样 的 问题 ， 怎 样 的 函数 f(z) 可 以 表示 为 
三 角 级 数 ?9 如果 jz) 可 积 , 则 至 少 可 以 用 欧 拉 - 全 里 叶 公式 算出 数 a 和 
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b,， 然 后 写 出 形式 级 数 到 ao 十 3 Qn Cos ne + Dr, sin nz) o 


将 此 称 为 f(x) 的 傅 里 叶 级 数 ， 而 an, bn 称 为 函数 jz) 的 传 里 叶 系 
数 。 然 而 可 能 发 生 这 样 的 情况 : 或 者 了 (x) 的 德里 叶 级 数 根本 不 收敛 , 或 
者 虽然 它 收敛 , 但 是 其 和 不 等 于 4(%); 即使 f(x) 连续 ,也 可 能 出 现 这 种 情 
况 。 还 可 以 想像 f(?) 具有 男 一 个 三 角 级 数 的 表示 。 

然而 ,如果 连续 函数 了 (xz) 的 傅 里 叶 级 数 是 一 致 收敛 的 ， 那 末 其 和 一 
定 是 f(x), 而且 f(z) 再 也 没有 另外 的 一 致 收敛 的 三 角 级 数 表示 。 这 只 是 
一 个 充分 条 件 : 研究 了 (x) 的 傅 里 叶 级 数 收敛 的 充分 和 必要 条 件 的 问题 沿 
未 完全 解决 。 

因为 傅 里 叶 级 数 的 各 项 户 (z) 是 周期 为 2x 的 周期 函数 , 所 以 和 函数 
也 具有 周期 2w, 所 以 考虑 周期 为 2 的 周期 函数 的 传 里 叶 级 数 才 有 意思 。 
从 一 个 周期 为 空 的 函数 , 可 以 通过 用 rz 代替 变量 > 的 办 法 而 得 到 一 个 
周期 为 2 的 函数 。 假 如 需要 将 一 个 定义 在 长 度 为 2% 的 某 个 区 间 了 工 中 函 
数 7xz) 的 傅 里 叶 展 开 , 则 适当 的 办 法 是 按 要 求 ; f(z 十 2km) 一 了 (%) (YE J 
8 为 整数 ), 将 此 函数 延 拓 到 这 个 区 间 外 部 使 延 拓 了 的 函数 具有 周期 3w。 

狄 利 克 贸 条件”.Fz) 的 传 里 叶 级 数 收敛 于 了 (x) 的 一 个 充分 条 件 应 
归于 狭 利 克 雷 CDirichlet, 1805~1859 年 )。 对 于 实用 目的 来 说 它 已 足够 
了 。 它 包括 很 大 一 类 函数 , 其 中 有 下 图 所 描述 的 这 种 函数 。 不 失 一 般 性 ， 
函数 了 (x) 可 以 假定 为 具有 周期 2 的 周期 函数 。 

假定 函数 ,fx) 是 一 个 周期 3x 的 周期 函数 并 且 对 于 0<x <3x 有 定 
义 和 有 并 ,再 候 定 区 间 0 3x》 可 以 分 成 有 限 多 个 于 区 癌 . 窑 华 不 字 区 
间 中 函数 是 连续 和 单调 的 。 于 是 f(x) 的 全 里 叶 级 数 在 每 一 个 连续 点 m 
十 收 分 于 fxzo)， 而 在 跳跃 间断 点 w” 上 ， 它 收 分 于 其 左 碍 极限 的 平均 值 


(¥)C Him + Hm fC) 
因此 , 如 果 预 先 规定 在 具 帮 
lim f (0)# lim FC) 
的 “ 胱 跃 "点 ww 上 ， 
fle") = (F)C lim fF(2) + lim fC)], 


图 8.3-2 矩形 曲线 
屠 末 fx) 的 伴星 时 级 数 在 定义 域内 所 有 的 点 上 收敛 于 f(x)。 要 求 区 间 
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《0，2m) 可 分 成 有 限 多 个 子 区 间 , 在 每 一 个 子 区 间 中 了 (2) 连续 且 单 调 , 这 
意味 着 攻 数 只 有 有 限 多 个 间断 和 有 限 多 个 极 值 点 。 

【 例 】 设 了 Cw) 给 定 为 ， 对 于 0<z<w，f(z) ==1， 对 于 mw<z<2%, 
了 (2) 一 一 1，f(z 十 2k5) 二 F(z)，% 一 土 J， 土 2， 土 3，… 在 跳跃 点 上 , 设 
了 (0) = 了 (zw) ==0。 狭 利克 雷 条 件 显然 成 并 ( 见 图 8.3-3)。 

欧 拉 -~ 优 里 叶 公式 中 的 积分 得 出 对 于 所 有 的 ?an 二 0, 又 Das=04 一 
1，2.….); 以 及 当 %=0, 1 2 … 时 ,Danst 二 4f/ [mC2n+1)j。 


传 里 叶 级 数 为 (2) = 和 sn z+ 品 守 十 开 如 +…]。 


' H 1 
lal ， ! i 
1 1 | 1 | 
0 
1, 和 
F(2) 一 经 | 到 > Sin zw 十 四 Sin 3x 十 一 一 一 oo ‘gin 5z+…。 
323， 第 二 类 矩形 脉冲 ， 
Jo) 一 经 | 号 + Se 00g w+ SH20. .oos 2z 二 -sa32 .oos 3z+…]。 


mt 


性 
0 
+ 
+ 


[ 
br 


3， 趣 形 曲线 ，F(r/3) 二 (3m/2) ==… 一 0, 
f(x) = 把 [eos 2 一 + |。 
4， 锋 冰 形 曲线 : fC0) 一 f (2%) 一 … 一 0, 


jz) = 一 辽 |m 2 十 2 十 于 时 + “| 
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8 1 in 3 im §& 
FC) = 过 | 呈 二 -2 + 


or 3 5 
三 角形 脉冲 
工 一 608e 工 一 cos 2c 
f(%) 5+ | pe cos s+ Cos 22 
二 COS 3Z 十 1 


7。 单 向 整流 的 交流 电 ， 余弦 曲线 半 波 : 


fl7)= 13 对 Cos +s 2 一 二 Cos dw 
2 
+ Cos 6 一 十 …， | 


8. 双向 整流 的 交流 电 
fx) =|coszl, 


2 
1) = 至 |1+ 膏 COS 25 一 本 COS tot co8 6x 一 二 |。 


调和 分 析 与 调和 综合 

调和 分 析 这 就 是 确定 储 里 叶 系 数 ao，ab a9…, D1, bs,… 在 工程 技 
术 中 常常 用 来 分 析 周 期 现象 。 一 个 振动 通过 调和 分 析 而 分 成 纯粹 正弦 振 
动 ( 调 和 振动 ) 和 一 个 常数 部 分 之 和 。 除 了 基本 振动 以 外 , 还 出 现 所 谓 “ 调 
和 ”振动 , 它 的 频率 是 基 频 的 两 倍 、 三 倍 等 。 通 常 个 别 调 和 振动 的 位 相 相 
比 于 基本 振动 有 一 个 位 移 。 一 般 总 是 令 ancosyix 十 pnsinyzecncos(2z 一 
zn); 这 导致 os 一 cncoszn 和 加 一 cnsinzn， 因 此 

Cn= VatD, wn=arctan(bn/an)o 


8.3 三 角 级 数 与 调和 分 析 315 


作出 矩形 曲线 的 传 里 叶 系 数 的 过 程 就 是 调和 分 析 一 例 。 

如 果 注 意 到 所 分 析 的 函数 了 (2) 具有 某 些 对 称 性 质 , 那 末 在 调和 分 析 
中 可 以 节省 许多 工作 :; 
bux0。 对 于 寺 国 炊 了 (2 二 1 2) 所 有 的 信 防 项 宣 炊 ， 亦 即 所 让 的 
人 二 0 包括 go)。 对 于 一 个 具有 性 质 /(Z 十 wm) 二 一 了 Ce) 的 本 数 ， 绝 对 项 
是 ao 一 0,， 并 且 仅 出 现 奇 数 足 标的 系数 (a3 一 04 一 … 一 5 一 04 一 … 一 0)。 

假如 要 对 周期 函数 了 (x) 找 一 个 由 正弦 和 余弦 函数 的 有 限 和 (x) = 


>| (Cascosjz+bjsin jz) 组 成 的 尽 可 能 好 的 逼近 ， 则 类 似 于 最 小 二 乘法 
选择 积分 总 记 [f(z) -B,Cw)]3dx 作为 差 fCv) -D(z) 的 一 种 量度 。- 


当 入 是 函数 fxz) 的 傅 里 叶 系 数 时 ,这 就 取 到 它 的 极 小 值 。 这 是 傅 
里 叶 系 数 的 又 一 个 重要 性 质 。 

调和 综合 “这 是 调和 分 析 的 送 过 程 。 个 别 的 纯粹 振动 达 加 起 来 产生 
一 个 结果 。 下 图 表明 矩形 曲线 传 里 叶 展开 的 前 三 项 及 和 明 线 9 与 原 曲线 
yn 的 比较 ( 见 图 8.3-4)。 

位 里 叶 系数 的 近似 计算 实 
际 上 要 展开 为 传 里 叶 级 数 的 活 数 
常常 不 是 由 一 个 解析 表达 式 来 给 
出 的 。 它 们 是 由 一 些 配 有 笔 的 济 
量 仪器 画 出 来 的 曲线 ， 诸 如 活塞 
发 动机 的 切 向 力图 、 双 内 压强 分 “图 8.3-4 秆 形 曲线 调和 综合 的 图 形 表 示 
布 图 、 机 械 振动 或 电机 振动 记录 
曲线 等 。 在 这 些 情 况 下 也 能 作 傅 里 时 分 析 。 于 是 在 欧 拉 - 傅 里 叶 公 式 中 
的 积分 就 近似 地 进行 计算 。 为 了 这 个 目的 ， 区 间 分 成 2m 个 相等 部 分 ( 兄 
图 8.3-5)。 最 好 选取 等 分 数 为 4 的 倍数 并 利用 12，24，36，72.… 等 值 ， 
因为 这 样 的 划分 就 有 可 能 利用 正弦 和 余弦 函数 的 对 称 性 质 ， 从 而 节省 计 
算 工 作 。 固 定 坐标 系 之 后 ， 在 m，zl, za…， Tam-1 位 置 上 测量 函数 值 ; 它 
们 记 为 go, yi ya'…'Yam-1o 于 是 


2m-—1 


yo 


Cn 一 
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图 8.3-5 经 验 给 出 曲线 的 傅 里 时 分 析 
对 于 %=1, 2，…7 


Ts ne 
bs=— Sl! ysin -一 ， 
Mm ie0 Wd 


对 于 ”一 1，3-…，( 和 2 一 二 ) 。 
如 果 选 取 2m 一 24， 则 得 到 24 个 系数 Go U1y G9°°', G19; b1y D9) “bi 


所 得 的 函数 ao 十 py (an Cosnz bn sinnz) +a1cos12r=f(7) 在 位 置 上 


有 值 f(%6) 二 yi=0, 1 2, …，23) 。 

在 调和 分 析 中 工作 量 是 相当 大 的 。 借 助 于 电子 计算 机 和 专门 技巧 ， 
一 个 训练 有 素 的 操作 者 大 约 用 半 个 小 时 可 以 完成 具有 12 个 点 的 调和 分 
析 , 具有 2 个 点 的 大 约 用 2 个 小 时 ， 具 有 36 个 点 的 用 大 约 6 个 小 时 ,而 
具有 72 个 点 的 大 约 用 16 个 小 时 。 如 果 不 凭 专门 技巧 , 那 末 对 于 72 个 点 
必须 形成 大 约 5000 个 乘积 并 组 合成 73 个 和 。 一 台中 等 速度 的 电子 计算 
机 进行 36 个 点 的 计算 约 用 2 分 钟 。 打印 结果 所 需 的 时 间 通 常 要 多 于 计 
算 的 时 间 。 

调和 分 析 仪 ”由 于 曲线 的 傅 里 时 分 析 需 要 头 量 时 间 ， 就 导致 了 机 械 
仪器 仪表 的 发 展 。 操 作 这 些 仪 器 如 同 操作 求 积 仪 一 样 。 给 定 的 曲线 由 一 
支 动笔 跟踪 , 随 着 计算 工作 , 可 以 读 出 傅 里 叶 系 数 或 与 之 成 比例 的 值 。 这 
类 仪器 就 称 做 调和 分 析 仪 。 
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许多 高 等 分 析 问 题 是 以 常 微分 方程 的 知识 为 必要 前 提 的 ; 例如 势 论 、 
变 分 演算 、 理 论 物理 以 及 偏 微 分 方程 ( 见 IL. 第 34 章 ) 等 问题 。 除 此 而 外 ， 
常 微 分 方程 开 以 了 广阔 的 应 用 领域 ; 例如 摆 振 动 . 卫 星 轨道 、 载 荷 机 票 ,水 
坝 、 地 震 乱 动 \ 热 传导 、 化 学 反应 与 放射 性 衰变 速度 的 计算 , 以 及 电工 和 造 
船 中 的 计算 等 等 。 这 里 只 考察 实 变量 与 实 值 函 数 的 微分 方程 ,并 且 不 哲 
于 完满 的 数学 严格 性 , 而 将 给 出 实践 中 经 常 出 现 的 解法 。 另外 还 要 就 这 
个 领域 的 典型 问题 对 其 广泛 而 又 困难 的 理论 以 最 初 的 一 览 。 


9.1 初步 考察 


基本 概念 

微分 方程 ”如 果 在 一 元 或 多 元 函数 与 它 的 某 些 导数 之 间 ， 存 在 一 种 
方程 为 形式 ， 方 程 中 也 可 以 出 现 自 变 量 的 关系 ， 那 末 就 称 之 为 从 分 广 
程 。 微分 方程 的 每 一 个 解 叫 做 解 或 积分 ;例如 微分 方程 (并 +y 一 1 


具有 解 y~sinz， 因 为 代入 方程 会 给 出 忆 等 式 os?w+sin?z 一 J， 它 对 于 

所 有 = 都 成 立 。 反 之 ， 对 于 两 个 自 变量 > 和 的 函数 :一 F(z, 9) 可 以 建 

立 一 个 微分 方程, 局 如 具有 解 s~2y。 因 为 在 这 种 情况 下 从 一 名 ~ 
Og 


% 所 以 。= 双 满足 微分 方程 和 + 全 -s+ 


如 果 微 分 方程 中 出 现 的 函数 仅仅 依赖 于 一 个 自 变量 ， 从 而 也 出 现 仅 
仅 关于 这 一 个 变量 的 导数 ， 那 末 所 讨论 的 就 是 常 微分 方程 。 下 面 例子 都 
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属于 此 : 
dy _ dy ， 59_ 0 二 
0 mrt BY, Y=0o 


男 一 方面 ， 如 果 所 要 求 的 函数 依赖 于 几 个 自 变量 并 且 相应 地 出 现 偏 

导数 , 那 末 讨 论 的 是 偏 微分 方程 。 例 如 
p27 

要 找 z 和 2 的 函数 zs 二 f(x, y)。 下 面 只 论述 常 微分 方程 。 

微分 方程 的 阶 与 次 ”微分 方程 的 阶 定义 为 其 中 所 包含 的 导数 的 最 高 
阶 。? 阶 微 分 方程 可 以 表示 成 形式 Fx, yy 1) 一 0, 其 中 丰 
， 是 括号 中 那些 变 元 的 函数 。 特 别 地 , Y' 二 (7, y) 为 一 般 的 一 阶 显 式微 分 
方程 ,而 了 (zw, y, Y') 一 0 为 一 般 的 一 阶 隐 式微 分 方程 。 旭 果 已 是 变 元 纪 
y …， gm 的 多 项 式 函 数 , 那 末 它 的 次 等 于 微分 方程 的 次 ; PF 依赖 于 z 的 
情况 于 此 不 起 作用 。 无 论 如 何 ， 在 微分 方程 儿 =z+sging 的 场合 下 谈 不 
到 什么 次 数 。 


微分 方程 阶 
y' =% 二 Siny 1 

y=~28ing I 
y" =3my 2 
2 十 3g 十 9 Co082 一 Sin2 2 
3 


Dp m1 


Hp 


9 =y 

一 次 微分 方程 或 线性 微分 方程 ”在 应 用 方面 特别 重要 。 这 种 方程 中 
的 未 知 函 数 及 其 导数 只 出 现 一 次 畦 并 且 也 不 相 乘 。 因此 , 一 般 的 % 阶 线 
性 微分 方程 具有 形式 f+foy+fy +fay 二 十 fn y=0, 其 中 ffo， 
fy …， fr 记 2 的 给 定 函 数 。 

微分 方程 的 积分 如 果 方 程 Fv, Yy, y’, “0 Y") =0 在 代入 函数 
y 二 9(2) 及 其 导数 yy"，…', IW 之 后 变 成 了 的 一 个 恒等式 ,对 于 某 个 区 
间 内 的 所 有 之 都 成 立 , 那 末 y=p(zx) 就 叫做 解 或 积分 ; 获得 它 的 过 程 叫做 
求 积 ，y 一 p(x) 在 z，y 平面 的 图 象 为 积分 的 线 。 解 常常 不 是 初等 函数 ， 
其 至 也 不 是 初等 函数 的 闭合 形式 。 相反 地 ， 对 应 用 来 说 是 重要 的 某 些 非 
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初等 函数 丛 丛 作为 特殊 类 型 微分 方程 的 解 而 定义 出 来 。 例 如 ,1785 年 划 
让 德 (Legendre) 研究 实 球 体 在 其 外 一 点 的 引力 时 , 发 现 了 一 个 后 来 以 他 
命名 的 微分 方程, 它 的 解 就 表示 为 勒 让 德 多 项 式 。 通 常 并 不 强调 全 部 解 ， 
而 只 要 能 确定 解 在 点 zo 的 某 个 邻 域内 的 解析 性 质 ， 研 究 积分 曲线 的 形状 
和 解 的 唯一 性 等 等 问题 就 行 了 。 最 后 ， 存在 定理 关系 到 微分 方程 能 肯定 
地 推论 出 解 存在 的 这 种 性 质 。 

初步 考察 微分 方程 的 积分 本 性 ”需要 将 通 解 、 特 解 和 坷 解 区 分 开 来 。 
解 的 本 性 可 大 致 概括 如 下 : 

nn 阶 微 分 方程 的 通 解 正好 包含 2 个 任意 常数 Cu Cs …， Cn、 通 角 
仅 在 这 些 常数 的 范围 内 确定 。 

相应 地 , 在 积分 演算 中 作为 微分 方程 多 =7(z) 的 解 得 到 积分 


y-| roar+c。 


如 果 对 01, Cs,，…， Ca 指定 任意 固定 的 数值 ， 那 末 就 获得 一 个 特 解 。 天 
此 , 所 有 的 特 解 可 以 说 是 包含 在 通 解 之 中 的 。 
【 例 】 微分 方程 Y 十 欠 一 1 作为 它 的 通 解 有 Y=sin(z 十 0C)。 当 


0 一 所 时 就 得 到 特 解 y=sin(z 二 各 )=c0sz。 代 入 微分 方程 不 玲 在 到 它 


了 
事实 上 确 是 一 个 解 。 

除了 通 解 及 特 解 , 微分 方程 还 可 能 有 奇 解 , 它 通常 对 应 于 所 给 方程 的 
某 种 间断 性 。 奇 解 不 能 从 通 解 由 选取 常数 而 得 到 。 例 如 刚才 提 到 的 微分 
方程 y+y2=l 有 奇 解 Y= 土 1, 这 通过 微分 并 代入 即 可 明白 。 

【 例 】 二 阶 微分 方程 y +y=0 具有 通 解 y 一 Ci1sinz 十 Cocos 如 适当 
地 选取 常数 C1 和 Ca 可 得 特 解 Y 一 0，29 一 C08%, 9 一 2408 2 Y 一 SnZ， 2 一 
osinz。 奇 解 则 不 存在 。 

微分 方程 与 几何 . 

一 阶 微分 方程 的 方向 场 ” 微 分 方程 以 隐 式 了 (2，y, y) 一 0， 特 别 地 
以 显 式 多 = 一 Fo， Y), 对 于 zy 平面 里 了 (x, Yy) 有 定义 的 点 ， 指 定 所 求 函 
数 yz) 的 导数 值 2 一 多 一 zc，9)， 它 给 出 表示 冰 数 y(z) 的 曲线 的 切线 
方向 。 一 阶 微分 方程 的 方向 场 就 是 以 这 种 方式 引出 来 的 。 三 数组 x，y， 
p 称 为 线 素 ;点 (Z, 切 是 它 的 承载 子 。 至 少 借助 于 方向 场 可 以 获得 一 阶 微 
分 方程 积分 曲线 走向 的 一 个 大 致 概念 ,方向 场 中 在 点 (2%， 纪 ) 的 切线 方向 


\ 
\ 
\ 
\ 
\ 
\ 
\ 


图 9.1-3 微分 方程 y= 的 方向 场 ” 图 9.1-4 微分 方程 多 =Y+Y 的 方向 场 


【 例 2】 固定 半径 a 的 所 有 贺 族 具有 方程 (2 一 C4? 十 (y 一 02)?==0?。 
通过 微分 得 到 (Zz 一 0D) 十 人 一 Ca)y =0, 二 次 微分 给 出 1I+9%2+ 人 一 Co) 
久 =0。 从 这 些 方程 由 消去 获得 03 一 (ly DTY2+WY 7 及 Ci=2z 一 
GT+w2) (yy)， 然 后 由 代入 获得 微分 方程 Wo2 一 全 二 93。 

族 中 的 所 有 曲线 都 包含 在 相应 的 微分 方程 的 解 之 中 。 然而 , 还 会 发 
生 这 样 的 情况 , 微分 方程 的 解 包 合 不 属于 原来 族 中 的 附加 曲线 ; 例如 , 曲 
线 族 y=015Cs，01>0， 由 所 有 正和 斜率 的 直线 组 成 ， 它 导致 微分 方程 
"=0; 但 在 这 个 方程 的 解 之 中 不 仅 有 所 有 正 斜 率 的 直线 ， 而 且 还 有 所 有 
负 和 斜率 的 直线 。 

奇 解 ， 有 曲线 族 的 包 绊 ”中心 位 于 zz 轴 上 、 半 径 为 开 的 所 有 国 族 久 十 
(z 一 0)?=1， 满 足 微分 方程 jy? 十 妨 开 =0， 因 为 yy'+$ 一 0=0，0 = 
wyYy《 见 图 9.1-5)。 这 也 为 函数 y=1 和 y= 一 1 所 满足 ,它们 并 不 包含 
在 通 解 (zx 一 0? 十 多 = 上 之 中 , 而 表现 为 奇 解 。 几 何 上 它们 是 圆 族 的 切线 
并 拟 合 微分 方程 给 定 的 方向 场 ， 即 使 它们 不 包含 在 圆 族 内 。 从 方向 场 的 
线束 可 以 象 表示 解 那样 地 构造 出 附加 曲线 。 在 图 9.1-6 中 画 出 了 这 无 限 
多 条 曲线 中 的 一 条 曲线 。 

扫 物 线 Y 二 202 的 切线 族 ( 见 图 9.1-7)。 抛 物 线 y 二 ?在 点 (zo, 9%) 的 
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图 9.1-5 中 心 位 于 2 轴 上 、 半 
径 为 工 的 所 有 画 族 


图 9.1-6 执 合 微分 方程 yy 十 % 一 1 一 0 


方向 场 的 合成 解 曲线 


切线 方程 为 y 十 加 一 2xoz。 因 为 yo 一 品 , 而 zo 可 以 着 作 人 参数 C, 所 以 对 于 


图 9.1-7 逝 物 线 y 一 邓 的 切线 族 


比 族 得 到 方程 g~20s 一 0?。 从 
y'~20, 0 一 笋 ， 给 出 此 族 的 微 
分 方程 为 y 一 xy’ 一 y?/4。 与 族 由 
每 一 条 上 曲线 相 切 的 该 族 的 包 结 最 
然 即 气 物 线 y 一 加 本身 。 它 并 不 
包含 在 微分 方程 yzy 一 0 2/[4 
的 通 解 y=20z 一 0? 之 中 。 但 它 
满足 微分 方程 ， 是 这 个 微分 方程 
的 直角 

犁 线 族 的 包 络 总 是 该 族 的 全 
分 方程 一 个 解 。 

击 此 事实 还 得 出 一 个 寻 技 单 
参数 曲线 族 包 络 的 方法 ， 这 里 假 


定 包 络 存在 , 并 且 只 介绍 方法 而 不 加 以 证 明 。 若 已 知 对 应 于 族 的 微分 方 
程 通 解 B(x, y, 0) 一 0， 则 从 方程 86x，y，0) ~0 及 其 关于 C0 偏 微分 所 


y 
Zr 


0 


图 9 1-3 . 旋 轮 线 族 ,直线 Y=0 不 是 包 络 
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得 的 方程 <3 如 -人 一 0 两 者 消去 C。 有 时 这 个 过 程 也 会 产生 包 络 以 


外 的 其 他 曲线 , 它们 对 于 曲线 族 具 有 几何 意义 ; 例如 旋 轮 线 族 的 尖 点 轨迹 
《 见 图 9.1-8) 或 者 在 族 中 个 别 曲线 自身 相交 情况 下 的 结 点 轨迹 。 

等 斜 线 ， 正 交 轨 线 ”一 阶 微分 方程 方向 场 内 具有 相同 场 方向 的 点 位 
于 一 条 曲线 上 , 此 曲线 称 为 等 针线 。 在 方程 儿 一 /ww y) 中 代入 

久 一 常数 =a . 

即 得 等 斜 线 方程 。 从 等 斜 线 可 以 获得 方向 场 的 图 象 ， 从 而 获得 微分 方程 
解 曲线 的 图 象 ; 例如 微分 方程 (w+y)y +2 一 9 一 0 用 多 一 < 所 得 的 等 斜 线 
满足 下 列 方程 : 当 4 一 0 时 为 y=~%; 当 4~=1 时 为 x 一 0; 当 4= 时 为 y= 
一 当 4 二 一 1 时 为 y=0。 解 曲线 形成 一 个 所 谓 的 次 涡 ( 见 图 9.1-9)。 


图 9.1-9 由 等 斜 线 方法 得 到 微分 。 图 9.1-10 双 极 的 力 线 以 直角 切割 等 
方程 4z 二 09 十 < 一 9 一 0 的 解 曲线 。 势 线 ;一族 曲 线 组 成 另 一 族 的 正 交 执 线 


在 几何 上 尤其 在 物理 上 常常 提出 寻找 曲线 族 的 正 交 要 线 族 问 题 。 它 
们 是 以 直角 切割 第 一 族 中 每 一 条 曲线 的 那些 曲线 。 磁 双 极 或 者 电 双 极 的 
力 线形 成 场 线 族 , 它们 被 等 势 线 正 交 切割 (图 9.1-10)。 分 析 上 , 在 属于 
曲线 族 pl%, y, 0) 一 0 的 微分 方程 =f(z, y) 中 用 一 1/y 蔡 代 就 得 
出 正 交 轨 线 的 微分 方程 。 这 个 方法 是 基于 如 下 事实 : 两 条 正 交 曲 线 斜率 
的 乘积 为 一 1。 

【 例 】 抛物 线 族 奶 一 一 2Cx 十 0) 的 正 交 轨 线 。 这 个 抛物 线 族 的 微分 
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方程 为 yy 一 一 4， 因而 正 交 轨 线 满足 微分 方程 y =y%， 上 其 有 通 解 y=Cer。 
指数 曲线 族 形成 抛物 线 族 的 正 交 轨 线 族 , 反之 亦 然 。 


9.2 初等 可 积 类 型 
如 果 一 个 微分 方程 的 通 解 可 以 由 通常 的 求 积 作为 有 限 多 个 初等 函数 
的 组 合 而 得 到 , 就 称 其 为 初等 可 积 的 这 仅 对 于 应 用 中 常 出 现 的 某 些 类 型 
微分 方程 才 是 可 能 的 。 通过 下 面 要 讲 的 求解 过 程 , 解 的 存在 性 问题 由 实 
际 给 出 解 来 解决 。 
初等 可 积 的 一 阶 微分 方程 的 特殊 类 型 
一 般 的 隆 式 一 阶 微分 方程 了 (zy, Y') 一 0 在 点 (zo，g， 纺 ) 的 邻 域 


内 可 以 应 用 隐 浮 数 定理 解 出 ,只 要 在 该 点 a 这 就 得 到 显 式 几 = 
f(z, Y)。 

y'~g (x) 类 型 的 微分 方程 ”在 这 种 类 型 的 微分 方程 中 , 右 端 仅仅 依 
融 于 z。 如果 y(a) 在 开 区 间 (w 人 内 可 积 ， 便 如 它 连 续 ， 那 未 对 于 区 加 
(a, 5) 内 的 任意 固定 点 6， 函数 


y= 六 w+c， a <r<b, 
é 


当 常 数 0 为 任何 值 时 都 满足 微分 方程 y==9《z)。 积 分 演算 已 经 证 明 这 些 
是 满足 微分 方程 的 全 部 函数 ; 这 
样 , y 就 表示 通 解 。 
二 h(Yy) 类 型 的 微分 方程 

如 果 仅 依赖 于 y 的 函数 h(y) 对 于 
ce<y<4 连续 , 目 在 此 开 区 闻 内 处 
处 不 等 于 零 ， 那 末 这 个 微分 方程 
可 以 归结 为 刚才 讨论 过 的 类 型 。 
若 gy 一 y(z) 为 微分 方程 y' 一 h(y) 
的 一 个 解 , 则 反 函 数 X= 小 (9) 满 


图 9.2-1 微分 方程 y= 二 1/y 的 方向 场 足 微分 方程 米 =- 之 二 1 于 
dy RD “ 


是 x= [a dy 在 相应 于 区 闻 (《c, 9) 的 反 函 数 区 间 内 产生 函数 z= 小 (y)， 
它 是 解 y=%(z) 之 反 函 数 。 
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[ 何 】 微分 方程 一 二 在 区 间 0<c<y<4 内 有 解 因为 nky) = 


满足 所 有 的 条 件 。 它 的 等 针线 是 平行 于 x 轴 的 直线 。 通过 带 {~-%<z 
Az 


天 十 cei ce<g< 丰 内 9>0 的 点 ( 7)， 而 YY 的 积分 曲线 是 从 


w=-ét ydy =é+t Cp) 


对 于 y>0 解 出 y 而 得 到 。 当 2> 一 - 信 时 这 给 出 y=V 玉 Tz 本 。 正 


象 从 方向 场所 预期 的 , 积分 曲线 为 抛物 线 ( 见 图 9.2-1)。 
可 分 离 变 量 的 微分 方程 ”在 微分 方程 


oe YY 一 
y' =e giny, cine y= 


中 ， 右 端 以 特殊 的 方式 依赖 于 变量 2 和 y; 这 是 两 个 函数 的 乘积 , 其 中 一 
个 9(a) 仅 依赖 于 m 另 一 个 hy) 仅 依赖 于 %。 可 是 并 不 都 是 这 种 情况 ， 
例如 由 多 =~sin(zy) 或 多 =z+ 乡 所 显示 的 就 非 如 此 。 如 果 微分 方程 的 右 
端 能 写成 乘积 9(v) .h(y)， 那 末 就 称 变量 为 可 分 离 的 。 在 这 种 情况 下 候 
如 9(2) 和 有 h(y) 为 运 续 函数 并 且 (y) 在 整个 区 间 (o, ) 内 不 为 鹤 ， 微分 
方程 y 一 0C%)"h(y) 就 容易 求解 ,从 时 9CO)h(y) 得 到 了 一 gd 


两 边 积分 ， 


| 阁 = {gcdrto; 


由 上 式 解 出 y 即 得 c<<y < 内 
的 通 解 。 
【[ 例 二 对 于 xw>0,y>0, 


y= 一 。 这 里 yo) 一， 
bly) = 二 yo 于 是 得 到 


多 /ro 
和 图 9.2-2 常温 下 以 atm 计量 的 大 气 
In 0 压 g 作 为 地 面 之 上 以 km 计量 的 高 度 
， 的 函数 而 成 少 

XYy—e Co 


积分 曲线 为 双 曲 线 。 
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[ 例 3] 大 气压 力 p 随 着 地 面 之 上 高 度 而 变化 ( 见 图 9.2-2)。 高 
度 增加 oh, 则 pp 增加 如 一 一 pgah 其 中 为 大 气 的 密度 而 g 为 重力 加 过 
度 。 由 波 义 耳 (Boyle) 定 律 , 比值 号 ~ - 色 一 4 是 常数 , 因而 
dp= —paydh, | 衬 - -earc， 
Inp= 一 agpHTO。 
气压 高 朗 公 式 
力 一 Poe-popMm 
当 大 =0 时 大 气压 力 为 po, 这 是 地 平面 的 压力 ,所 以 OIn pp。 由 此 得 出 
ih( 到 )= agh, 或 者 Pp 一 pe =pee-%mes。 随 着 高 度 增 加 ,于 力 按 指 
数 减少 ; 假定 大 气温 度 均匀 一 致 , 则 每 5. 列 公里 大 约 减少 一 半 气压 。 
齐 次 微分 方程 如果 j(m 5) 是 商业 的 函数 p( 筷 )， 那 末 微 分 方程 
久 = Y) 称 为 齐 次 的 ;例如 
i) 
wv | 
以 及 ~ 一生 。 为 解 此 方程 就 窑 y pg( 蔚 ) 内 通过 代入 之 = 而 引进 
一 1 ou 于 是 y=iz, 久 =- 答 = 约 十 名 这 导 臻 微分 方程 Ae+t=e0)， 


或 者 说 旬 = .包办 一 二， 其 中 变量 为 可 分 离 的 。 通 解 是 


at 


对 t 求解 得 i 一 认 %)， 再 由 此 得 出 所 要 求 的 函数 y=y(o)。 如 果 被 积 函 数 
的 分 母 (p(t) 一 让 等 于 堆 , 那 示 这 个 方法 就 类 效 , 这 时 p 人 一 与 亦 即 给 定 


的 方程 为 y ~ 过 。 而 在 这 种 请 况 下 ， 它 首先 作为 可 分 离 变量 的 微分 方程 


是 能 处 理 的 。 

【 例 】 为 了 找 出 以 相同 角度 a 切割 每 一 条 径 向 量 的 所 有 曲线 y(z)， 
选取 与 > 轴 成 角度 9 的 一 条 向 量 。 在 它 与 所 求 曲 线 gz) 的 交点 上 , 曲线 
的 切线 斜率 为 
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4 
一 十 tanw 
tan p+ tan oa 过 
tt 二 一 
y'=tan(p+a) i-tanptang 1 9 tng” 
w 


令 tana=a, 就 得 到 微分 方程 


它 是 齐 次 的 并 和 且 有 解 
二) arc tan +O=h(s+y’)。 


在 极 滞 标 一 zz 十 角 与 9=aretan 芯 之 下 解 为 v=alnr—($) 


.0 或 写 为 一 e2 8 
所 求 的 时 线 是 等 角 埋 线 ( 见 图 9.2-3)。 
线性 微分 方程 扩 十 pCx)y 十 q(x) =0 在 此 方程 中 p(z) 和 gCz) 假定 
为 了 的 连续 函数 。 如 果 g(x) 三 0 亦 即 如 果 没有 
不 含 y 或 儿 的 项 ,就 称 为 线性 齐 次 微分 方程 。 可 
以 将 它 作为 可 分 离 变量 的 微分 方程 处 理 来 求 


解 。 从 骆 +p(z)g=0 得 到 hy= - {pc%) cx 


+ar 或 者 y=0e fo” 。 为 了 由 此 得 出 原来 
非 齐 次 微分 方程 yg 十 pCz)y+qlz) 一 0 的 解 ， 利 
用 拉客 朗 日 的 参数 变 值 法 。0 不 是 作为 常数 , 而 
是 7 的 函数 , C= 二 0(z)。 从 y=0(0)e | "Oe 
Co) (2) 得 到 Y 二 07《) (DCCo)WCz), 代 。 图 9.2-3 等 角 螺 线 艇 
入 非 齐 次 方程 为 分 方程 的 由 来 


CT9+CLY +p =0。 
因为 炒 满 足 齐 次 方程 , 所 以 方 括号 内 的 表达 式 为 零 。 这 样 就 得 到 确定 
0(z) 的 微分 方程 Cz) 业 (z) 寺 qbz) =0。 由 此 得 出 


C4z)=C -fa (7) of? Co 
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y= /( -区 一 29 由 可 = 2zx 得 到 线性 微分 方程 -2 乞 - 革 -0 及 其 通 


1 2 
解 =2 去 hv-+o]。 给 定 方程 的 积分 就 为 y=s* 一 2 [ 诗 hz+0| 。 
任意 的 一 阶 微分 方程 的 积分 
每 个 一 阶 微分 方程 都 是 可 积 的 ,如 果 其 中 所 含 的 函数 满足 某 些 条 件 ， 
例如 有 关连 续 性 的 条 件 , 这 在 存在 定理 中 将 说 得 更 加 明确 。 还 将 假定 下 
述 所 有 的 运算 , 诸如 解 出 给 定 的 隐 函 数 、 微 分 、 积 分 . 反 卫 数 的 形成 等 都 是 
可 能 的 。 
恰当 微分 方程 、 显 式 一 阶 微分 方程 一 f(z，y) 可 表示 为 形式 y= 
一 h(z, 的 /g(m 切 ， 或 者 为 了 如 免 分 式 而 表示 为 
y go y)+h(s, 2) 一 0。 
如果 左边 为 枯 个 本 (9) 的 全 和 分 , 印 若 


2 90 y) +h(r, Y) 一 Ty 2 了 (zw 2 


那 末 这 个 微分 方程 称 为 恰当 的 ， 方程 就 容易 求 积 。 从 羡 FY, y) =0 得 


到 天 (%, =0, 解 出 4 得 到 通 解 y 一 y (x， CD)。 车 
OF (x, Y) DPK Y) 


h(x, Y)+9(, Dy = 总 F(x, Y) = 


是 一 个 全 微分 , 则 必须 有 
OF oF 


-a7 = y) 和 I Ys 


可 积 性 条 件 器 -中 | 


人 - 敲 殉 部 B27 雄二 得 出 可 积 性 条 件 ,微分 方程 yg(z, 十 h(%w, gy) 一 0 为 


恰当 的 充分 必要 条 件 。 

[ 例 】 给 定 方程 yg (6xy 十 2 十 3) 十 3y? 二 27Yy 十 2x 二 0。 这 里 g(xv, 9) 
=67Yy + 十 3， 型 = 的 十 2 hlw, Y=3y? + 2ry + 27, 筷 =@+2n。 
因为 如 一 各 ,所 以 这 个 微分 方程 是 恰当 的 。 


解法 。 如 果 给 定 一 个 微分 方程 gg 9) 二 hw, y) 一 0， 首 先 借助 于 
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可 积 性 条 件 检验 它 是 否 恰当 。 若是 这 种 情况 , 则 存在 相应 的 函数 也 (zy)。 
出 了 (Zz，9y) 一 0 解 出 9 就 获得 微分 方程 的 通 解 。 下 面 说 明 怎 样 找 出 
FL, Y)o 


一 般 情况 【 例 】 
29(z， 幼 十 joy Yy) =0, y'(6ry+ m+3) + dy? + 2ry + 27=:0, 
oF _ OF _a2 
ht A 2), -YY + 27y + 27, 
P= acs, gartply). PByistoy t+9(y), 


关于 7 积分 的 结果 在 一 个 函数 9 的 范围 内 完全 确定 了 ，9 此 刻 尚 为 未 知 
并 且 仅 依赖 于 yo 


OF 一 0 | 7 .28 1 ， 
et), | Boy ty); 


-人 -go 9), 不 过 还 有 名 一 6oy 十 六 13 


gp 的 =-g 加 仿 - 癌 | oa | 这 就 是 说 ery+2243-6ny+n+g'(y) 


这 是 p(y) 的 一 个 微分 方程。 
因为 可 积 性 条 件 满足 ， 可 以 证 ， 显 然 。 (=3 
明 右 端 不 依赖 于 于 是 不 依赖 于 z。 
vw) =| [s- 务 faar Jay, 9g(y) 一 39 十 常 数 ， 
Fo p= faks, artoWo YF Weto y+ ye 
由 此 通 解 为 
fo dr+ 9) =0, 20+ 2 + m+ 3y =0, 


积分 因子 法 “如果 形 如 9g(z， 幼 十 R(z， 幼 =0 的 微分 方程 不 是 恰 
” 当 的 , 那 末 按照 欢 拉 提 出 的 方法 乘 以 函数 4(z, 力 ， 它 要 选 得 使 方程 变 成 
恰当 的 , 换 句 话说 
gg YL 2 十 jz Ye, 2 一 0 
的 左边 是 一 个 全 微分 。 这 样 的 函数 A(z, 纷 明和 做 欧 拉 磁 子 或 者 是 做 积分 
因子 。 
【 例 】 微分 方程 外 zy 一 2 十 好 -30 一 3w2 一 0 不 是 恰当 的 , 因为 
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Bg _ oh 
B79- 2x 而 可 -~ ~—2y— 37。 


但 是 , 简单 函数 pz， = 22 是 一 个 积分 因子 ， 因 为 在 乘 以 22 之 后 就 得 
到 
4 (00 一 20)22 十 (0 一 3cy 一 272)20 =0, 


而 现在 六 (y-ray 6 
同时 高- 3%y 一 203)27 一 420 — 67x2。 
用 上 面 的 方法 ， 这 个 恰当 微分 方程 的 积分 给 出 通 解 yz2? 一 2x8y 一 对 一 Co 

gygu 十 ju 成 为 全 微分 的 条 件 显然 是 = 或 者 

s 叶 -人 ~p (如 -如 》 
这 是 确定 w(xz，2) 的 一 个 偏 微分 方程 。 看 起 来 似乎 积分 问题 反而 更 加 
国难 了 。 然 而 , 因为 只 需要 这 个 偏 微分 方程 的 个 别 特 解 ,所 以 无 论 如 何 已 
达到 了 实际 的 好 处 。 可 以 证 明 它 总 是 有 积分 的 , 即 对 于 4 9 十 玉 =0 总 是 至 
少 存在 一 个 积分 因子 。 
高 阶 线 性 微分 方程 

在 应 用 中 常常 出 现 高 阶 线性 微分 方程 。 一 般 的 % 阶 线性 微分 方程 
5o(z)9g 十 D1(z) 昂 十 pa(2)g 十 … 十 Da(2)g 一 9(z)， 其 中 的 系数 (人 和 
扰动 函数 g(z) 取 的 连续 有 界 实 函数 , 并 且 假定 ba(z) 在 所 考虑 的 区 间 
内 不 为 零 。 除 以 bw(z) 就 得 到 形式 ao(2)9 十 ai(2) 久 十 as(2D0 十 …… 士 多 nm) 
一 了 (x), 其 中 akz) 和 Je) 同样 是 连续 有 界 的 。 如 果 了 Cz) 恒 等 于 零 , 那 
末 方 程 称 为 齐 交 的 ; 否则 是 非 齐 次 的 。 从 解 齐 次 微分 方程 入 手 ， 当 系数 
Ql) 为 常数 时 这 是 最 容易 办 到 的 。 二 阶 线性 微分 方程 用 来 作为 任意 阶 
线性 微分 方程 的 模型 。 

二 阶 线性 齐 次 微分 方程 ao《z)gy 二 a1Cx) 十 一 0 这 里 不 讨论 平 
凡 解 Yy 三 0。 

因为 这 个 微分 方程 就 y 及 其 导数 来 说 是 线性 的 和 齐 次 的 , 如 果 %i(z) 
和 %(2) 是 任意 两 个 特 解 ， 那 未 01y1(X) 和 Ceys(D) 与 每 一 个 线性 组 合 
Cyi(2) 十 Caya (x) 也 是 解 , 其 由 01 和 Cs 为 任意 常数 。 

为 了 使 微分 方程 两 个 特 解 的 线性 组 合 Ciy1+ 0ays 表示 通 解 , yi 和 ya 
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必须 线性 无 关 。 如 果 它 们 线性 相关 ， 那 未 可 以 找到 两 个 不 全 为 零 的 常数 
ad 和 aa， 使 wyi 十 aaya=0。 洁 m 关 0 则 和 刀 = 一 (a2/Qq1)y3 一 a1Yy3， 而 郑 
Q2 志 0, 则 ys 二 一 Caz/q2)Y1 一 %3y1。 于 是 ， 这 两 个 函数 内 和 yr 只 不 过 表 
示 同 一 个 特 解 , 因为 一 个 正好 是 另 一 个 的 车 干 倍 。 

【 例 】 红 二 C082% 一 Cos2wx 和 Ya 一 1/2sin?x 是 线性 相关 的 ， 因 为 对 于 
所 有 的 了 成立 纪 - 2gs=0o 但 外 =2 和 纺 一 22) 或 者 作 一 siny 和 一 608% 
是 线性 无 关 的 。 

如 果 两 个 特 解 ya) 和 ya(z) 线性 无 关 , 那 末 它们 形成 微分 方程 的 一 
个 基本 系 。 在 这 种 情况 下 商 yi/%o 不 再 是 常数 , 因而 它 的 导数 
总 ( 生 )- YY — Yet 


dx \ y2 人 
不 恒 等 于 零 。 行 列 式 
Yi Yl 
4-| ， [= son 
Ya Ya 


称 为 衣 斯 基 (WwTonski) 行 列 式 。 成 立 下 列 定理 : 
本 系 ， 从 两 它们 的 线性 组 合 Y 一 Git Oy 家 让 通 解 ， 当 且 仅 当 四 这 两 个 特 
解 形成 的 其 斯 基 行 列 式 不 为 霍 

【 例 】 线性 微分 方程 sy" 十 2y'+avy ==0, 其 中 a 为 任意 一 个 数 ,通过 
代入 w 二 wy 而 变换 成 一 个 常 系数 微分 方程 。 应 用 微分 , 从 =zy 逐步 得 到 
多 一 4 十 2 或 者 一 /x 一 W223 进而 y=" 一 /x2 一 (wy 一 24)/z3。 
将 y, y 和 wy" 的 表达 式 代 入 给 定 的 方程 ， 就 得 到 巡 十 ax=0。 后面 会 证 
明 ， 当 a= 一 1 时 得 wwW=er 和 如 一 所 作为 解 ， 由 此 得 出 y=e*/x 和 ys= 
e™*/z 表示 微分 方程 的 一 个 基本 系 。 

对 于 任意 的 系数 mo《z) 和 a1Cz), 不 存在 找 出 微分 方程 

aoz)Yy+ omy +y" =0 

基本 系 的 一 般 过 程 。 不 过 有 参考 书 可 查 到 解 或 者 查 到 适当 的 解法 。 而 如 
果 系 数 是 常数 , 那 末 存在 一 个 方法 , 它 总 能 成 功 地 建立 基本 系 。 - 

常 系数 二 阶 线性 齐 次 微分 方程 ”微分 方程 具有 形式 久 十 cl/ 十 cy = 
0。 代 入 y(%) =erm 于 是 得 多 一 rere， 多 一 7r3e"， 方 程 就 变 为 《>? 十 cir 十 
ca)6“ 一 0。 因 为 指数 函数 处 处 不 为 零 , 所 以 从 二 次 方程 就 可 确定 了 的 值 。 
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| 特征 方程 72 十 cl 十 Ca 一 0 


如 果 刀 和 ?3 为 它 的 根 , 那 末 纪 =e 和 级 一 "是 微分 方程 的 特 解 。 
按 下 烈 情况 得 到 通 解 。 

1. 祖 撕 ?2 是 实 的 且 不 同 。 于 是 坊 /Wp 一 er "不 是 常数 ， yi 和 
2 线性 无 关 , 从 而 y=c16"* 十 cxerw* 表示 通 解 , 其 中 C1 和 0 为 任意 常数 。 

2， 特征 方程 具有 重 根 71=7?s== 一 61/2; 于 是 纪 和 线性 相 关 。 通 过 
代入 可 以 发 现 y2 一 we"w 也 满足 微分 方程 办 十 cg 十 c 嘱 =0。 因 为 商 ge/ 媳 
=2 不 是 常数 ， 所 以 特 解 由 和 妨 形 成 基本 系 ， 从 而 y=Caen2 十 Cazer 是 
通 解 ， 其 中 C 和 Cs 为 任意 常数 。 

3, 根 71 和 ?3 是 复 的 。 因 为 按 假定 ct1 和 cs 是 实 的 , 所 以 71 和 ?3 为 
共 示 复数 :rf1 二 Q 十 iB，?s 一 0 一 iB。 两 个 特 解 扣 =e*16% 二 prr (cog Bw 十 
isin Bz) 和 ga 一 ee 0 一 exe(cos Bz 一 isin Bz) 形成 一 个 基本 系 ， 从 而 通 解 
是 售 一 yi01~4+y203 或 者 代入 Ci=01+09 和 03=i(01 一 09), 得 

Yy*~=e*r(OFC08 Br+ O02sin BL) o 


在 振动 问题 中 会 出 现 这 种 类 型 的 微分 方程。 

【 例 】 微分 方程 y' 一 3y'+2y 一 0 具有 特征 方程 r+ 一 3r 十 2=0, 根 为 
?1 一 1 和 ?92。 由 此 得 出 通 解 y 一 O16" 十 C02e。 

【 例 】 数学 择 。 一 个 摆 , 它 的 总 质量 mm 候 定 集 
中 在 4 点 ( 见 图 9.2-4), 从 O 点 用 长 度 1~|04| 
的 丝线 悬挂 着 。 它 在 重力 的 影响 下 来 回 振 萝 ， 
其 中 床 接 及 其 他 影响 忽略 不 计 。 基 在 时 刻 + 捍 与 
重 线 之 问 的 角度 为 wm . 力 mg 垂直 向 下 作用 于 质 
量 使 得 力 mgsinp 作用 在 切线 方向 9 为 重力 
加 速度 。 由 和 牛顿 第 二 定律 ,这 个 力 等 于 质量 m 与 加 
速度 7 号 多 的 乘积 ; 这 样 , 对 于 倾角 p(t) 就 获得 
微分 方程 


。 
ml 一 —mgsing, 


或 者 QZ9 + 了 sinp=0 
时 dr 1 Po 图 9.2-4 数学 摆 
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这 不 是 线性 的 ,通过 分 离 变量 导出 一 个 精 圆 积分 , 它 可 用 级 数 展开 或 者 查 
表 求 值 。 采 取 常 常 应 用 的 尤其 在 物理 中 常用 的 线性 化 , 得 到 一 个 较 容易 解 
的 线性 全 分 廊 和 。 现在 局 限 在 与 垂 线 小 的 偏差 9, 使 得 可 取 sine 二 2, 从 
而 有 98 + 了 多 一 0， 解 为 
p=aCos(wt+ 6d), 
其 中 由 =V9]T 为 角 频 率 , 因此 T=2m/w 为 周期 ,而 4 和 6 为 积分 常数 。 
这 个 解 的 公式 表达 了 伽利略 早 就 注意 到 的 这 个 事实 : 周期 与 振动 的 量 无 
关 。 当 然 , 这 只 是 大 致 成 立 ; 对 于 量 比 较 大 的 振动 , 周期 给 定 为 
T=2w0V (9) [li+ (1/2)in? (go/2) 
+[C1.3)/(2.4)]?sini (gof2) 十 
其 中 go 为 最 大 的 倾角 , 即 报 动 的 幅度 。 与 这 个 求解 非 线 性 微分 方程 所 得 
的 精确 公式 相 比 , 当 qo 二 1° 时 误差 只 不 过 0.002%， 当 go=5° 时 仅仅 
0.05% 。 

未 取 圆周 而 取 这 样 的 一 条 曲线 ， 使 在 它 上 面 振 动 的 物体 总 是 具有 与 
振动 (大 小 ) 的 量 无 关 的 周期 , 这 样 的 曲线 叫做 等 时 曲线 。 1673 年 惠 更 斯 
《Huygens) 发 现 辆 滚 ( 旋 轮 ) 线 具有 这 个 性 质 ， 借 助 于 这 一 点 他 就 有 可 能 
构造 出 一 只 摆 锅 。 他 所 构造 的 圆 滚 摆 的 丝线 被 讲 在 两 个 贺 深 曲面 内 来 回 
振荡 , 因为 圆 滚 线 的 渐 邮 线 也 是 一 条 圆 滚 线 , 于 是 摆 狂 就 描绘 出 一 条 圆 滚 
线 , 摆 按 等 时 曲线 来 回 振 蕊 。 

二 阶 线性 非 齐 次 微分 方程 wo(z) 和 上 eaCz) 入 十 弘一 了)o 

二 阶 线性 非 齐 次 的 微分 方程 方程 ， 其 通 解 等 于 相应 的 齐 次 微分 方程 通 解 
与 非 齐 次 方程 任 一 特 解 之 和 。 

这 样 , 车 C1yi(z) 十 02y2《%) 为 齐 次 微分 方程 的 通 解 , p(w) 为 非 齐 次 
方程 的 一 个 特 解 ， 则 y 一 02y1(X) 十 C2y2《7) 十 p(X) 表示 非 齐 次 微分 方程 
的 通 解 。 非 齐 次 微分 方程 的 罕 解 可 以 从 齐 次 方程 的 通 解 运用 拉 格 庚 日 的 
参数 变 值 法 求 得 。 在 表达 式 

PL) =Cko)oWi(o) 十 COaCc)oba(o) 
中 ， 系 数 C4 和 Cs 看 作 z 的 函数 。 因为 有 两 个 驮 数 Ci(2) 和 C3(2) 需要 
确定 , 所 以 可 使 它们 满足 一 个 附加 条 件 ; 选 得 使 它们 有 01y1+C2y2 一 0。 将 
0(2)，2(z) 和 2"《z) 代入 非 齐 次 微分 方程 中 去 ， 再 考虑 到 妇 和 ys 假定 
为 齐 次 方程 的 解 , 于 是 得 到 方程 
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Cy- O02 =f (rE)o 


Ca 二 Cs 一 0 
CI 二 CO302 一 六 2 


这 连同 附加 条 和 牛 ， 给 出 了 一 组 方程 以 确定 01 和 C2; 这 组 方程 总 是 有 解 
的 , 因为 它 的 系数 行列 式 即 朗 斯 基 行 列 式 , 由 于 从 和 ys 线性 无 关 而 但 不 
等 于 零 。 通过 积分 就 得 到 01(x) 和 0a(z)， 从 而 得 到 非 齐 次 微分 方程 的 
通 解 。 不 过 进行 参数 变 值 过 程 在 实践 上 常常 很 不 便 , 根本 原因 在 于 它 一 
般 导 致 不 能 以 闭合 形式 赋值 的 积分 。 

【 例 】 对 于 微分 方程 z 几 十 20g' 一 砂 一 所 画 数 yi 一 69/2 和 ya 一 6/ 
形成 齐 次 方程 的 基本 系 。 参数 变 值 要 求 相当 的 计算 量 产生 pl2) 一 1/2e* 
作为 非 齐 次 方程 的 一 个 特 解 。 由 此 得 出 通 解 为 

y=01e°/2 -+ O°fv+1/2er, 


对 于 特殊 的 扰动 函数 ， 二 阶 常 系数 非 齐 次 线性 微分 方程 的 特 解 ” 如 
果 系 数 Ci 和 Cs 为 常数 , 那 未 微分 方程 y' 十 cy 十 cay 二 f(z) 对 于 荣 些 类 
型 的 扰动 函数 了 (2) 来 说 不 必 应 用 参数 变 值 法 就 可 找到 特 解 。 

类 型 出 落 扰 动画 数 为 多 项 式 ，jF(z) 一 ao 上 ad2 十 0a22 十 … 十 an2zm 
wm 尖 0， 则 当 6s 半 0 时 令 pz) =po 十 Diz 十 … 十 bn_izt 二 Dazn; 而 当 ca=0 
时 还 要 将 加 4" 这 一 项 也 引进 表达 式 ， 通 过 等 化 系数 就 得 出 所 求 的 系 
数 po bi “eo 

【 例 】 zy" 十 y 一 22， 其 中 46==0, a1==0, as 一 1 cg 二 1。 令 p(2) 一 Do 十 
bx 十 baz?， 于 是 二 bi 十 23502x, p" 二 2503。 代入 方程 给 出 (bo 十 252) 填 812 十 
bw? 一 v2， 等 化 系数 得 bo 一 一 2, 81 一 0, 83 二 1。 因 此 pC2) = 一 2 二 + 如是 一 
个 特 解 而 y= 二 01c0szZ 十 02sin zx 十 2 一 2 为 微分 方程 的 通 解 。 

”类 型 2 若 拢 动画 数 为 指数 画 数 2) 一 aexm) 则 代入 2) 一 pet， 它 
只 包含 扰动 函数 中 出 现 的 部 种 指数 函数 。 5 的 值 是 待定 的 。 

【 例 】 y”"+y=2e%, 其 中 4=2, 1=3。 令 pz) 一 pea。 通 过 代入 得 
到 确定 5 的 方程 多 +D=2， 因 此 特 解 为 p(x) 一 1/5ew， 从 而 通 解 是 y= 
1T/5eae 十 CioosZ 十 Cosinzo 

类 型 3 沙 扰 动 阵 数 为 三 角 函 数 ，7(z) 一 acosmx 十 08inmzx, 则 令 
p(X) =a* cos mz-b*sinz， 即 使 扰动 函数 里 只 出 现 两 个 三 角 阔 数 之 中 的 
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一 个 , 即 a 或 5 为 零 , 但 正弦 和 余弦 两 个 函数 也 都 要 加 入 pC2)。 这 里 ot 
和 2” 出 等 化 系数 来 确定 。 

[ 例 ]】 y"+y==2sin3%, 其 中 4 一 0, 5=2, m=3。 令 p(X)=a* cos 37 
十 b” sin 3z。 代入 再 等 化 系数 得 到 a* 0, 6* = 一 1/4。 由 此 得 出 通 解 为 
y= ~—1/4sin 3x+01cosz+ Oasin zo 

类 型 和 若 扰动 画 数 为 类 型 卫 2 3 中 出 现 的 那些 函数 的 线性 组 合 ， 
则 其 特 解 是 相应 的 个 别 特 解 的 线性 组 合 。 换 句 话说 , 必须 对 齐 次 方程 的 
通 解 逐 个 加 上 依次 略 去 扰动 函数 其 他 各 项 而 只 留 下 一 项 所 得 的 特 解 。 

【 例 ] yy= 十 363 十 2sin 3x， 从 前 面 的 几 个 例子 中 得 出 通 解 为 
2 一 Ci1c082 十 Oosinm 十 02 一 2 十 1/5eaz 一 T/4sin3z。 

所 有 这 些 确 定 非 齐 次 微分 方程 特 解 的 过 程 遇 到 共 套 的 情况 就 失效 ， 

即 若 扰动 函数 或 者 其 中 的 一 项 同时 也 是 齐 次 微分 方程 的 一 个 积分 ， 则 上 
述 过 程 失效 。 例 如 在 微分 方程 yy 一 co8z 和 yy=er 中 就 出 现 共 振 。 


9.3 进一步 的 考虑 


正如 早已 强调 过 的 , 初等 可 积 的 微分 方程 是 少见 的 。 但 是 在 最 困难 
的 情况 下 也 有 办 法 找 解 , 至 少 可 近似 地 找 解 , 例如 用 差分 方程 来 逼近 微分 
方程 再 应 用 差分 方程 的 计算 方法 近似 地 找 解 。 下 面 将 表述 某 些 别 的 重要 
过 程 。 

用 器 级 数 求 积 ”将 微分 方程 y 二 A(z，Yy) 所 要 求 的 解 y==y (2%) 表示 
成 竹 级 数 形式 y 二 40 十 Qiw 十 Qo 必 十 … 其 中 的 系数 m% 是 未 定 的 , 再 将 y 及 
其 导数 代入 微分 方程 。 在 一 定 条 件 下 , 级 数 的 系数 mw 可 通过 等 化 系数 而 
计算 得 出 。 

【 例 】 y=2234Yy。 令 Y=00 二 G17 十 Qa22 十 803 十 Gat 十，Y' =i 十 
2asz 十 3asz2 十 4ado3 十 … 由 此 得 出 wii2asz 十 3asz2 十 4adza 十 … 一 on 十 
QZ 十 (as 十 二 22 十 aa28 十 0d24 二 wo。 等 化 系数 产生 01 二 00, 4g 二 40/2,， as 二 
(ao 十 3)/6， wm 一 (十 2)/24，… 因而 得 出 解 g 一 ao 十 coz 十 wz2/2 二 (ao 十 
2)216 十 (ao 十 约 z4/24 十 … 由 此 重新 排列 y= (ao 十 2) /1L 十 (ao 十 2)2A1LI 十 
(ao 士 3)Z2/31 十 (ao 十 3)7231 十 … 一 2 一 25 一 22， 或 者 gm(d 十 2)ee 一 2 一 
27 一 好 。 


在 这 个 特例 中 , 最 后 的 重新 排列 导致 了 积分 的 闭合 形式 。 通过 微分 


3 


~ 
— 


I Nt 
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研究 了 特殊 的 二 阶 微分 方程 ， 它 出 现 于 物理 和 技术 以 及 尤其 是 有 关 振 荡 
的 许多 问题 中 。 这 就 是 微分 方程 
wy 十 十 1)Y' 一 y 一 0， 入 为 常数 。 


= re ~ Ak 
宕 级 数 展开 y = 癌 orr 在 此 为 ma- 名， 因而 


一 2 人 一 -= 关 
y=oo(1+ ITC 人 十 可 GCT 二 ) Qoin (2) o 


级 数 j,(%) 依赖 于 % (出 现在 括号 中 )， 当 % 半 一 1 nn 于 一 2，… 时 总 是 收 

化 的 。 它 们 到 做 第 一 类 贝 塞 尔 函 
数 ( 柱 耳 数 )。 

图 示 积 分 法 对 于 微分 方 

程 的 图 示 解 法 ， 发 展 了 大 量 的 求 

积 过 程 ， 它 们 适用 于 各 种 特殊 类 

型 的 方程 并 达 得 所 要 求 的 准确 程 

度 。 这 里 限于 篇 幅 只 对 一 阶 微分 

9.3-1 微分 方程 y= 一 y/z 用 多 角 ”方程 作 一 个 基本 的 讨论 。 

. 骤 法 所 得 的 图 示 积分 多 鱼 弧 法 ”如果 想 要 面 出 微 

分 方程 一 f(z，Yy) 通过 固定 点 Po(zo go), 即 满足 初始 条 件 的 积分 曲线 ， 

那 末 4 二 (xo，yo) 给 出 所 要 求 的 曲线 在 这 一 点 的 切线 方向 。 在 这 条 切线 

上 从 Po 开始 以 某 个 距离 取 定 一 点 Pi(zt y1), 再 重复 刚才 的 过 程 ; 所 选 


图 9.3-2 微分 方程 y= 一 y/w 及 初始 条 件 图 39.3-3 考虑 初始 条 件 
0 一 2, Yo 一 6 用 内 插 半 步 法 得 到 的 图 示 解 ; go) = 加 所 选取 的 特定 
积分 曲线 用 细 线 显示 积分 曲线 
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取 的 距离 越 小 , 解 曲 线 就 会 越 准 确 。 这 样 得 出 了 积分 曲线 的 一 个 逼近 。 图 
9.3-1 显示 微分 方程 多 = 一 yz 及 初始 条 件 20 二 2, 一 6 的 求 积 过 程 。 用 
小 图 线 显示 出 位 于 真实 积分 曲线 上 的 相应 点 , 偏差 是 相当 大 的 。 内 持 半 步 
法 更 为 准确 ( 见 图 9.3-2)。 在 这 个 方法 中 , 对 于 点 Po(zo，%) 算出 的 方 
向 % 二 f(xo， yo) 只 是 用 来 计算 中 点 1C&1, ?MD) (站 步 ) 的 方向 人 = 了 Cy 
mo。 从 Po 到 折线 第 一 个 点 Pilw1, g1) 的 第 一 个 整 步 是 以 这 个 方向 呈 做 
出 来 的 下 一 个 半 步 从 了 i 沿 着 妇 =f (zz) 到 3a(&3,m9), 而 下 一 个 整 步 
从 记 沿 着 吸 =f (82, m9) 到 Pa(zo，%a)。 比 较 这 两 条 折线 可 以 看 出 , 在 第 
二 种 方法 中 对 于 用 粗 线 标 出 的 真正 积分 曲线 的 逼近 要 好 多 了 。 通 过 缩小 
步 长 ,尤其 是 在 曲线 迅速 改变 方向 的 那些 区 域内 缩小 步 长 , 可 以 进一步 得 
到 改善 。 
理论 一 警 

初 值 问题 , 边 值 问题 ”二 阶 微分 方程 通 解 的 图 象 是 二 参数 曲线 族 。 在 

应 用 上 ， 全 全 的 积分 曲线 必须 从 特殊 情况 下 挑选 出 来 。 例 如 , 车 9 为 重力 


加 速度 则 -人 ~g 就 是 自由 落体 的 微分 方程 。 通过 积分 得 出 


Y=git0s y = 雯 gt Ot+ Oao 


现在 要 知道 洲 体 在 时 刻 + 后 位 于 何 处 ， 设 在 下 落 开始 时 即 在 时 刻 如 ==0， 
它 位 于 高 度 处, 并 设 它 的 初始 速度 为 vo。 从 这 些 初始 条 件 就 能 确定 
积分 常数 0Q1 和 C2。 由 =gtt+Ot 当 t= 和 0 二 0 时 得 等 式 t0o==01 再 由 Y= 


B90 +01+ 0 得 等 式 yo= Cs。 因此 所 求 的 特 解 为 Y= + vot ty . 


一 阶 微分 方程 y 一 f(z, y) 具有 通 解 y 二 pCx, C0)， 其 图 象 是 单 参数 
曲线 族 。 如 果 规 定 初始 条 件 yo 一 p(xo, CO)， 那 末 就 能 从 这 个 方程 确定 常 
数 C，C= 由 (oo %)。 所 求 的 特 解约 王 pLZ3; 册 (wo， go)] 一 BCz; 20, Yo) 依赖 
于 初始 条 件 ( 图 9.3-3)。 对 于 物理 和 技术 研究 来 说 重要 的 一 点 在 于 Bz; 
Zo，) 应 是 初始 值 的 连续 函数 ，, 因为 实际 上 初始 值 只 能 近似 地 知道 。 因 
此 , 在 微分 方程 理论 中 要 考察 这 样 一 个 问题 : 为 了 使 y 一 B(x; zm, yo) 是 初 
始 条 件 的 连续 函数 , 必须 对 方程 外 一 Fo 幼 的 右 端 加 上 些 什么 要 求 对 于 
这 个 问题 (也 就 存在 性 与 唯一 性 定理 ) 的 一 个 充分 条 件 , 连同 函数 f(z, 外) 
的 连续 性 , 还 要 满足 李 普 希 欧 (Lipsehitz) 条 件 。 

对 于 二 阶 微分 方程 规定 初始 条 件 gzo) 一 yo 及 Y 《m0) 一 yo; 这 要 求 积 
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分 虹 线 通过 点 (xzo %) 并 且 在 这 一 点 切线 具有 规定 的 方向 y06。 一 般 地 , % 
阶 微 分 方程 的 初始 条 件 要 求 积分 曲线 通过 某 个 点 (za，%)，, 并 且 在 该 点 开 
头 的 (n 一 博 阶 导数 取 规 定 的 值 。 对 于 高 阶 微分 方程 也 必须 研究 解 关于 初 
双 条 件 的 连续 依赖 人 性。 . 

对 于 高 于 一 阶 的 微分 方程 , 不 仅 可 以 规定 初始 条 件 , 也 可 以 规定 边 系 
值 ， 于 是 出 现 新 的 问题 。 例如 ， 假 设 在 区 间 0 入 x 和 上 要 求 微分 方程 
多 十 9g=0 的 解 %(o)， 它 涉及 振荡 问题 ;可 以 设想 在 点 0 和 之 间 张 着 
一 根 弦 ， 在 这 两 点 上 ， 蓄 不 能 从 静止 位 置 有 位 移 ; 必须 加 上 (第 一 类 ) 边 
界 条 件 y(0) 一 0,，y (lm) 一 0， 从 解 y(z) 一 Cisin(zw 7 十 C9) 得 到 方程 组 

y(0) =01sin 02=0, ym) =O1 sin(w /NN 二 CO =0, 

洲 VX 不 是 整数 , 则 由 此 得 出 01=0s ==0, 解 就 为 y 三 0, 弦 不 作 拔 荡 , 保 
持 静 十 。 然 而 , 著 MV 入 是 整数 , 则 由 此 得 出 入 是 完全 平方 ，% 一 1, 4, 9， 
…， 就 得 到 无 限 多 个 解 yz) 一 Ca sin(wYV) 满足 方程 , 弦 在 两 个 边界 点 
之 间 以 正 蓄 振荡 方式 运动 y=018sinw, yy 一 01Sin 27,，y 一 Clsgin37z，…; 它 
们 是 蓄 的 基本 报 荡 以 及 各 个 可 能 的 高 次 谐 波 ; 一 旦 驴 受 扰动 , 它 就 能 在 没 
有 外 界 影响 之 下 来 回 振荡 。 这 些 振 葛 通过 调和 分 析 可 以 挝 加 又 可 以 重新 
分 离 出 来 , 玉 此 称 它们 为 特 在 (或 本 征 ) 振 荡 , 而 数 所 一 1 和 9 一生 )9 一 9 
和 一 0202 … 上 做 该 问题 的 本 在 值 

在 第 二 类 边 值 问 题 中 ,规定 在 边界 点 zz 和 zo 处 的 导数 值 Cw) = 
y'《x9) = 二 56。 理论 和 实践 要 求 确定 本 征 函 数 与 本 征 值 。 这 种 问题 的 特点 在 
于 , 仅仅 某 些 离 获 的 参数 值 即 本 征 值 才 存 在 非 平凡 解 y 才 0。 

存在 性 定理 , 唯一 性 定理 ”一 阶 微 分 方程 y' 一 了 Cz, Y) 借助 于 方向 场 
的 几何 解释 提示 下 面 看 在 性 定理 的 正确 性 ， 

车 f(x, 9) 是 两 个 变量 的 连续 函数 ， 则 通过 其 连续 性 区 域 DD 的 每 一 
点 (wo, Yo)) 有 一 条 积分 曲线 。 

这 个 定理 事实 上 是 由 皮 亚 诺 证 明 的 。 积 分 的 存在 性 问题 一 般 地 说 首 
先是 由 柯 西 在 1820 至 1830 年 闻 提 出 来 的 , 也 是 由 他 在 fo, 从 连续 且 具 
有 连续 念 导 数 户 (w y) 的 假定 下 了 予以 证 明 的 。 应 当 看 到 ,， 皮 亚 诺 的 存在 
性 定理 比 柯 西 的 更 加 深刻 ， 因 为 积分 的 存在 性 可 以 从 比较 弱 的 假定 下 推 
论 出 来 。 

对 于 理论 和 实践 同等 重要 的 问题 是 , 微分 方程 y = 了 (z, 9) 的 右 端 在 
什么 样 的 假定 之 下 也 能 推论 出 解 的 唯一 性 。 几何 上 讲 , 例如 车 积分 曲线 


342 第 9 章 常 微分 方程 


一 0 一 2 好 C7] 
”=1+] Ct 


Zn 
Onl) -1 和 + PE TT: ty 


=1+ (22/2) + (x2/2)2/21 + + (x2/2)°/n!, 
最 后 9(7) =limg,(®) = (2/0 /bl en。 


对 于 隐 式 一 阶 微分 方程 卫 (z，y，9') 一 0， 保 证 微分 方程 解 的 存在 性 
与 唯一 性 条 件 问 题 是 比较 困难 的 。 对 于 高 阶 微 分 方程 一 般 更 难以 解 管 。 

如 果 在 一 点 (mo，yo), 存在 性 与 唯一 性 定理 的 条 件 不 满足 , 那 末 通过 
(om %) 可 以 有 风 条 其 至 无 限 多 条 积分 曲线 , 或 者 根本 没有 e 这 样 的 点 称 为 
微分 方程 的 奇 点 ( 见 图 9,3-4)。 积分 曲线 在 奇 点 的 邻 域内 性 态 异 常 上 其 有 
理论 意义 。 而 奇 点 对 于 物理 学 家 或 老 技 术 专 家 也 是 重要 的 , 它 是 在 数学 
上 表征 物理 事件 的 过 渡 点 和 临界 的 技术 数据 : 梁 在 弯曲 下 的 折 有 裂 、 绳 在 张 
力 下 的 断裂 .状态 的 改变 等 等 。 


闷 加 6 各 


加 9.3-4 在 奇 点 的 邻 成 内 积分 曲线 性 态 
外 结 点 ; 如 中 心 点 ; 6) 焦点 ; @) 鞍点 


高 阶 微分 方程 和 微分 方程 组 % 阶 微分 方程 
F(z, 2 yy 区 人 fn， ff™) 一 个 

通过 引进 新 的 函数 妈 = 久 ,一 VYn-1 一 "了 总 是 可 以 写 为 4 个 一 
阶 微 分 方程 的 系统 , 得 到 方程 组 Y=， yo 二 4 的 一 的 (Go YY1 
oo- op 一 0。 

类 似 地 , 高 阶 微 分 方程 组 总 是 能 写成 一 阶 微分 方程 组 。 因此 高 阶 微 
分 方程 解 的 存在 性 与 唯一 性 证 明 也 可 归结 为 一 阶 微分 方程 组 解 的 存在 性 
与 唯一 性 问题 , 而 在 这 种 方式 下 证 明 就 容易 得 多 了 。 

在 力学 中 的 应 用 这 些 概念 在 力学 中 非常 重要 。 加 速度 这 个 基本 概 
念 在 数学 上 是 用 质点 的 空间 举 标 %(t，y(t)，a( 四 关于 时 间 t 的 二 阶 导 
数 来 噶 达 的 。 由 此 得 出 ,为 了 确定 质量 为 m 的 质点 运动 必须 求 积 方程 组 


"Nt 
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0Q27 人 2 
mr Py, Y» 2)) 7 2 


PP, 8， 为 作用 在 质点 上 的 力 的 各 个 分 量 ， 它 们 依 束 于 该 点 的 空间 坐标 
(2 2 纪 8)。 如 果 将 这 个 系统 化 为 一 阶 微分 方程 组 ， 就 得 到 6 个 微分 方程 
的 系统 : 


(X,Y 8)， Wn 2 =R(z, y, 9)， 


W=%, VY, WS 20 一 有 (2 8), 
mv=—Qr, y, 2), mw = Rx, y, 2), 
其 中 的 新 函数 ww 也 为 速度 。 常 见 的 微分 方程 组 , 里 面 所 求 函数 的 个 数 
与 微分 方程 的 个 数 总 是 相符 的 。 一 般 地 , 变量 圭 的 区 个 函数 的 邑 个 微分 
万 程 条 统 在 方程 已 解 出 导数 的 情况 下 具有 形式 
(dra)/ (At) =f Ct, TI, Ta, 3 2 2 

这 个 系统 的 解 或 积分 是 一 组 21(E)， x2( 直 ，…， xn(t)， 当 代入 给 定 系统 的 
时 候 使 每 一 个 方程 成 为 + 的 恒等式 。 可 以 看 出 ， 求 积 的 真正 困难 在 于 这 
样 的 事实 , 不 可 能 将 某 个 微分 方程 放 到 别 的 方程 后 面 去 积分 , 因为 这 个 所 
求 的 函数 办 也 包含 在 别 的 微分 方程 右 端 。 物理 上 讲 ， 由 内 ( 表达 的 个 
体 运动 彼此 有 影响 ; 物理 学 家 叫做 耦合 , 例如 可 以 设想 两 个 摊 并 非 彼此 独 
立地 振 功 ， 而 是 用 一 根 弹 簧 缚 在 两 个 摆 杆 上 使 之 
耦合 起 来 ( 苑 图 9.3-5)。 

为 了 简化 问题 的 叙述 并 保持 直观 ， 采 用 微分 
方程 理论 中 的 多 维 几 何 概 念 。 如 果 一 阶 微分 方程 
的 积分 在 几何 上 用 z，y 平面 的 积分 曲线 来 表示 ; 图 9_.3-5 两 个 地 入 提 的 
那 未 系统 (Ga27 ce 一 J 5 一 1 “二 的 各 分。 全 导 到 微分 方程 组 
可 以 看 成 % 维 空间 的 积分 曲线 , 其 中 4, i=1， 
2 …， % 摘 述 一 个 点 运动 的 坐标 。 

初 积分 理论 有 了 这 种 术语 的 帮助 ,我 们 可 以 谈 一 下 初 积分 理论 , 它 
对 于 物理 也 是 特别 重要 的 。 方 程 (w1,…, zw) =0, 这 里 C 为 常数 ,在 六 
维 坐 标 空间 % 内 确定 一 个 (mn 一 1) 维 超 曲 面 ,而 当 变 化 C0 的 时 候 就 得 出 单 
参数 超 曲 面 族 。 如 果 给 定 % 一 1 族 超 曲面 

Pieriy “°° Tn) O04 7 一 工 2,..., nC—1, 

再 从 每 一 族 中 选取 一 张 超 曲面 ， 于 是 一 般 地 说 它们 将 相交 成 % 维 空间 的 
一 条 曲线 , 总 起 来 得 到 一 族 曲线 ， 它 依赖 于 2 一 工 个 参数 Co ;= 了 2 …， 
9 一 lo。 什么 时 候 这 一 族 表示 系统 (qzo/ (ab 一 fi 一 1,2,…, 1 的 积分 
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曲线 呢 ? 为 此 ,该 族 的 每 一 条 积分 曲线 必须 完全 落 在 各 超 曲面 族 的 一 张 
特定 的 超 斋 面 之 上 ; 这 样 , 每 一 个 Piz1,，…, wn) 必须 为 常数 。 沿 着 系统 
的 所 有 积分 曲线 为 常数 的 各 个 函数 (wz1，…，zw) 叫做 这 个 系统 的 初 积 
分 。 对 于 具有 全 微分 的 函数 到 (za …, 2n) 来 说 , 它 是 初 积分 的 充分 必要 
条 件 为 


oF 
-0 
Co fn—0o 


所 有 函数 Fs, i 二 1，2，…, % 一 1 必须 满足 这 个 条 件 ; 因此 要 解 方程 组 


a OF , 
总 2 fre=0, ¢=1, 2， n~—1, 


刻 一 各 是 已 知 的 。 由 此 得 出 ， 用 # 一 个 初 积分 的 知识 来 求 积 这 个 系 


统一 般 地 说 是 可 能 的 。 如 果 已 知 的 不 是 全 部 4 一 1 个 而 只 是 加 <n 一 1 个 
初 积分 , 那 末 通过 固定 
Fw Ya, °° Bn) 一 Co t=1, 2 » ,mm, 

确定 一 个 4 一 m) 维 流 形 。 要 定 出 落 在 此 流 形 上 的 积分 曲线 ， 于 是 就 有 
7 一 1 一 m 个 一 阶 微分 方程 的 系统 ; m 个 初 积 分 的 知识 将 系统 的 方程 个 数 
减少 mo 

这 种 可 能 性 在 力学 中 , 例如 在 天 体力 学 中 有 重要 的 意义 。 有 名 的 三 
体 问题 研究 三 个 互相 吸引 着 的 质点 , 例如 太阴 与 两 个 行星 的 运动 , 它 导 致 
有 芭 个 未 知 函数 即 9 个 坐标 函数 和 9 个 速度 分 量 的 18 个 微分 方程 。 因 
为 有 12 个 已 知 初 积分 的 帮助 ， 这 个 问题 就 归结 为 研究 6 个 一 阶 微分 方 


程 。 
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10.1 复 值 函 数 的 微分 和 积分 


复 值 函数 ”定义 在 x, 9 平面 的 集 以 上 的 两 个 实 值 函数 % 和 风 对 于 
每 一 点 (2 纺 E 下 指定 纪 1 平 面 的 一 个 点 (Ww, v)。 如 果 将 这 些 点 (z, 9) 
和 (ao 们 看 作 复数 4 二 让 和 加 一 4 十 iu， 那 末 对 于 每 一 个 复数 se L 对 
应 着 一 个 复数 妇 ==/() 一 w(《z, 级 十 iv(w， 引 ， 这 种 对 应 表示 为 复 值 函 数 
了 《 见 图 10.1-1)。 它 在 点 ww € 队 为 连续 的 ， 若 每 一 个 收 钙 于 so 的 序列 
{za}， 对 于 3 一 1 2 …， sn€ 型， 其 相应 的 序列 .fen 收敛 于 jeo)。 这 
里 ， 复 数 序列 {snj，2 一 1，2，… 为 收敛 的 ， 如 果 复 数 序列 的 实 部 序 列 
{Resn} 和 虚 部 序列 {Imsw} 收敛 。 这 意味 着 当 且 仅 当 %w 和 ?在 (xo, go) 
连续 ,了 在 和 一 zo 十 igo 连续 。 若 一 个 定义 在 于 上 的 函数 在 用 的 每 一 点 
为 连续 , 就 称 为 在 开 上 连续 。 
pa \ 
y xu / 


I# 
Sj=g(ty) 1 


8 -ro 


No=ztto)=z(0 
= 外 2 纷 二 各 (了 殷 


a=ie ty b=ik 
i 
图 30.1-1 在 复 值 函 数 一 /ez) 下 点 10.1-2 由 z(t) 2(t) +iy(t) 
zg 一 Vw 十 六 与 点 纪 一 4 二 iw 之 间 的 对 应 天 示 的 曲线 7 的 细 分 


复 曲 线 积 分 “平面 的 一 条 连续 曲线 是 一 个 点 集 7, 它 可 表示 成 形式 
g 二 3s( 引 一 zQ) 十 y(t)， 这 里 a<t<b 而 zt)，y() 是 二 的 连续 实 值 函 
数 。 如 果 函 数 2《$) 和 wy(8) 只 有 连续 的 一 阶 导 函数 , 则 曲线 称 为 连续 可 微 
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的 ; 这 时 曲线 就 具有 有 限 的 长 度 1y)( 见 II. 第 7 章 3 节 一 一 弧 长 和 曲 晤 
面积 )。 现 在 假设 区 闻 [4, 9j] 及 点 剖 , j 二 0, 1， 局 加 一 四 机 一 b, 分 成 
个 子 区 间 [a, 革 ]， Lt ta], "°° [is_y 0], 曲线 上 对 应 有 点 8=f (ts) 
《 见 图 10.1-2)。 若 这 个 点 集 包 含 在 复 值 函 数 了 的 定义 域 收 内， 且 f 在 
M 上 连续 , 则 对 于 正规 分 法 ,和 式 浪 了 (4) (91 一 8-1) 收 全 于 一 个 复数 , 叫 
做 f 沿 7 的 复 曲 线 积分 fC)ae, 这 里 一 系列 分 法 称 为 正规 的 , 如 果 最 
长 的 子 区 间 长 度 当 有 -> co 时 形成 一 个 零 序 列 。 极限 不 依赖 于 正规 分 法 
序列 的 选取 。 由 于 了 =% 十 多 以 及 人 一 2 十 过 ( 均 )》 对 于 和 式 中 的 乘积 有 

f (2y) (8,— &s-1) = 一 wy ALCAS V1) —v(%,, ys) (yy — Yi_1) 

icv Cy, YD) Cy— yt) + uy Wy) Ys —Yys)), 

再 按 第 二 类 实 曲 线 积分 的 定义 ( 见 I1I. 第 7 章 3 节 一 一 线 积分 和 面积 分 》 
得 到 

| rom=| Gudz-vay) +i[ (udy + war) 


CE wa 下 Ja+i| (全 + 记名 


这 是 因为 。 ws, Das = vl), YC) > do 


> dz i 到 dalt) 
由 定义 2 11 WO) ~ del, 
最 后 得 到 人 rom- fe) Ea 


设 5~a-i8 为 苍 于 4 一 a+i8 的 复数 ;这 意味 着 = (s+ 习 /3 和 有 = 
C 一 /CD。 从 和 式 加 je) (3, 到 1) 相应 地 得 出 曲线 积分 
» | f= 760) (SD )as 
【 例 】 ?7 是 中 心 在 #=0, 半径 7=1 的 


圆周 (图 10.1-3)， 按 正 向 旋转 , 它 能 表示 
图 10.1-3 积分 |, 宇 Ge_3zi， 为 8(D 一 cost 二 isin 加 0<t 生 2r。 对 于 这 


其 中 单位 加 周 Y 按 正 向 族 转 。 种 表示 就 有 C 


1 25 到 de 人 = —gint+icost ;六 g 
一 t=2 
了 了 名 志江 | sf) 二 = tm0 COSt+iSin¢ TI We 


19 


一 一 8int 十 icos 方 从 币 
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这 是 因为 iceost-hHisin 人 办 一 一 sint 二 ioost。 
复 偏 微分 “定义 在 * 平 而 开 集 妈 内 并 具有 一 阶 连续 偏 导 数 的 两 个 
实 值 函 数 4 和 ww, 在 (zo %) EM 戏 可 以 线性 化 , 即 用 一 次 多 项 式 通 近 ， 


ls, 9) wow 的) 二 人 -十 人) (y go) 
和 D(x, Y) =v(vo, yo) + ess Ye) Gm) + Dy yo)o 
因此 了 =w+iv 在 s6 一 m6 十 iyo 可 线性 化 为 
7 fl) + [PL +i sy (oz) 
Oulxo, Yo) 1: Ovzo, Yo) ] 
+[ ti ey bo)。 


代入 (ze 一 各) 一 [(s 一 2o) 十 (2 一 (一 50)]/2 和 2 一 加 一 [(s 一 20) 一 他 一 50 门 /2i)， 


并 注意 到 关系 烈 +i 一 呆 和 至 广 到 -中 ， 这 个 线性 化 就 灾 成 


Ff +3 i eo) 
十 一 可 5 [> 2 -上 i Se -2 |e) —#0)o 
由 此 出 发 ,定义 关于 zs 和 3# 在 点 各 了 和 信 导 玫 
Of (#0) 一 二 下 [ 世 和 Of(g0) _ i (#0) 0 | 


Og Oy 
of (eo) 1 Bf (so) ,; Of (m0) 
和 i 


对 于 这 种 微分 , 实 值 函数 的 那些 标准 规则 依然 有 效 ,例如 
2[7(D+9(O] - 21 4 2 


或 者 OA see =/(0) +9) 2 全 

[ 例 】 1. 当 了 Cr) = 常数 时 得 出 ze -0 和 人 3 和 2 一 0， 由 此 可 
见 a =0 和 -< 一 2 一 0。 

2 f(D -sz 地 时 得 出 .20CD 1 和 CD 2 一 因此 < 
-1 和 -=0。 
. 2 
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3. 当 j(e) = 弄 -z 一 这 时 得 出 2 -1 和 i 所 以 
人 0 和 人 过 一 1 


Os 
4, 采 积 的 微分 规则 应 用 到 2 2 …， 和 姑 由 归纳 法 产生 
Do2 _ De oa ,oo DB nd 
Og 2 2 B39, Gr 
O82 Og Don 
> 一 一 一 0， 一 一 一 0 …， 一 一 一 0。 
以 及 Og D5 Os 


5，。 对 于 多 项 式 (8) qo 十 Q18 十 Qa 十 … 十 Gn2?， 其 中 系数 %% 为 常 
数 , 得 到 A 0+ a gst et han 和 2 -0。 


团 级 数 忆 as(z 一 zo)’ 的 部 分 和 sn(s) 一 六 a(z 一 2)! 组 成 的 序列 
{ea(e)) 当 > 时 或 内 在 zo 处 收 售 ， 或 在 一 个 国 各 [220 < 
内 收 考 ， 或 在 全 平 再 收 伍 。 极 限 函 数 了 满足 “分 2 一 Sjai(s my-! 和 


PC 


Dorp 


它 的 收敛 圆 为 整个 = 平面 , 而 记 的 信教 为 ep 一 6eXDpxs。 


指数 函数 满足 欧 拉 公式 oxplip) 一 00s 一 008 9 十 isiny isin go 函数 等 式 exzp(si 十 
29) 一 6xXbs1.exp 29 或 者 说 6Xp 20 一 8Xp(80 一 8)exp8 来自 


节 [oxpCeo —8)*'6xp8]=—6xp(80~—8)'exp8-exp(s0— 2)exps=0, 


因为 这 表明 
exp(#0 一 8)6XPp8 一 常数 二 exp pg0o 
全 纯 函 数 ”如果 定 义 在 开 集 性 内 的 


函数 了 对 于 每 一 点 zE 了 有 -< =0, 则 
10.1_4 间 连 省 区 二 不 为 全 的 对 于 全 纯 函数 来 说 就 不 写 

四 多 连通 区 域 D ”到 而 写 为 代 或 者 尹 。 已 经 指出 , 等 级 数 
的 报 限 数 是 全 纯 的 。 所 请 区 下 是 这 样 的 一 个 开 集 ,其 中 的 任意 潭 上 
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可 由 一 条 完全 在 D 内 的 曲线 连接 起 来 。 在 单 连通 区 域 只 内 具有 相同 站 
点 和 终点 的 两 条 曲线 总 是 可 以 在 彼此 之 闻 连 续 地 变形 而 不 会 离开 区 域 忆 
( 见 图 10.1-4)。 

对 于 每 一 个 定义 在 单 连通 区 域 D 内 的 全 纯 函 数 f， 存 在 一 个 且 除 加 


A 


0 澡 着 也 内 


Mv 


nn 


me 


[ 例 ] 对 于 函数 了 Cz) 一 22， 一 个 原 函 数 也 是 天 (z) = 二 49 车 将 点 
妈 一 连接 到 点 89 一 2 十 i 则 
| gadg = (1/3) 2+) — (1/8) .13=1/8+11/3i, 
Y 


设 7 为 也 的 一 部 分 怠 的 边界 。 于 是 成 立 奥 斯 特 洛 格 拉 特 斯 基 
(《Ostrogradsk 这 ) 一 高 斯 定理 : 


| Wadztvay) = -J 名 -3 人 )dray 


从 这 个 和 圭 埋 得 出 
| roa=| (waz-ody) ti (udy+vdz) 


-- 儿 (名 + 吏 】 dy+i] 有 器- 器) 站 
-故居 + 到 和 
-i 区 | dz dy = 所 en dr dyo 


A 
积分 定理 的 一 种 方式。 


入 和 半 多 分 下 性: 有 和 十 寺 渤 玫 全 人 


ne 


7 是 闭 曲 线 ， 则 始点 Ba1 与 和 点 #9 相同 ， 因此 
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| (wads= F(a) -GD=0。 


全 纯 通 数 7 在 完全 包含 于 用 内 的 圆 盘 |# 一 zo| <R 内 部 的 值 ， 按 昭 
柯 西 积分 公式 ,由 了 在 此 圆 盘 边界 ye 上 所 取 的 值 妃 5) 来 确定 , 此 时 yo 走 
正 向 ( 见 图 区 .1-5)。 因 为 由 柯 西 积分 定理 , 沿 着 闭 曲线 Yor 和 yoa: 
将 这 两 个 积分 相 加 ， 再 让 半生 p 趋 于 零 ， 应 用 复 曲 线 积分 的 例子 ( 见 图 
10.1-3), 就 得 到 柯 西 积分 公式 。 


| 柯 西 积分 公式 


10.1-5 柯 西 积分 公式 
在 图 盘 1 一 am| < 五 内 全 纯 函数 了 可 以 表示 成 唯一 确定 的 壬 级 数 的 
极限 函数 7(2) = 昼 wu(e 一 ao4 它 有 收 全 加 五 并 具有 仍然 金 纯 的 导 函 数 
(2 一 训 jy(e 一 sn) 小 。 通 过 反复 微分 就 得 到 每 一 个 阶 的 全 纯 导 本 
名 它们 也 可 愉 柯 可 分 公式 通过 职 分 而 得 。 令 zc 再 比较 等 二 


就 得 确定 Js) 的 级 数 系数 oj， 开头 即 m 一 f(eo)。 
在 1z 一 zol <<B 内 全 纯 的 函数 f, 唯一 地 表示 为 守 级 数 


f(a)= D3 ee) 


具有 每 一 个 人 阶 的 全 纯 导数 -2 -站 | 


ED 


数 史 定 为 0 一 7 局 其 中 yo 是 在 收 全 加 盘 内 部 的 一 条 


曲线 , 它 正 向 环 镜 z 或 2 一 用。 
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全 纯 函 数 的 孤立 奇 点 设 歼 是 包含 有 和 孔 圆 盘 0<12z 一 2| < 及 的 一 
个 开 集 ( 见 图 10. 七 6)， 但 不 必 是 以 a 为 中 心 的 某 个 圆 午 。 设 f 是 一 个 
在 站 内 的 全 纯 函数 。 于 是 了 在 圆 副 内 可 表示 为 唯一 确定 的 罗 妆 (Laurent) 
展开 , 它 的 主 部 由 那些 负 守 项 组 成 , 其 第 一 项 系数 -+= Besj 称 为 了 在 各 


处 的 残 数 ,点 如 称 为 了 的 勿 立 奇 点 。 
UL 一 一 一 一 


罗 朗 展开 ; - 
1- Dt 2 


十 oo 十 od( 一 了 0) 十 aa(2 一 人 
# oa- 二 | 区 和 , o- 击 | 
此 地 yo 是 圆周 | 一 名 | =?, 0<y< 马 正 向 旋转 。 


车 对 所 有 负 的 来 说 wy=0, 即 车主 部 为 零 , 则 罗 朗 级 数 就 化 为 一 个 
冠 级 数 ， 从 而 只 要 令 了 (80) 一 ao， 包 就 在 整个 圆 盘 
1# 一 so| 过 RE 内 全 纯 , 在 这 种 情况 下 so 称 为 的 可 
去 奇 点 。 若 4_n 关 0, 丽 a_ -1 一 0，a_-3 一 0，…， 
即 若 只 有 有 限 多 个 负 的 了 其 不 为 零 , 则 此 点 称 
为 的 % 阶 极点 。 于 是 在 充分 接近 so 的 zs 处 
|f(8) | 变 得 任意 地 大 。 藻 对 于 无 限 多 个 负 的 ; 来 
说 于 0, 则 出 现 f 的 本 性 奇 点 so。 于 是 由 喀 索 拉 
第 (Casorati)- 韦 尔 斯 特 拉 斯 定理 , 了 在 so 的 每 一 ”图 区 .1-6 在 有 孔 开 圆 
个 邻 域内 可 任意 地 接近 每 一 个 复数 值 。 . 盘 内 的 罗 朗 展开 

如 果 一 个 函数 了 在 开 集 用 内 除了 可 去 麻 点 或 者 极点 外 是 全 绾 的 , 就 
称 为 在 歼 内 亚 纯 的 。 


名 1 多 和 
[ 例 】 由 7(2)= I 于 一 ITC 末末 
表示 的 函数 在 全 平面 亚 纯 ; 它 在 刀 = 一 1, 和 =i 和 = -ii 的 每 一 处 具 
有 一 阶 极点 。 
如 果 对 一 个 在 和 处 具有 至 多 2 阶 极点 的 亚 纯 函 数 乘 以 (5 一 ao)w 
那 未 就 引出 一 个 窜 级 数 ， 其 中 wa_i 为 4-1(8 一 各 )"1 项 的 系数 。 通过 反复 
微分 由 此 得 到 函数 了 的 残 数 ol 
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了 m Ce— 20)"f(2)] 
(%—1)! zz de™ 1 
藻 % 是 亚 纯 函 数 定 义 域 下 内 部 的 一 条 闭 曲 线 ， 又 车 0 是 了 的 一 
个 孤立 奇 点 , 它 不 在 yo 上, 则 对 于 yo 上 的 每 一 点 河 由 5 一 20 一 | 一 go| 
“Ccosp 十 ising) 计算 出 从 so 到 的 方向 与 正 实 轴 的 夹 角 p( 见 图 
10.1-7)。 这 个 角 只 是 确定 到 可 以 差 2w 的 整数 倍 2kn 的 程度 , 而 天 能 被 
选取 得 当 《 沿 着 yo 连续 移动 时 使 op 亦 连 续 地 变化 。 当 《 沿 着 yo 回 到 始 
点 时 , 9 变化 了 2pm。 分 支 数 % 二 p(yo, s0) 是 一 个 整数 , 它 依赖 于 曲线 yo， 
它 的 走向 及 2 相对 于 曲线 的 位 置 ( 见 图 10.1-8)。 车 yo 围绕 wo, 没有 重 


点 , 且 为 正 向 , 则 由 罗 朗 展开 | 5) 2mia_i。 更 一 般 地 , 可 以 导出 


Res f =a_1 = 


NR{Yos 20)= 2 asd _ 
图 10.1-7 分 支 数 的 nyo #0)=—2 ny #0)=0 
%《Yo，20) 的 定义 10.1-8 分 支 数 的 例子 


基数 生理 。| (5)ae 2ni nyo, so) Ros 只 要 且 音 过 通 区 


~ 


并 日 办 一 下 轩 由 线 , 天 县 了 在 以 内 除 难 立言 点 加 外 为 金 比 。 和 式 取 所 有 


由 ”YA 【网 ] 由 Fo 一 1/(e+ 了 一 1 (4 一 了 表示 
ee > ”的 亚 纯 函 数 j 具 有 级 点 4 一 -1 和 一 十 1。 在 
到 多 1 的 邻 域内 一 1/(s 一 1) 是 全 纯 函 数 , 从 而 可 展 


了 一? 下 本 开 为 举 级 数 ,类 似 地 1/(#+ 卫 在 zo 的 邻 域内 
图 10.1-9 开 示 定型 应 用 可 展开 为 笑 级 数 P。 从 f(s) 一 1/(zs+1)+P1 
1 二 一 4/(# 一 1) 十 忆 得 到 .Res7 = -十 和 esf 

F109 HT 


一 一 1。 如 果 是 中 ， 在 z= 2 半径 为 2 的 国 
周 ， 负 向 旋转 ( 见 图 10.1-9)， 那 末 2(yoy 一 =0 和 (Yo; 二) == 一世 
内 此 残 数 定 现 产 生 
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/1 1 , , 
1 (二 和 诚 =2rirl0+(-D(-D]=2mi 
多 复 变 量 的 全 纯 函 数 ”定义 在 由 所 有 的 # 重复 数组 (st，…，sn) 构 成 
的 集 0" 的 一 个 开 集 DD 内 的 函数 站 称 为 全 纯 的 ， 如 果 仅 让 zy 之 中 的 一 个 
为 变量 而 其 余 的 % 一 1 个 固定 所 形成 的 每 一 个 函数 为 全 纯 。 因 此 它们 


满足 微分 方程 -和 -0 0 人 
B81 dzn 


j=1, 2, yy n} 称 为 闭 多 国 柱 ， 这 里 (2?， 机 各 ) 为 C" 中 的 选 定点 。 如 时 
它 完全 落 在 D 内 ， 那 末 在 它 内 部 {31 :81) 5 | 一 989] 过 By, j=， 
外 } 的 所 有 点 上 昭 数 了 可 以 由 广义 柯 西 积分 公式 来 表示 , 其 中 的 决定 曲面 
S, {21 ap) 154 一 要] = Bs j=1,*…, 1} 是 多 圆柱 边界 的 一 个 子 集 。 
1 C1 1 Cn 
车 也 是 一 个 区 域 , 即 一 个 连通 开 集 , 则 在 D 内 全 纯 的 两 个 函数 在 也 
的 每 一 点 上 相等 ,如 时 它们 的 值 在 D 内 一 个 多 圆柱 的 决定 曲面 上 相符 。 
全 纯 函 数 局 部 地 可 以 玫 示 为 宕 级 数 


BY 600,81— 8 gn — Bo) 


Vi ™'s Vss 


的 极限 函数 。 全 纯 函 数 的 进一步 推广 在 于 代替 单 复 变量 或 多 复 变 量 的 全 
纯 函数 也 考 感 作为 一 般 的 复 偏 微分 方程 解 的 复 值 函数 ， 例 如 维 库 阿 


《Vekua) 微 分 方程 多 一 4(s)w+B(3)w 的 解 的 复 值 函数 。 这 里 做 分 还 
能 在 分 布 理论 的 意义 下 解释 。 


10.2 复 分 析 应 用 

实 积分 计算 某 些 定 职 分 
人 reae 可 以 用 “力道 积分 "来 求 
值 。 首先 ,只 要 极限 存在 , 这 种 积分 “2 
的 林 西 主 值 定义 为 lim | jz)dz。 。 图 10.3-1 力道 各 分 的 路 和 


现在 想象 实 轴 在 -~ 五 与 十 之 间 的 部 分 成 为 亚 纯 函数 了 Cz) 定义 域内 一 
条 闭 曲 线 Ya 的 一 部 分 , 当 * 为 实数 时 f(g) 的 值 与 给 定 函 数 了 (%) 的 值 相 
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合 , 并 且 沿 着 ya 其 余部 分 的 线 积分 当 吾 -> oo 时 以 零 为 极限 。 如 果 了 在 
实 轴 上 ,例如 在 zo 处 具有 极点 ， 那 末 用 一 个 半径 为 p 《小 ) 的 半 图 周 可 将 
点 mo 排除 或 包 合 在 ya 的 内 部 , 而 沿 着 围 道 Ya 的 积分 必须 对 p>0 求 什 
( 见 图 10.2 轧 。 因此 对 于 具有 Tm so=0 的 这 种 极点 出 现 于 wi 因子 ,以 
此 兰 代 对 于 具有 正 虚 部 Im so>0 的 极点 成 立 的 2wi。 


[tac /rac ar =2m DRestps (2) /poe)] 
mi 2 ResLpi (2) /poke)], 
| [pe C2) /pax)Jeosvarti fe (x) /palr) Tsinz dar 


=—2ni 2 oaes {[23 (8) /paC8)Jerpiz} 
局 Res {fpals)/pals)Jexpis} 


机 -0 go 


只 要 ?平面 内 由 Ph(s)/pols) 和 peks)/pslz) 定 义 的 函数 在 实 轴 上 只 
有 一 阶 极点 ，Ps 的 次 数 超过 pz 的 次 数 至 少 为 3， 而 ps 的 次 数 超过 
is 的 次 数 至 少 为 1。 


例 1 让 了 ~ 二 太吉 ~ 于。 如 果 在 上 面 公式 中 


令 和 (8) =] Da02) 二 12 二 (8 十 让 (8 一 i), 找到 
p—i li 1 1 i 


至 于 六- 下 在 -加 二 过 -- 
从 而 得 出 结果 。 
【 例 3 -2 2 dv~m。 残雪 定理 应 用 于 由 (L/a)expiz 表示 的 亚 
纯 函 数 , 它 只 是 在 m 一 0 具有 一 阶 极点 。 它 在 如 =0 处 的 残 数 为 


Res | 科 2 expiy j= lim [: 2Pp | =~lim expis=1。 
z30 


30 


二 oo 中 oo 
从 三 之 Cr 十 Si 2 一 一 一 dx=mwi:1 


导出 | 222 dz=~0 以 及 上 面 的 结论 。 
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复 分 析 与 偏 微分 方程 之 间 的 联系 ”对 于 全 纯 函 数 ./ 一 x+ 十 ip， 按 定义 


Bf(o) _ 1TTar() .Of(2)1] ~ A) i 2 \ 呈 | 圳 浆 
有 中 和 -下 和 和 全 各 全 |=0， 全 -i 各， 分 别 地 为 


ou 0 i 、 
党 + 下 ~- 名 + 多。 这 导致 林 西 - 歼 盟 微分 方程。 
柯 西 - 黎 受 微分 方 各 器 -名 - 腾 = 澡 


[ 例 】 由 f(s) =sa= (v2 一 yy 十 2izy 定义 的 函数 是 全 纯 的 ， 因 此 
ut(z, 雪 一 避 一 纺 和 ov(w, y) 一 2xy 是 柯 西 - 歼 曼 微分 方程 的 一 个 解 。 
微分 方程 , 则 f 一 u 二 ib 是 全 纯 的 ~ 

第 一 个 柯 西 - 获 曼 红 分 方程 对 了 微分， 第 一 个 对 y 答 分 , 就 得 到 坟 兽 


扩 斯 人 分 方程 各 十 -名和 一 0。 因为 全 纯 函数 了 具有 任何 阶 导数 ， 所 以 


w 和 的 任意 高 阶 偏 导数 都 存在 。 
会 纹 本 数 人 w+io 的 实 部 下 和 庶 部 分 别 地 满 必 拉 普 拉 斯 第 分 方 
程 如 -2 42 -0 和 Lo +43 急 -0。 反 过 来 在 音 连 通 区 城 
二 和 的 类 w 它 各 忆 一 起 关山 De 和 
[ 例 】 有 7 人 二 心 定义 的 全 纯 函 落户 其 实 部 wz 人 二 他 包 是 拉 
普 拉 斯 微分 方 各 的 一 个 解 
。 保 形 映射 、 在 区 域 马 内 定义 的 全 纯 函 数 下 通过 wf( 太 对 于 也 的 每 
一 点 = 指定 w 平面 的 相应 点 w。 若 7 表示 为 s-s(t)，a<i<b， 又 于 


于 人 -一 plt)exp(iB()), 则 此 曲线 在 点 sa) 处 的 切线 与 正 的 实业 成 
B(a)。 各 果 0 |， 一 Pexp(ia)， 那 末 由 


YEN | -2 ， 0)| -Fo(a)exp[i(8(O +o)], 


得 出 象 曲线 在 点 f(s(a)) 处 的 切线 与 正 的 实 轴 成 角 BC4) 十 4a， 就 是 说 所 


有 的 角 旋转 a。 因 此 两 条 曲线 之 间 的 夹 角 9 保持 不 变 ( 见 图 10.2-2)。 这 
料 , 由 了 诱导 的 映射 称 为 保 角 的 或 保 形 的 , 更 确切 地 说 是 直接 保 形 的 , 因 
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因为 一 个 复数 的 绝对 值 此 满足 [1 一些。 由 此 当 且 仅 当 达 十 如 和 一 
204 一 g20 一 1 十 802022 一 208 一 4803， 就 是 说 2121 一 |a01?) = 工 一 eof， 或 者 
说 1z|=1, 得 出 jw|=1。 因 |f(s0)| =0, 变量 的 连续 性 表明 对 于 sj < 


1 的 所 有 4 成 立 f(s)| <1。 反 之 ， 因 soxp( ~io) -Tp 


得 出 |w| <1 的 每 一 个 是 1s| <1 的 恰好 某 点 # 的 象 。 总 起 来 这 就 是 
说 7 将 开 的 单位 圆 盘 三 1s|] <1 一 一 到 上 地 映 成 它 自身 。 考 不 到 全 2 


到 0, 这 个 映射 是 保 形 的 。 若 % 一 0, 则 了 (2) ezxp(ic)z 是 环绕 z==0 的 一 
个 旋转 , 转 一 个 用 弧度 来 计量 的 角 c 《 见 图 10.2-6)。 


图 10,2-6 关于 #0 图 巧 .3-7 通过 WW 一 (8 一 们 /(g+ 们 
的 旋转 将 上 半 平 面 和 上 地 映射 成 单位 加 


I 例 包 在 上 半 平 面 Imz>0 内 由 w= 了 (z) 一 二 定义 的 全 纯 二 


« 
数 , 将 上 半 平 面 In se>0 保 形 映射 成 开 圆 盘 jw] <14。 因 为 对 于 Im >0 
的 所 有 4# 来 说 js 一 这 一 js 十 让 所 以 jj <1 为 真 。 实 数 s 的 象 是 单位 回 
周 上 的 点 ,这 是 由 于 zs 一 计 一 1* 十 这 的 缘故 。2% 平面 的 点 0, 1，co， 一 1 的 
象 是 罗平 面 的 点 ~1，~i, 1, 放 见 图 10.2-7)。 


TARA A OANA A AA 


氏 点 的 给 定 方向 路 成 正 实 方向 ( 见 。 千 - 了 ee 一 


国学)。 Se 
流动 问题 在 x,y 平面 某 个 区 一 一 -一 

域内 的 定常 流动 , 与 时 间 无 关 , 这 种 定 图 10.2-8 黎 曼 映 射 定理 

党 流动 可 用 随 着 流动 质点 的 速度 向 量 [2 y)，vCz，9)] 来 描述 。 在 无 
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源 无 施 的 流动 中 有 下 -站 和 一 器 一 下， 这 样 就 全 分量 % 和 形成 
一 个 全 纯 函 数 子 =z 十 知 。 在 单 连通 区 域内 总 是 存在 原 函 数 FPF=U+iy， 
它 也 是 全 纯 的 ,D(z,y)= 常 数据 述 了 质点 沿 着 流动 的 流 线 ( 见 图 10.2-9)。 
速度 向 量 是 流 线 的 斜率 。 因为 保 形 映射 将 全 纯 函 数 转 换 成 全 纯 函数 ,所 
以 它们 是 描述 流 线 全 过 程 的 一 个 适当 手段 。 


{uls, ), wr, y)} 人 
r+iy 
WT 2) 二 常数 


A (EY 


图 功 .2-9 流 线 0U(w, 切 一 const 图 10.2-10 在 直角 弯 管 内 的 流动 


【 例 苛 在 上 半 汉 平面 Im w>0 内 流 线 为 In 一 常数 ， 若 几 一 ?= 
人 一 十 2imy， 则 此 半 平 面 是 # 平面 第 一 象限 一 对 一 的 象 《 见 保 形 映射 
例 2)。 这 意味 着 双 有 曲线 Imw 一 2xy = 常数 也 是 流 线 , 即 在 直角 弯 管 内 流 
动 的 流 线 ( 见 图 10.2-10)。 
[I 例 2] 函数 ww=《1/2) (zs 十 1/2) 将 圆周 1z| =1 映射 成 ww 平面 内 从 
十 到 一 的 线段 ， 来 回 两 次 , # 平面 的 点 十 六 i,， 一 4， 一 i 具有 象 + 
0， 一 1, 0。 除 此 线段 之 外 的 名 平面 是 单位 加 外 部 14j> 工 的 象 , 其 中 平行 
线 Imw= 常 数 是 流 线 。 它们 的 原 象 就 给 出 了 绕 这 个 单位 圆 的 流 线 。 因 
为 8=r《cosp-+ising), 1/s=(1/7) (cosp —ising), 从 而 w=(1/2D) (十 
l/r)eosg 十 (i[2)(r 一 1/r)sing， 由 此 可 见 《r 一 1/r)sing 一 c= 常数 是 这 
些 流 线 的 方程 ( 见 图 10.2-11) 。 
{01 =3.0) 


Imw=<ci2 
1.5 


Ccs=1.0) vs 1.0 
i| 0.5 
1(2)=3(:+$) 
WM BEE 


一 0.5 


yA C0:=2.0) 


(c=—1.0) 
图 10.211 将 * 平面 流 线 (7 一 1/7)sin 9 二 常数 到 上 映射 成 ww 平面 平 
行 流动 的 流 线 Imw 一 常数 的 保 形 映射 
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绕 其 他 周 线 的 流动 可 以 借助 于 该 周 线 外 部 到 回 外 部 的 保 形 映射 来 得 
知 。 

【 例 3】 若 h>0 (图 中 的 4=2.75), 则 w=(1/2)(z+B/s) 将 8 平 
面 内 半径 + 一 h 以 及 中 心 * 一 0 的 圆 K; 映射 成 平面 实 轴 上 位 于 ~ 与 
h 之 间 的 线段 ( 见 图 10.2-12); 因为 从 z=hlcosp+ising) 得 出 w 一 
hcosgo 若 人 =h3/s, 则 GO) 一 C1/2) 23/4 十 如.a/W) 一 ww(#), 就 是 说 # 和 
4 在 w 平 面具 有 相同 的 象 。 以 耻 ( 一 1，1) 为 中 心 通过 # == 的 加 Ko 也 
通过 #4= 一 及 并 具有 半径 p 二 V4+1)? 十 1 。 由 《= 避 /s， 圆 ,映射 成 
另 一 个 圆 区;， 它 以 吾 (W/ (R43)， 8/ (4 十 3)) 为 中 心 而 半径 一 hp/ 《十 
2)。 圆 玉 。 和, 被 映射 成 所 谓 范 可 夫 斯 基 (Zhukovskii) 外 形 。 这 里 位 
于 丰 。 和 K, 之 间 的 点 集 映射 成 由 茹 可 夫 斯 其 外 形 所 界 的 点 集 ; 一 般 地 ， 
位 于 五 。 和 五 之 间 的 点 对 映射 成 同一 个 点 。 附 带 提 一 下 ,位 于 第 一 象限 
内 KK 与 K, 之 间 的 镰刀 形 点 集 ， 以 及 位 于 第 四 象限 内 忌 , 与 op 之 闻 的 
镰刀 形 点 集 , 映射 成 名 平 面 的 实 轴 与 茹 可 夫 斯 基 人 外形 的 G-T-4 部 分 之 间 
的 点 集 。 围 绕 ( 一 1, 1) 的 圆周 的 象 , 随 着 增 大 半径 p 一 5，6,… 对 于 充分 
大 的 |#| 越 来 越 变 成 圆 形 , 因为 |13/s| <s。 

一 般 地 说 , 这 种 映射 定义 为 cos 十 0 十 0g 十 ，…o 


图 10.2-13 由 w=(1/3) (ep 十 ja/2) 作出 的 从 加 了。 和 Kn 到 
熙 可 夫 斯 基 外 形 的 保 形 映射 
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黎 曼 数 球 当 sz 直 0 时 由 《=1/s 定义 的 全 纯 函数 将 圆 外 部 14| > 五 
保 形 映射 成 有 孔 圆 盘 0< 长 | <Jy 杞 它 不 包含 点 5=0( 见 图 10.3- 芒 。 但 
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是 当 ” 一 co 时 点 4 二 rexp(ip) 的 象 可 任意 紧密 地 趋 近 这 一 个 点 《=0。 因 
此 将 《= 解释 为 ?平面 的 点 4 一 的 象 。 借助 于 黎 曼 数 球 可 给 出 z 平 
面 无 穷 远 点 的 直观 概念 。 球 在 它 的 一 个 点 8 处 与 平面 的 2 二 0 相 切 。 从 
人 3 在 直径 上 的 相对 点 N 出 发 向 点 。 的 连 线 会 贯穿 球面 , 这 一 点 卫 称 为 8 
的 象 ,映射 s~> 书 是 一 一 对 应 的 ， 点 入 看 作 > 平面 无 穷 远 点 的 象 ( 见 图 
10,3-2)。 


图 10,3-1 通过 f=1/# 将 
半径 为 互 的 网 外 部 到 上 映 
成 半径 为 1/3 的 贺 内 部 图 10.3-2 黎 曼 数 球 : 7 一 2/[Bsin2(1 一 c089)] 
点 # 一 79xp(ip) 及 其 象 4 一 1/r exp( 一 jp) 所 在 的 射线 通过 反射 2 二 
# 而 彼此 互 换 。 这 是 一 个 间接 保 形 映射 , 此 时 幅 角 9 的 旋转 方向 相反 。 因 
此 由 半径 倒数 56 一 1/2 一 1/3 二 1/r expGip) 作成 的 变换 是 间接 保 形 的 ,这 
样 , 原点 和 象 点 位 于 同一 条 射线 上 。 量 1/7 不 难 用 初等 的 办 法 构造 出 来 
( 见 图 10.3-3) 。 


图 区,83-3 由 半径 倒数 上 一 JVz 作成 的 映 
射 ; ieg|=7 隐 合 | = 一 1 及 | 牛人 =1 图 10.3-4 解析 延 拓 
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黎 受 画 疗 罕 级 数 P 一 全 oz 一 吕 ?在 网 盘 Ks ;14 一 和 | <Ro 内 


收敛 , 则 它 就 在 这 里 面 定 义 了 一 个 全 纯 函 数 。 如 果 妈 位 于 五 。 内 , 那 末 按照 
(8 一 80) 二 [5(z 一 27) 十 (81 一 各)] 就 可 将 赛 级 数 忆 , 重 排 成 寡 级 数 P.,, 它 在 
交集 区 ., 几 KK., 内 也 收敛 并 且 表示 同一 个 函数 。 若 已 ,不 仅 在 玉 。。 内 收 伍 ， 
而 且 也 在 圆 盘 KK;, 的 点 上 面 收 化, 这 个 及。, 部 分 也 落 在 五 :之 外 , 则 了 已 
经 通过 P., 而 被 解析 延 拓 ( 见 图 10.3-4)。 以 每 -一 种 可 能 的 方式 作 解析 延 
拓 , 就 得 到 由 震级 数 P,, 产生 的 完 会 解析 函数 。 可 能 发 生 这 种 情况 , 就 是 
对 于 * 平面 的 每 一 个 点 它 指定 着 唯一 的 函数 值 fs); 但 也 可 能 发 生 另 一 
种 情况 ， 即 有 这 样 的 点 %， 按 照 趋 近 它 的 不 同 路 径 会 得 出 不 同 的 函数 元 
素 。 为 了 避免 这 种 多 义 性 , 想象 每 一 个 函数 元 素 定 义 在 平面 的 各 叶 内 。 使 
得 在 这 样 的 点 a 上 ,完全 解析 函数 在 相应 的 各 叶 内 是 唯一 确定 的 。 这 种 
覆盖 面 或 者 嗓 盖 球 称 为 黎 受 面 及 。 

例如 ， 由 ww 一 M2# =7ezpGip/2) 定 义 的 函数 可 以 从 正 实 轴 出 发 以 9 
增加 的 方向 或 者 以 2 减少 的 负 向 作 解析 延 拓 。 在 负 实 轴 处 , 按照 不 同 的 
旋转 方向 , 分 别 地 得 到 值 w*《wm) = 二 rexp(iwm/2) 而 w (一 wm) =7 exp( 一 ix/ 
2)( 见 图 10.3-5)。 进 一 步 转 完 一 轿 后 ,这些 值 又 交换 了 ， 因 为 分 别 地 有 
wt(3m) 一 ”exp(3im/2) = rexp( —ios/2) 而 Ww (~—3n)=rexp(— 3im/2) 
一 7 exp(iw/2)。 因 此 这 个 函数 的 黎 曼 面 具有 两 叶 ( 见 图 10.3-6), 它们 沿 
着 负 实 轴 切 割 开 来 然后 又 交叉 通过， 使 得 每 一 叶 切 割 出 来 的 上 方 边界 与 
另 一 时 的 下 方 边界 相连 , 于 是 函数 值 在 黎 曼 面 上 连续 地 变 来 变 去 。 在 分 
支点 上 两 叶 又 合 在 一 起 ; 从 * 球 看 出 对 于 w=M 8 来 说 4=0 和 8=oo 是 
分 支点 。 


图 10.3-5 函数 w= M2 在 负 实 轴 
外 的 值 wr+(wm)》 和 w-( 一 和) 。 图 10.3-6 tw 一 Vz 的 黎 曼 面 
单 值 化 ” 黎 曼 面 吕 是 s 平 面 或 4 球 的 一 个 覆盖 面 。 对 于 屁 可 以 构 
造 进一步 的 履 盖 , 即 道 用 艇 盖 面 。 如 果 从 妨 上 的 一 个 定点 PP 出 发 通用 
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覆盖 面 的 所 有 点 卫 都 是 以 Po 为 起 点 的 各 种 可 能 曲线 的 终点 ; 而 两 条 曲 


/有 ~~、 线 如 和 ys 仅 当 它们 能 在 有 内 从 一 条 连续 地 移 
/ “、 动 到 男 一 条 ， 才 导致 同一 点 也， 换 句 话说 就 是 
人 7 | ”如 果 存 在 一 条 从 Po 到 了 的 曲线 不 能 连续 地 移 
\ ,/ ， 动 到 为 或 yz 那 末 它 定 出 了 通用 覆盖 面 上 的 另 


人 外 一点 。 环 的 例子 表明 这 样 的 曲线 了 可 能 出 
图 10.3-7 两 条 曲线 如。 现 ( 见 图 10.3-7)。 


和 为 当 旦 仅 当 它们 能 在 可 以 证 明 ， 通 用 覆盖 面 是 单 连通 的 并 且 成 

黎 曼 面 及 上 相互 连续 移 。 立 如 下 的 黎 曼 映射 定理 一 般 化 : 

动 ， 才 能 确定 通用 覆盖 广义 黎 曼 映射 定理 。 每 一 个 黎 曼 面 的 通用 
而 上 的 同一 点 。 村 关 宙 分 别 可 以 一 对 一 号 保 下 对 上 肤 成 单位 

盘 内 部 也 可 到 上 映 成 整个 复 平面 或 黎 曼 球 。 


““ 因为 黎 受 面 是 它 的 通用 玫 盖 面 的 一 部 仅 ， 所 以 每 -- 个 黎 曼 面 可 以 与 
黎 曼 数 球 的 某 个 子 集 建立 起 一 一 对 应 。 这 就 是 所 谓 的 黎 曼 面 单 值 化 可 能 
性 ; 它 的 一 个 例子 为 棋 圆 积分 被 积 函 数 的 黎 曼 面 单 值 化 ( 见 梢 贺 积 
分 )。 . 
和 值 的 分 布 ”对 于 一 个 全 纯 函 数 了 ， 可 以 提出 关于 它 取 某 个 值 的 频数 
的 命题 。 如 果 六 ao) 一 wo, 并 且 户 (so) 一 0， ,Dlg0) ==0, 但 FDCzo) 
中 0, 则 点 am 称 为 f 的 重 w6 位置, 下 述 定理 成 立 ; 
如 果 把 重 数 计算 在 肉 , 那 末 多 项 式 pz) 一 ao az 二 -+aos" (其 中 
oor0) 正 好 及 个 位 置 取 到 任 一 个 复数 值 wo( 代数 基本 定理 
例如 ,多项式 pC2)= 避 在 z 一 1 和 #8#= 一 1 取 值 ww 二 十 1; 值 i=0 只 
是 在 =0 取 到 , 但 重 数 为 2 这 是 因为 p's) 二 28 及 2 (2) =2, 使 得 p'C0) 
一 0， 而 和 (0) 关 0。 比 除 索 拉 第 - 卡尔 斯 特 拉 斯 定理 更 强 的 命 证 题 是 毕 卡 
(Picard) 定 理 。 
毕 目 定理 : 以 如 为 本 性 奇 点 的 复 值 函 数 , 在 so 的 任 一 邻 域内 可 取 到 


让 人 一人 


每 一 个 复数 值 ， ,至 多 只 有 一 i 一 个 例外 。 


10.4 椭圆 积分 

韦 尔 斯 特 拉 斯 p 函数 ”对 于 所 有 的 zs 有 定义 的 函数 了 称 为 周期 的 ， 
局 期 为 %， 即 若 对 于 所 有 的 4 成 立 f(s 十 w) 一 f(z)。 函 数 f 称 为 双 周 期 
的 , 即 车 存在 两 个 复数 w1, wz， 对 于 它们 来 说 oo/w1 不 是 实数 , 使 得 由 任 
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意 整 数 思 ,by 组 合 而 成 的 所 有 数 一 如 wi haw 确定 所 有 周期 的 集合 , 就 
是 说 确定 周期 将 , 对 于 任何 4 成 立 f (2 二) = 了 (28)。 

设 4 是 任意 一 个 复数 。 于 是 数 wa 十 oil， 4 十 wi 十 we， 4 十 wa 为 所 谓 
周期 平行 四 边 形 的 项 点。 双 周 期 函数 了 
在 任意 一 个 周期 平行 四 边 形 内 取 到 它 的 
一 切 值 。 精 圆 基数 是 一 个 双 周 期 亚 纯 函 
数 ,不 为 常数 的 椭圆 苑 数 必 定 有 极点 。 但 
在 任意 一 个 周期 平行 四 边 形 内 部 的 残 数 
之 和 总 是 等 于 零 。 如 果 绕 这 样 的 一 个 周 
期 平行 四 边 形 边界 取 积 分 , 那 末 

图 10.4-1 局 期 格 以 及 顶点 为 4 


fwa=f reas 的 周期 平行 四 边 形 
+ “% Jaz+| faet | F(a d=0; 


这 是 因为 在 第 三 个 积分 中 用 “十 代入 。 则 表明 鞭 信 为 第 一 个 积分 的 负 
值 , 对 于 另外 一 对 也 有 类 似 结果 。 这 里 假定 在 边界 上 没有 极点 ,不 过 通 过 
适当 地 选取 a 总 是 可 以 达到 这 种 情况 ( 见 图 40,4-1)。 因此 不 存在 这 样 
的 椭圆 积分 ， 它 在 周期 平行 四 边 形 内 只 有 一 个 一 阶 极点 。 最 简单 的 椭圆 
ef 廊 数 


PD)- 方 加 [ope iy tori my 
这 里 符号 5 处 的 撤 是 指出 加 ==0, 加 =0 的 项 从 求 和 中 删 去 。 它 有 一 个 
2 阶 极点 , 它 在 每 一 个 格 点 的 残 数 为 零 。 它 的 导 函 数 P/(8) 也 是 棋 贺 晒 数 ，. 
在 ol/2, wa/2 和 《wi 十 w9)/2 处 有 工 阶 零点 。 在 4= 0 的 邻 域内 Pp 函数 及 
其 导 函 数 的 罗 朗 展开 可 借助 于 主 部 和 一 个 全 纯 函 数 有 来 给 出 : 
pl8) =1/s2+h(s), p(s) = —2/8+h' (8), 
p(s8)=6/24+h" (Cg)o 
级 数 展开 导致 微分 方程 p?=4p3 一 gap 一 ga, 其 中 使 用 了 如 下 的 缩写 符号 : 


1 1 
~60 人 7 -一 -一 一 = 一 140 SY 一 一-- 一 
多 过 (101+ awa) 和 一 已 (kiw1 Kowa)s ® 


p 函数 的 反 演 问题 是 对 于 给 定 值 9 和 gsa《 其 中 扔 一 2793 到 0)， 要 找 出 忆 
期 格 使 对 关联 的 函数 其 量 9 和 9s 取 规定 值 。 i 
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车 在 一 个 周期 平行 四 边 形 内 部 的 叉 个 位 置 by j 一 1，…， 和， 规定 了 
罗 朗 展开 的 主 部 ， 使 得 残 数 满足 急 o 甸 一 0， 则 除了 一 个 加 性 常数 外 存在 


一 个 且 仅 存在 一 个 椭圆 函数 请 具 有 这 些 主 部 。 除 了 这 个 加 性 常数 外 , 它 是 
Pp 函数 及 其 导 函 数 以 及 一 p 的 原 函 数 的 
线性 组 合 。 但 函数 《不 是 椭圆 函数 ， 因 为 
它 以 格 点 为 1 阶 极点 ,而 在 其 他 地 方 全 纯 。 
Y 椭圆 积分 的 韦 尔 斯 特 拉 斯 范式 “在 椭 
图 10.4-2 22) 一 43 汗 ci 十 ca 圆 积分 中 ， 被 积 函 数 rat(2 w) 是 gg 入 
的 零点 ebeayes 具有 ed 十 ea 十 es 一 0 的 有 理 函 数 ; 这 里 妈 是 2 的 4 次 多 项 式 
Pa) 或 者 3 次 多 项 式 ms 人 es) 的 平方 根 ， 而 这 些 多 项 式 的 4 个 或 3 个 零点 
定单 重 的 ， 即 互 不 相同 。 在 * 平面 内 被 积 函数 确定 到 可 以 相差 一 个 因子 

士 上 只 是 在 w 一 Vplz) 的 两 叶 黎 曼 面 上 才 是 唯一 确定 的 。 它 的 四 个 分 
支点 是 pax) 的 四 个 零点 eb es es e4 或 者 pa(e) 的 三 个 零点 再 加 上 点 = 
co。 积分 路 径 y 落 在 这 个 黎 曼 面 上 。 通过 代入 8 一 TAG 一 60， 则 Pi(e) 
化 为 ppts)。 通过 平移 可 以 达到 由 余下 的 三 个 零点 ep eo es 所 构成 的 三 
角形 重心 落 在 s 一 0( 见 图 10.4 2)。 于 是 aa 十 oa 上 6 一 0, 由 韦 达 (Vieta) 
根 定理 , 除了 一 个 常数 因子 , p(s) 一 483 十 olg 十 ca。 这 就 导致 椭圆 积分 的 
市 尔 斯 特 拉 斯 范式 。 对 于 值 -cl 和 一 cs 求解 p 函数 的 反 演 问题 , 可 以 在 
# 平 曾 内 找 出 两 个 周期 w 和 ws, 使 相关 的 周期 格 确定 一 个 p(3) 函数 ,而 
对 于 它 来 说 ga= 一 cl 和 gs= 一 ca。 通过 "一 p(5)，5 平面 的 每 一 个 周期 平 
行 四 边 形 一 一 到 上 映射 成 一 叶 ， 从 而 整个 3 平面 到 上 映射 威 w 一 YVR) 
钓 通用 覆盖 面 。 按 照 p 函数 的 微分 方程 ; 又 因为 #==pC3), 得 出 p”?=4p3 

92p 一 93 一 Ww?, 即 p'(3) 一 w。 若 是 4 平面 的 曲线 7 在 z 平面 的 道 象 ， 则 
4 平面 内 的 椭圆 积分 为 ; 


| mt was™ | mate p)p'C) 5 


被 积 函数 称 为 a) 第 一 类 , b) 第 二 类 ， 或 者 6) 第 三 美的 ， 根 据 被 积 函数 
在 5 平面 内 是 这 样 的 一 个 椭 加 西数 ; a) 没有 极点 , b) 有 极点 但 它们 的 残 
数 全 为 零 , 0) 其 他 情况 。 在 情况 a) 之 下 , 被 积 函 数 在 5 平面 是 一 个 常数 ， 
因此 rat(p，p)) 一 常数 /p' 从 而 Tat(s，tw) 一 常数 /w。 因 为 ?一 4 一 ga 
一 gs 所 以 对 于 机 图 积分 得 到 
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椭圆 积分 ; 常数 | re 第 一 类 ; 


gdg [ dg 一 汉 
| va Cnr 


当 用 Go ia 兰 代 w=44* 一 gas 一 gs 时， 就 引出 籽 圆 积分 
的 勤 让 德 形式 ;& 称 为 模 数 。 
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11.4 举 标 系 … 366 坟 .2 线性 空间 ……eeee 和 no 375 
直角 举 标 ens， 366 线段 ee 375 
射 誉 标 367 直线 377 
齐 决 坐标 .ee 368 平面 . ..389 
球面 坐标 ,pe 369 竹 .3 二 次 曲面 pv389 
往 面 坐标 .370 主轴 ee 389 
坐标 变 撞 3371 真 二 次 曲面 :ee 391 


空间 解析 几何 的 实质 在 于 建立 空间 点 与 实数 之 间 的 对 应 关系 。 曲线 
(一 维 流 形 ) 和 曲面 (二 维 流 形 ) 则 对 应 于 方程 的 解 集 ， 并 且 可 以 用 代数 方 
法 和 解析 方法 来 代 革 几何 构造 。 因为 这 些 方法 形成 解析 几何 的 基础 ， 所 
以 在 代数 和 分 析 充 分 发 展 之 前 , 这 门 学 科 是 不 会 产生 的 。 


11.1 坐标 系 


直角 坐标 

建立 体系 ”坐标 系 是 点 和 数 之 间 的 媒介 。 为 了 在 空间 建立 直角 的 或 
铺 卡 尔 坐 标 系 , 第 一 件 事情 就 是 要 选择 空间 一 个 点 作为 原点 。 经 过 这 一 点 
引出 三 条 互相 委 直 的 直线 。 这 些 直线 称 为 举 标 轴 , 通常 是 2 轴 , y 轴 和 z 
轴 。 这 三 条 坐标 轴 在 空间 张 成 三 个 符 标 平面 ， 称 为 z, y 平面 , z, # 平面 
和 ys 平面。 任意 两 条 轴 把 坐标 平面 分 成 四 个 象限 ， 而 这 三 个 坐标 平面 
。 把 空间 分 成 八 个 封 限 。 

定向 ”在 每 个 坐标 轴 上 固定 一 个 单位 向 量 : 在 2 轴 上 为 向 量 己 在 y 
轴 上 为 向 量 放 在 。 轴 上 为 向 量 k&。 坐标 轴 由 这 些 向 量 指示 方向 , 从 而 此 
坐标 系 是 定向 的 ( 见 图 11.1-TD。 

从 兴 标 负 原 点 起 包含 单位 向 量 终 点 的 那 -部 分 灿 称 为 下 轴 ， 另 外 
部 分 称 为 负 轴 。 任何 两 个 正 轴 围 成 一 个 主 象限 ， 三 个 主 象限 围 成 一 个 主 
卦 限 。 

总 可 以 用 一 只 手 的 大 拇指 ,食指 ,中指 来 表示 式 大 拇指 ) 元 食指) 
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eer 


图 11.1-1 直角 坐标 系 ,右手 定向 图 11.1-2 ” 镜 象 倒 向 


(中 指 ) 的 方向 。 假 若 用 的 是 右手 , 则 此 坐标 系 称 为 右手 定向 或 右手 系 , 否 
则 称 为 左手 系 。 通过 一 个 轴 的 倒 向 或 者 通过 一 个 平面 反射 ， 就 把 右手 系 
变 成 左手 系 , 反之 亦 然 ( 见 图 11.1-2)。 

空间 的 点 ”假若 选 定 一 个 直角 坐标 系 ， 那 末 对 于 空间 的 每 一 点 相应 
有 唯一 的 实数 三 元 组 。 反 之 ， 对 于 每 一 个 三 元 实数 组 相应 有 空间 唯一 的 
点 * 对 应 于 空间 一 点 的 三 个 数 称 为 该 点 的 直角 坐标 或 笠 卡 尔 坐 标 。 为 了 确 
定 给 定点 已 的 直角 坐标 , 从 卫 点 到 每 一 根 坐 


村 
标 轴 作 垂 线 ， 再 以 相应 于 固定 的 单位 向 量 的 ， 
长 度 为 单位 度量 这 些 投影 的 有 向 长 度 。 这 样 SN> > 
得 到 的 值 就 是 卫 的 坐标 。 为 了 根据 给 定 的 坐 : 


标 ,ys 确定 点 了 ,采用 向 量 记号 。 从 原点 出 
发 ,向 量 = 一 民 十 好 十 允 直接 引出 所 要 求 的 王 


点 PP( 见 图 入 ,1-3)。 它 与 原点 的 距离 可 以 “ 人 
用 毕 达 哥 拉 斯 (Pythagoras) 定 理 来 计算 , 即 1.1-3 4) 空间 点 也 
|z| = VBRT Te 的 直角 坐标 ,2) 终点 为 卫 


【 例 】 给 定点 的 直角 坐标 z=3, g 一 的 向 量 % 一 5i 十 好 十 允 
4, z 一 12。 将 此 记 作 PC3, 4, 12), 这 点 到 原点 的 距离 为 
|x| = VPTPTIP- VITIGTI VIG 13, 
因此 卫 点 到 原点 的 距离 是 13 个 单位 。 
斜 坐 标 
斜 坐标 系 是 直角 坐标 系 的 推广 , 为 了 建立 斜 坐标 系 , 取 过 原点 的 任意 
三 条 直线 ， 它 们 不 落 在 同一 平面 上 , 并 且 在 每 一 条 直线 上 规定 一 个 向 量 。 
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于 是 除了 下 列 三 种 情况 以 外 , 直角 坐标 系 的 所 有 结果 同样 成 立 : 

IT 对 应 于 空间 一 点 的 数 不 再 叫做 直角 坐标 ， 而 一 般 地 称 为 平行 从 
标 。 

2. 为 了 确定 给 定点 卫 的 平行 坐标 , 引 一 个 平行 六 面体 , 它 的 边 平行 
于 华 标 轴 而 且 以 原点 与 也 点 作为 它 的 顶点。 小 在 坐标 轴 上 各 边 的 有 疝 
长 度 就 是 卫 的 平行 坐标 。 

3， 如 同 真 角 坐标 系 ， 向 量 = 一 守 十 好 十 si。 从 原点 出 发 引 向 点 性 
不 过 通常 |xw| 六 V 空 十 多 十 于 ， 因 为 在 一 般 三 角形 中 毕 达 哥 拉 斯 定理 不 成 
立 。 

齐 次 坐标 

在 射影 几何 中 , 要 求 在 平面 上 的 两 条 直线 如 果 不 偏 斜 , 它们 总 有 一 个 
交点 , 在 空间 中 也 是 如 此 。 因此 引进 非 正 常 点 或 无 穷 远 点 作为 平行 线 的 
交点 。 就 到 目前 为 止 所 确立 的 形式 来 说 , 解析 几何 不 可 能 对 付 无 穷 远 点 。 
满足 射影 几何 同时 也 满足 解析 几何 的 要 求 的 一 种 可 能 性 就 在 于 引进 齐 次 
坐标 。 


著 ,YY &% 是 空间 点 卫 的 平行 坐标 ， 则 由 方程 x 一 地, Y' 一世 ,4 一 
记 所 确定 的 数 z，y, st 称 为 点 卫 的 齐 次 华 标 。 这 四 数组 不 是 唯一 确定 
的 。 车 zy, 是 空间 一 点 的 齐 次 坐标 , 那 末 对 于 任意 实数 p 二 0, pz， 
py ps, pt 是 同一 点 的 齐 次 坐标 。 肥 之 ,对 应 于 t 大 0 的 任意 齐 次 坐标 x9， 
2 + 存在 唯一 的 平行 坐标 三 数组 。 通过 简单 的 转化 , 得 到 逆 变 换 为 工 ， 
Y 2 


bt”? 

【 例 】 点 了 (C2, 3， 一 1) 对 于 任意 s 尖 0， 有 章 次 坐标 2 一 2s，y 一 3s， 
8 一 一 3) t=56 

有 些 问题 在 齐 次 坐标 中 是 可 解 的 , 但 在 平行 坐标 中 不 可 解 。 例 如 , 洲 
在 x', 9 平面 上 有 两 条 平行 直线 二 aw'+b 和 乡 二 aw' 十 bs 把 寺 bo， 那 
末 在 平行 坐标 中 不 存在 交点 。 而 在 齐 次 坐标 中 同样 的 直线 具有 方程 y= 
QZ 十 0 和 2 一 00 十 0afo 

这 组 方程 是 可 解 的 : 事实 上 , 它 有 无 穷 多 个 解 x=p, ydp, ti=0。 对 
于 任何 p 关 0 三 数组 p, ap, 0 表示 x', y' 平面 上 无 穷 远 点 的 齐 次 坐标 ， 
它 是 这 两 条 直线 的 公共 点 并 且 表 示 了 它们 的 共同 方向 。 
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球面 坐标 

建立 球面 坐标 系 “对 于 一 些 问题 , 例如 , 与 球 的 才 而 有 关 的 问题 , 适 
宜 于 引进 非 平行 坐标 。 不 用 直角 坐标 z, % “来 确定 空间 任意 一 点 而 
是 用 如 下 方式 来 确定 : 

1. 原点 0 到 已 的 距离 r>>0， 

2. 线段 OP 与 4 平面 的 交角 9( -等 <p <+ 吕 )， 

3. 线段 OP 在 wm 9 平面 上 的 投影 0P' 与 正 > 轴 的 交角 和 (0<X< 
32m)。 

图 芽 .1-4 中 说 明 量 
角 时 的 族 转 方向 。 

7?, 9) 入 的 值 叫 做 点 
忆 的 球面 坐标 ， 它 们 对 应 
于 平面 上 的 极 坐标 ， 因 此 
也 称 为 室 间 极 坐标 。 

每 一 个 球 而 坐标 三 玫 
组 恰好 对 应 于 空间 一 点 。 
假使 P 点 不 落 在 * 轴 上， 
那 未 空间 一 点 已 对 应 于 
唯一 的 球面 坐标 的 三 数 
组 。 在 5 轴 上 ,除了 原点 ， 图 寺 .1-4 空间 一 点 己 的 球面 坐标 rr Pr 和 
只 有 + 和 (一 土 全 是 唯一 确定 的 , 而 入 是 不 确定 的 。 假 车 了 是 原点 ， 


那 末 只 有 ?=0 是 唯一 确定 的 , 而 和 入 是 不 确定 的 。 

直角 坐标 与 球面 坐标 之 间 的 转换 ”从 图 二 .二 4 中 能 得 到 下 列 关系 
zz 一 10P'|eosj, y 一 |0P'|sin AX, 10P 一 cos9g。 因此 ， 空 间 一 点 的 直角 
坐标 可 以 根据 球面 坐标 用 如 下 公式 来 计算 : 


X=7COSCOSA 


Y=7C0s9sinA 


z=7 Sing 


出 此 得 出 妇 十 凶 十 好 一 92 
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rt/ V+Y =00sh, Yy/VR+Y =sinN, 


ry th 9 
因此 , 空间 一 点 的 球面 坐标 也 能 从 直角 坐标 用 下 列 公式 得 到 : 
r= VRTITE, parctg(/V 人 P+ + 0H), 
和 A=arc tg(y/x) 〈《 当 2z>0 y>0 时 )， 
A~wz+arcteg(y/2) 〈( 当 x<0 时 ), 
A=2m+arctg(y/7) ( 当 z>0, y<0 上 时)。 


2/ V+Yy ~sing/cosp=tg 9, y/z— 


进而 有 
9 一 避 ， 当 zx 一 一 0 z>0 时 ; 和 一 瑟 ,， 当 2=0, 9g>0 时 ; 


9 一 一 本 ， 当 w=y==0, s<0 时; = 至 ， 当 2z 一 0, y<0 时 ; 


9 不 确定 , 当 2 一 yy 一 0, 4 二 0 时 ; 和 不 确定 , 当 X=y==0 时 。 
反正 切 arctg 总 是 取 主 值 。 
【 例 】 点 P(3， 一 4 一 13) 的 球面 坐标 是 什么 ? 
r= 人 +13 = 13; 
p=arctg(—12/VB+E )=arctg( ~—12/5) ~ — 67.38°; 
A—360°+arctg(—4/3) ~860° — 53,18° = 306.87°, 
因此 点 邓 的 球面 坐标 是 +=13, p 心 一 67.38°， 
和 Xm306.87*。 
柱 面 坐 标 
对 于 圆柱 表面 上 的 问题 ， 引 进 柱 面 坐标 较 
方便 ( 见 图 坟 , 芒 5)。 从 直角 坐标 出 发 , 可 确定 
空间 任意 一 点 书 如 下 : 
1. 原点 0 到 点 书 的 距离 *>0 这 里 OP 
是 线段 OP 到 > y 平面 上 的 投影 。 
2. 线段 0P' 与 正 z 轴 的 交角 gp(0<gp< 
2r)。 
图 二 .1-5 空间 一 点 了 3，2;, 9 平面 到 点 了 的 有 疝 距离 (一 。 < 
的 柱 而 坐标 mn oj e 5< 二 co。 
对 于 每 一 个 柱 面 坐标 三 数组 恰好 对 应 于 空间 一 点 。 反之 , 假如 点 也 
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不 落 在 * 轴 上 , 那 末 空间 一 点 卫 对 应 于 唯一 的 柱 面 坐标 三 数组 。 对 于 2 
轴 上 的 点 来 说 , +=0 和 # 是 确定 的 , 但 2 是 不 确定 的 。 

在 物理 上 , 当 研究 由 柱 面 形成 的 物体 时 , 例如 计算 圆柱 体 的 转动 惯量 
或 圆柱 体 的 热传导 问题 时 , 常常 采用 柱 面 坐标 。 

的 柱 面 坐 标 7, po; * 是 与 zy 平面 上 已 点 的 极 伦 标 和 忆 点 的 直 
角 z 坐标 相 一 致 的 。 这 就 给 出 转换 公式 ， 就 8 来 说 只 有 在 有 十 纺 和 0 有 时 
这 些 公式 才 有 效 , 当 ?一 y 一 0 时 , 9 是 不 确定 的 。 


z=+¢C089 4 一 2 十 和 
y=rsing cosg=z/Vrtg, sing=y/Vrity 


8 二 8 


2 二 名 


【 例 】 给 出 点 卫 的 柱 面 坐 标 + 二 3, 9 = 一 30°, z=1, 要 求 它 的 直角 
坐标 。 
2 一 3cos( 一 30?) 一 3.oos 30° = 83/2 V 3 ~2.598, 
y=—38in(—80°)= —38in30° = -= 一 .5， 
8 一 ]。 
假若 在 空间 给 出 两 个 坐标 系 ( 以 后 这 两 个 坐标 系 都 是 具有 相同 长 度 
单位 的 直角 右手 系 )， 它们 不 相 重 合 , 常常 
提出 的 问题 是 由 了 P 了 在 一 个 坐标 系 中 的 华 
标 %, y, 4 要 计算 这 一 点 卫 在 另 一 个 坐标 
系 中 的 坐标 x*, y*，#*。 这 样 的 坐标 转换 
称 为 坐标 变换 。 可 以 分 为 三 种 情况 : 平移 ， 
旋转 和 两 者 的 组 合 。 
平移 ”空间 的 两 个 坐标 系 处 于 这 样 的 
情况 ， 其 中 的 一 个 坐标 系 可 以 借助 于 平行 移动 与 另 一 个 坐标 系 重 合 ( 见 
图 11.1-6)。 
假若 第 二 个 坐标 系 的 原点 0* 关于 原点 .0 的 第 一 个 坐标 系 的 坐标 为 
01，03，43， 那 末 空 间 一 点 卫 关 于 第 一 个 坐标 系 的 坐标 2% yg, 4 和 关于 第 
一 个 坐标 系 的 坐标 z*，y*, 2* 之 间 成 立 如 下 给 定 的 关系 ; 
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T=M Tan + a TA | = AT 0) + dy 09) + 91 — 3) 
y= Gar* + oy + dosg* | = a X ~ a1) + dy — 2) + ql# ~— 3) 


8 一 人 3 十 Ga12Y + qo + 392” |2* = a13(W— a1) + 23(Y — 043) + 33s — 3) 


导致 唯一 可 解 的 线性 方程 组 的 所 有 变换 叫做 仿 射 变换 。 

所 有 给 定 的 变换 方程 都 可 理解 为 在 该 坐标 系 的 固定 空间 内 通过 运动 
(平移 ,旋转 或 两 者 的 组 合 ) 改 变 一 点 坐标 的 公式 。 不 过 , 它们 也 可 视 为 具 
有 固定 坐标 系 的 空间 作 运 动 的 解析 表示 式 。 

旋转 方程 的 推导 “旋转 的 方程 组 可 以 推导 如 下 。 任 意 一 点 了 的 疝 
量 * 在 第 一 个 坐标 系 中 给 定 为 z= 字 十 绥 十 ta 在 第 二 个 坐标 系 中 给 定 为 
2 一 入 广 十 久 关 十 ii 洲 在 第 一 个 坐标 系 中 将 向 量 * 写 成 形式 wz= 
jz[Gz/lz i+ Cy/lx|)j+ 《8/1zx|) 和 所 , 并且 首先 处 理 特 殊 情 况 , 即 此 向 
量 等 于 第 二 个 坐标 系 的 六 亦 即 x2* 一 1 内 一 0 sz* 二 0, 那 末 根据 定义 有 
21/1z| 一 at /we| 一 0 32 一 aslo 

从 特殊 情况 x= 产 和 zx=r 得 到 相似 结果 。 这 就 给 出 


i*—anit Gf + aak 


j*—aigi+ a2) + Agok 
Kk*— aisit- 0s3 了 -二 Qako 
沙 把 这 些 表达 式 代 入 z= 和 这 十 0 天 十 sr8” 中 结果 等 于 2 一 2 十 叫 十 gj， 
这 就 得 到 上 述 左 边 的 旋转 方程 组 。 类 似 可 得 上 述 右 边 的 方程 组 。 
方向 余 防 之 间 的 美 系 。 从 襄 , 六 , kK” 的 表达 式 中 得 到 这 些 关系 式 , 由 
于 这 些 向 量 是 单位 向 量 , 即 | 六 | = | 六 |=|#*|=1, 并 且 是 互相 垂直 ， 邵 


i jx itk* ==j*k* —0, 


方向 余弦 atites + a31 =—1 QQ12 十 G21022 + a1Q32 ~—0 


之 间 的 关 Qs 十 a 十 a 各 一 二 Gila13 十 dalGass 十 GalGss 一 人 
系 | aiat a3s+ 3, =1 ad3013 十 422033 十 033033 一 0 


考虑 到 户 j,k 是 单位 向 量 和 互相 垂直 的 事实 ,能 得 出 进一步 的 关系 ; 
不 过 可 以 证 明 在 这 些 方向 余弦 之 间 , 只 有 6 个 独立 的 关系 。 

因为 刻 划 一 个 旋转 的 9 个 方向 余弦 有 6 个 独立 的 方程 相 联 系 着 ， 所 
以 一 个 旋转 可 以 用 三 个 量 完全 地 措 述 出 来 。 这 已 由 凯 莱 (Caylsy) 相 当 一 
般 地 证 明了 。 这 也 是 用 两 个 特别 直观 的 方式 表示 一 个 一 般 的 旋转 ， 即 用 
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三 个 角 ( 欧 拉 角 7 或 用 一 根 轴 和 一 个 角 ( 欧 拉 定理 ) 表 示 的 根据 。 

坐标 系 的 旋转 。 具 有 4%, y, 4 轴 的 直角 坐标 系 总 能 与 具有 相同 原点 
和 zw", y", a 轴 的 第 二 个 直角 坐标 系 相 量 合 , 首先 关于 > 轴 旋 转 ? 角 , 然 
后 关于 乡 轴 旋 转 由 角 , 最 后 关于 s 轴 旋 转 % 角 ( 见 图 11.1-7)。 


[和 


11.1-7 坐标 系 的 旋转 


方向 余弦 oa 和 角 o 山 ,x 之 间 的 关系 
k=1 k=2 : k=3 


os cosx —00sty sinx Sin 站 


1 一 4 lcospsinx+sinpsinywoosxlcosgcosx —singsinysin x|— singoost) 
i=3 lsingsinx— cospsinweosxlsin poosx + cospsinwysin yl cosp eosy 
旋转 的 例子 在 球 心 为 直角 坐标 系 原点 的 球面 上 有 一 点 PC 一 4, 3， 


一 16)。 若 把 坐标 系 按 逆 时 针 方向 绕 2 轴 旋 转角 9 一 30"， 绕 9 轴 旋 转角 
一 第， 再 绕 “ 轴 旋 转角 % 一 60"。 根据 给 定 的 公式 得 到 方向 余 蓄 , 因而 


得 到 P 点 的 新 坐标 。 3 
ad 一 V 3 /4， aa 一 -V6/4, ads 一 3 132， 

am—3/44 VD/8, am=VB/4— V6/8, ag=— VT/4, 2 

7Z7 


aai=V3/ VE/8， om-1/4+3V 3/8, a = /4, 
zx -6 一 4V 3+2V6 23.97, 
y*——4--6V23+2V 3 ~ —9.02, 
s*=—4V23-4V6%~—15.5, 
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下 面 的 定理 在 力学 中 非常 重要 ,这 里 不 予 证 明 。 : 
坐标 系 转 成 另 一 个 坐标 系 。 

当 应 用 于 刚体 时 , 欧 拉 定理 可 如 下 氢 述 : 

对 于 刚体 ， 它 的 一 点 © 相对 于 参考 系 是 固定 的 ， 假 如 给 定 了 可 能 的 
初始 位 置 和 任意 别 的 最 后 位 置 ， 则 总 能 指定 经 过 O 点 的 一 根 锡 ， 通 过 绕 

空间 固定 中 心 的 一 个 球 不 可 能 作 这 
样 的 运动 ， 使 得 在 运动 的 终了 球面 上 所 
有 点 的 位 置 都 不 同 于 它们 的 原始 位 置 。 
事实 上， 或 者 有 两 点 或 者 是 所 有 点 一 定 
在 它们 原来 的 位 置 上 。 

任何 一 个 (z, y，2) 坐 标 系 总 能 通过 
角 山 , 9, 9 的 旋转 ( 见 图 11.1-8) 而 与 上 
有 相同 原点 的 另 一 个 (z”， y*, 8*) 坐标 

图 红 工 5 欧 拉 角 yw; or 9 。 系 相 重合 ,其 中 天 是 2 9 平面 与 2*, y* 
平面 的 交 线 , 这 些 角 就 叫做 欧 拉 角 。 

11.2 线性 空间 
线段 

长 度 和 定向 通过 两 点 了 1 和 
Ps 直线 上 的 线段 PiPs 是 位 于 PP 
和 Ps 之 间 ， 包 括 Pi 与 Pa 的 所 有 
点 集合 ( 见 工 , 第 7 章 )o 如 果 两 个 点 
在 有 向 直线 上 ， 如 在 空间 笛 卡 尔 坐 
标 系 ( 见 图 二.2-1) 的 > 轴 革 的 @au 
和 Qis, 拒 线段 8i1815 看 作 有 了 疝 量 或 
向 景 ， 根 据 它 的 方向 是 否 同 > 轴 的 
方向 一 致 而 取 为 正 向 或 负 向 ， 换 名 
话说 ,使 


图 11.2-1 空间 线段 的 分 蛙 


re Sp 
[QQe|=xa~2z1 和 |Q12Q11| = 太一 7 
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因而 有 19agp1=-1950al。 
用 191Qi21 记 这 线 眉 的 长 度 。 

-假如 给 定 空间 两 点 Pi 和 Pa 的 笛 卡 尔 坐 标 为 (zy ba 421) 和 CX2, Yas 
&), 那 末 过 Pi 和 Ps 而 平行 于 坐标 平面 的 三 个 平面 ,分 别 在 坐标 轴 上 截 
出 线段 V11Q12, Os QV 和 V1 它们 就 叫做 线段 PiPs 的 分 量 。 假如 这 
线 女 定向 为 PiP2, 履 末 它 的 分 量 是 Qiigr, a 和 a18326o 在 直角 三 角 
形 PoPiPs 中 ， 可 以 根据 毕 达 哥 拉 斯 定理 计算 线段 [PP 的 长 度 。 


线段 PiPy 的 长 度 | |PiPy| -VOD Ty TC 


【 例 】 计算 点 PC5, 2 一 也 和 Pa 一 3 一 2 0) 之 问 线段 PP 的 
长 度 |PPal 是 
IPiPal=V (一 3 一 5 十 (二 3 一 2 人 ?二 (0 二 1) 
VE te rl V8, 
线段 PiP 为 9 单位 长 。 
空间 任意 三 点 之 间 的 距离 满足 三 角形 不 等 式 。 


三 角形 不 等 式 : |PiPs| <|PiPsl + |PaPsl 


在 定向 直线 上 有 向 线段 的 符号 在 分 析 上 是 以 它 的 向 量 与 在 定向 直线 
上 单位 向 量 的 内 积 得 到 的 : 例如 ,91 一 za 一 -m1>0 或 OQ j= ya — 
妇 <=0。 车 由 两 点 Pi 和 Ps 确定 的 直线 有 定向 BiP2, 那 末 它 的 单位 向 量 
是 ce 一 PiPs/|PiPs|。 车 Qi 和 Qs 是 以 PrPs 定向 的 直线 上 的 任意 两 点 ， 
那 末 定 向 距离 19102] 根据 下 面 的 约定 : 当 定向 8192 对 应 于 五 ;的 定向 
时 ， [2 二 十 |Q10s|;” 当 定向 定向 iQs 对 应 于 BsPi 的 定向 时 ， 

1Q10s1= 一 一 |69:|。 

分 割 “ 假 设 给 定 的 直线 以 忆 P; 为 定向 ，P 是 直线 上 不 同 于 Ps 的 任 
意 一 点 。 称 也 以 比率 =|P1B1 :1BPs| 分 割 定向 线段 PrBs, 并 且 称 入 为 
分 唱 比 。 特 别 地 , 当 书 位 于 Pi 和 Ps 之 间 时 , 称 为 内 分 导 ; 这 时 >0。 当 
书 落 在 线段 BBs 外边 时 , 称 为 外 分 判 , 于 是 入 <0。 线 段 的 中 点 关于 两 个 
端点 总 有 分 割 比 ==1。 

关于 定向 线段 瑟 轧 的 分 割 点 卫 由 分 割 比 太 唯一 确定 。 洲 (oo gu 21) 
和 (zy 92， 33) 是 Pi 和 Ps 的 坐标 , 那 未 卫 有 举 标 =z 十 和 za)/ (1+ 入 ， 
y= +A) /TEN £=(81+ A89) /1+ Ne 
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【 例 】 Pi(5, 2, 1) 和 Po(-- 3，- 2 0) 的 有 向 线段 PiP; 按 比率 
= -5 分割。 分 割 点 的 坐标 是 
z~[5+(—H)(-8)]/( -5 =20/(-4)=-5, 
y=[2+(— (2]/d-H)=12/(-D= -3, 
s=[-1i+(-8) 0/ =—1/(-S =1/4, 
因为 X= 一 5<0, 所 以 这 是 外 分 割 。 
当 一 条 射线 上 的 若干 点 平行 投影 到 任何 另 一 条 射线 上 时 ， 这 些 点 的 
分 割 比 保持 不 变 ( 见 图 11.2-2), 


9? 
a TO 
1 
1 B 4 
7 J 一 
a 
图 二 -2-2 在 平行 投影 下 分 割 比 保持 不 变 图 11.2-3 直线 的 方向 角 


直线 

方向 余弦 。 一 条 定向 息 线 的 方向 余弦 就 是 角 (方向 角 ) 的 余 粥 ,这些 
方向 角 是 过 原点 且 与 给 定 直线 同一 方向 的 平行 线 与 正 坐 标 轴 的 交角 ( 见 
图 11.2-3)。 这 三 个 角 按 旋转 的 方向 而 有 两 个 不 同 的 值 ， 但 是 它们 的 余 
弦 是 唯一 确定 的 , 因为 cos 一 cos (2% 0)。 . 

关系 。 若 具有 方向 角 a, B, y( 关 于 x 轴 , y 轴 和 z 轴 ) 的 一 条 定向 直 
线 通过 坐标 为 (ct Yi, #2) 的 点 Pi 又 设 了 Plz, y, 们 是 这 直线 上 的 任意 
一 点 , 那 未 xz 一 习 十 [BiPleosa, Yy = 人 1 十 |Bi1P|eosB, 2 一 1 十 | 五 三 |cosy。 
这 个 证 明 是 简单 的 。 首 先 取 一 个 直角 坐标 系 ， 以 Pi 点 为 原点 ， 然 后 进行 
平稳 。 由 此 得 出 (2 一 20D34+ (一 ?十 (2 一 #1)?==|PiP|?(cos?a+cos?B 
+cos?y)。 利 用 |BiPs| 的 标准 公式 , 就 得 到 定向 直线 方向 余弦 之 间 的 基 


本 关系 。 
[ee a++cos: B+cos? y=1 | 


反之 , 可 以 把 具有 十 +=1 的 任意 三 个 数 a, 5b, 看 作 空间 一 
条 定 疝 直线 的 方向 角 余弦 。 
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由 两 个 给 定点 计算 方向 余 深 。 若 Pl 和 Ps 是 空间 两 点 ， 它 们 的 坐标 
分 别 为 (zu yi 2 和 (zz, Ya，23)， 那 末 由 下 列 公式 给 出 从 户 到 Ps 的 定 
向 直线 方向 角 a, 8 和 的 余弦。 

coga= (x3— £1) /| PiP2|, cosB= (ya —y1) /| PiPsl, 
cosy= (89—21)/| PiPs|, 
PiPs| =V (22—71)7 + (Ya—Y1) + (22 — 81)3 

【 例 】 确定 从 Pi(5, 2， 一 1) 到 Pa( 一 3， 一 2, 0) 的 定向 直线 的 方向 

余弦 。 有 MLCz2 一 ?D7 十 (ya 一 y1) ?十 (82 一 9)? 一 V8 十 柜 十 了 =9; 因此 


cosa=(-3- 名 /9 一 一 导 ，o6sB 一 (2~2)/9 二 一生， 


“oosy=[0-(-D]/9= 地 。 


作为 一 种 检验 ,这 些 余弦 的 平方 和 为 1。 

直线 方程 ”引进 | 向 量 x=Zi 寺 yj 十 sk, wi 一 XiYij+s1k。 e=cosai 
十 Cos Bj 十 cos yk, 方程 $= 二 x1 填 |BiBlcosa, Y= 十 [BB|e0gB, 2 二 21 十 
| 有 leosy 能 写成 简单 形式 x 一 xw1+ |PiPie。 向 量 e 就 叫做 方向 向 量 ， 
它 是 单位 向 量 。 有 时 用 e 的 倍数 代替 e 于 是 用 字母 替代 e。 

车 -- 般 地 写 为 z= 刀 十 加, 那 末 对 于 给 
定 的 x1 和 a, 任意 一 个 实数 t 对 应 于 一 个 向 
量 x, 它 从 原点 指向 该 直线 上 的 一 点 。 当 区 
取 遍 从 一 ~ 到 十 co 之 间 的 所 有 实数 时 ， 就 
得 到 直线 上 的 所 有 点 。 反之 , 对 于 直线 上 的 
任何 一 点 对 应 于 一 个 数 为 使 得 向 量 为 x=zx1 
+ta 终止 于 该 点 。 因 此 x 一 x1+ta 称 为 此 直 
线 的 点 向 式 或 因 叫做 参数 ， 所 以 此 式 叫 做 
直线 的 参数 表示 ( 见 图 11.2-4)。 


图 11.2-4 直线 的 点 向 式 


直线 的 参数 表示 | 。 =zi 十 如 


对 于 直线 的 参数 表示 来 说 , 重要 的 仅 是 在 (一 ~“， 十 ~%) 内 的 每 一 个 
参数 值 都 对 应 于 唯一 的 点 , 反之 亦 然 , 重要 的 不 是 当 1 从 一 ce 到 十 oo 变 
化 时 所 描述 的 直线 走向 。 因此 a 的 方向 不 起 作用 ， 而 且 a 也 不 必 是 一 个 
单位 向 量 。 
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【 例 】 找 出 前 一 个 例子 中 直线 的 点 向 式 。 因 此 认为 1 和 方向 余 获 
是 给 定 的 : 


zl 一 开 十 2 一 天 和 . e= 一 (3) (8i+4j—K)o 


所 以 点 向 式 为 
z= (i+ 2 一 可 (Bi 和 下。 


藻 取 新 的 参数 4 一 一 了 那 末 方程 是 
x 一 (5 十 中 一 有 +u(Bi+ 4 —k), 

这 仍 是 给 定 直线 的 参数 天 示 , 不 过 它 的 方向 向 量 不 再 是 单位 向 量 , 并 且 它 
也 不 再 具有 的 定向 。 

给 定 两 点 。 洲 坐 标 为 (zi Y1,， 81) 和 (x2, ya, 22) 的 Pi1 和 Ps 是 直线 
上 的 两 个 给 定点 ， 设 wi 一 zjiyij 十 #1K 和 x2 一 za 十 y2j 十 82k， 取 4 一 wa 
一 x1 为 方向 向 量 。 如 果 将 这 个 表达 式 代入 点 向 式 中 的 a, 那 就 得 到 该 直 
线 的 两 点 式 。 


| 二 线 的 两 上 式 |。 = 一 mao 一 am 


【 例 】 求 过 P15, 2， 一 尹 和 Pa( 一 3， 一 2, 0) 的 直线 两 点 式 。 

从 台 二 各 十 妇 一 上 和 za 一 一 和 一 中 得 到 xz? 一 xz4 一 一 中 一 季 上 + 两 点 
成 是 x 二 (5i 十 杂 一 月 十 谎 一 妇 一 条 十 有 ,或 选取 一 个 新 的 参数 , 4 二 一 纪 
就 有 w= 二 (5i+ 27 一 KR) 十 wl8i+ 4j 一 Kk)。 

基本 的 几何 问题 ”现在 推导 一 些 公式 ， 它 们 有 助 于 解决 更 重要 的 几 
何 问 题 。 ， 

两 线 的 夫 角 。 称 以 和 为 定向 的 两 直线 包 成 角 w 如 果 过 原点 
行 于 它们 且 有 相同 定向 的 两 条 直线 包 成 这 个 9 角 。 根 据 内 积 (数量 积 ) 的 
定义 ,得 a:a*==|e| :|a*|cosg。 当 aa* =0 时 , 两 条 直线 互相 垂直 。 因 
为 e=a/|a| 和 e*==a*/la*|, 得 到 cosg 一 ee*。 


[eos0=e-e | 


【 例 】 由 w= (2 一 3 十 48) 十 C3i 一 47 十 12k) 和 x* 二 GG 十 5j 一 3 有 十 
如 (和 十 3k) 给 出 两 条 定向 直线 。 如 果 它 们 的 定向 对 应 于 给 定 的 方向 向 量 ， 
那 末 它们 包 成 多 大 的 角 9?<r2? 必须 首先 使 给 定 的 方向 向 量规 范 化 。 这 
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e= (3 一季 +1 有 /V5TI6T -十 tt -AJ+ 12R) : 
和 er (d+3A/VITIG = 于 (4i4 3K), 


这 样 ”cosp= 2 (8i~4j+12k). (4i+ 3k) 
1 

dx13 

因此 由 给 定 直线 包 成 的 角 g 守 各 .4°, 这 并 不 是 说 那 两 条 直线 相交 ! 
- 点 到 直线 的 距离 。 若 w= 
sn 1+ 夫 是 给 定 直 线 的 方程 而 
~- 一 zzette (za ya, 2) 是 给 定点 Pa 的 坐 
标 , 那 末 OP2 =zxs 是 确定 的 ， 
并 且 Q=| (za~z1) Xe| 是 点 Ps 
到 给 定 直线 的 距离 , 即 从 点 也 
— ; 到 给 定 直线 的 垂 线 长 度 ( 见 图 
图 芽 .2-5 点 到 直线 的 距离 i1.2-5)。 在 讨论 直线 时 , 按 初 

等 观念 ,将 焉 离 看 作 非 负数 ; 在 讨论 平面 时 , 采 肥 定向 距离 的 概念 。 


L 点 到 直线 的 距离 | d=| (wa—%1) Xe| | 


证 : 设 p<w 是 由 e 和 iPs 包 成 的 角 , 于 是 4==|PiPs|sing。 另 :- 
方面 ,根据 向 量 积 的 定义 |PiPyxe| = |PiP3| ,|elsing。; 因为 |e| =1, 所 
以 |PiPsxe| |PiPslsing~~4。 又 由 于 PiPs~wo 一 wy 就 得 出 如 此 结 
论 。 “ 

【 例 】 求 点 Pak3, 4 本 到 直线 

.X= (21—8j+4k)+ (/3) (3i— 4j-+12k) 
的 距离 。 因 为 x1= 如 一 5 十 4K 和 xs 二 3i+4+j 十 斥 ， 由 此 得 出 
va 一 Wl1 一 了 十 和 代 十 kK。 


因此 (wa~ 7X1) Xe=(it4i+k) x ( 吝 )(31-4+128) 


(3x4—-4x0+12x3)=48/65~~0.738'.,, 


= 训 (521— 9 — 16k), 
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这 个 向 量 的 长 度 就 是 所 求 的 距离 


_1 or i161 Va70F 256 
d= 52 + 9 16 V04+81+256 
1 i 

~ VOI~4.24, 


点 Ps 到 给 定 直 线 的 距离 近似 于 4.24 单位 。 | 

两 条 偏 针线 之 间 的 距离 。 两 条 没有 公共 点 也 不 平行 的 直线 称 为 仿 
针 。 若 1 和 小 是 两 条 偏 斜 线 , 那 未 总 能 在 1 上 确定 一 点 和 在 上 上 确 
定 一 点 8*, 使 得 向 量 80* 垂直 于 这 两 条 直线 ( 见 工 , 第 9 章 )。 这 个 向 量 
难 长 度 就 是 1 入 * 上 任意 两 点 所 能 具有 的 最 短 距离 ， 它 就 叫做 这 两 条 直 
线 之 间 的 距离 。 

距离 a 能 根据 1 的 方程 z=xi+ta 和 小 的 方程 2* 一 wt+ta* 来 计 
算 。 存 在 参数 刀 使 得 zi 十 iia==06 和 参数 1 使 得 避 +Tia* O00*。 因 
为 00* 垂直 于 a 和 a*, 所 以 98* 一 4. (aXa*)/laxa*|。 若 把 这 个 痊 
达 式 代入 06* 一 00+00* 中 , 两边 与 (a Xa*) 取 数量 积 ， 然 后 解 出 d 就 
得 两 条 偏 斜 线 ? 和 7* 之 间 的 距离 0。 


两 条 偏 斜 线 之 间 的 距离 | 4 一 | (x1 -2) (axa")|/laxa"| 


【 例 ] 对 于 直线 xz 一 G+7 十 和 十 1G 一 7 有 和 玉 一 (一 了 有 十 

7 一 jk) 来 说 ,ma 一 丰 一 和 人 xx 过 一 一 和 一 邓 , 所 以 给 出 距离 4 为 
Cd 一 |21. (一 2 一 31) /VPT VD. 

这 两 条 直线 之 间 的 距离 近似 于 1,414 单位 。 

两 条 直线 相交 。 空 间 两 条 直线 一 般 没 有 公共 点 。 若 两 条 直线 1 和? 
的 方程 分 别 为 = 一 wx (一 xz 十 经 和 ww* 一 x*(7) 一 Xi 十 va*, 并 且 ( 至 少 ) 有 
一 公共 点 ， 那 末 ( 至 少 ) 存 在 一 对 i, 7 值 使 得 w() 二 x* (5)。 对 于 这 个 向 
晤 方程 相应 有 两 个 未 知 量 三 个 线性 方程 的 系统 , 一 般 它 没有 解 。 

下 边 的 条 件 是 存在 唯一 解 的 充分 必要 条 件 ， 即 空间 两 条 直线 恰 有 一 
个 公共 点 的 充分 必要 条 件 。 


axa*<F0 和 (ox) (axa’) -0 | 


1 
第 一 个 条 件 说 明 两 条 直线 不 平行 ， 因 此 不 会 重合 。 第 二 个 条 件 直 接 
出 琴 条 偏 斜 线 之 间 的 距离 公式 得 出 , 因为 两 条 相交 直线 必定 距离 为 零 , 若 
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存在 两 个 参数 i 和 ~ 是 这 方程 组 的 唯一 解 ， 那 未 把 它们 代入 直线 方程 就 
给 出 1 入 的 交点 。 否 则 ,或 者 无 交点 (无 解 ), 或 者 1 和 小 重合 (有 无 穷 
多 个 解 )。 

[ 例 】 对 于 直线 = 2 一 引 二 4 缴 ) 寺 31 十 条 十 12R) 和 or = (二 可 
一 3K) 十 (36i 十 2121 十 274)， 发 现 距离 4 一 0。 因 为 axa* 于 0, 这 两 条 直 
线 就 恰 有 一 个 交点 。 于 是 必定 存在 + 和 5 使 得 

(27—37+4dk) -+t(3i—4+12k) 
一 (十 好 一 38) 十 5(36i-+212j-+ 27k)， 

因此 有 (1 十 中 一 36z)i 一 (8 十 条 十 212r)7 二 (7 十 121 一 277) 天 =0。 因 为 一 
个 向 量 只 有 当 它 的 各 分 量 都 为 0 时 , 它 才 是 零 向 量 , 所 以 就 得 到 下 列 方程 
组 ， 


3 一 36r 一 一 工 
生 十 2127 一 一 8， 
了 2 一 277 一 一 7。 


它 有 唯一 解 1 一 一 .上 5,x~ --- 击 。 若 把 这 些 参数 值 代入 直 线 方程 , 则 = 一 
”并且 这 个 向 量 的 终点 就 在 两 条 直线 的 交点 上 。 这 给 出 
vw" (3 —17}— 144k)。 


交点 的 坐标 是 。 
2ZA0.077,， yo~ —0.436, #2~ —3.692, 

将 通过 固定 点 的 直线 系 叫做 线 把 。 此 外 , 若 这 些 直线 全 部 落 在 一 个 平 

而 上 , 则 称 之 为 线 大 ,对 于 定 商 六 直线 来 叫做 圭 线 来。 
平面 

平面 方程 ”空间 一 平面 可 以 由 不 在 
同一 直线 上 的 三 点 确定 下 来 ， 或 者 由 两 
点 和 不 与 过 这 两 点 的 直线 平行 的 方向 向 
量 确定 或 者 由 一 点 和 两 个 互 不 平行 的 方 
向 向 量 确定 。 

参数 表示 。 车 给 出 一 点 Pi 的 举 标 
《zu Yis 51) 和 两 个 不 平行 的 方向 向 量 a 
图 11.3-6 ”平面 的 参数 表示 。 。 和 a*。 如 果 向 量 0PI 记 为 xL 那 末 x* 
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一 2 十 好 终止 于 点 P*, 它 在 由 zi 和 所 确定 的 直线 上 。 向量 x=x* 十 
va* 终止 于 点 卫 , 它 在 由 xb a 和 a* 所 确定 的 平面 上 。 因 此 , 对 于 任何 -- 
对 参数 tT7, 由 zx 一 zl 十 经 十 Ya* 确定 平面 上 的 一 点 。 反之 ， 对 于 平面 上 
任意 一 点 了, 总 存在 两 个 数 志 7 使 得 这 种 表示 成 立 。 这 就 是 平面 的 参数 
表示 ( 见 图 11.2-6)。 


平面 的 参数 表示 也 一 21 十 细 十 TG” 


假如 给 出 两 点 Pl, Ps 和 一 个 方向 向 量 w 那 末 人 必 可 以 确定 为 过 
P1, Ps 直线 的 方向 向 量 .假如 给 出 三 个 点 , 那 末 过 这 三 点 可 以 引出 两 条 直 
线 , 从 而 算出 方向 向 量 & 和 a*。 在 每 一 种 情况 下 , 都 能 得 到 给 定形 式 的 参 
数 表示 。 

【 例 】 空间 三 点 PiC0, 1 坊 ，Pad 0 了 D 和 Pal 1 0) 确定 一 个 
平面 。 问 它 的 参数 表示 如 何 ? 首先 , 计算 两 个 方向 向 量 , 它们 不 需要 规范 
化 ,例如 


BP =0Ps— OPi=i—j, PiPs=0Ps OP =i—k, 
车 x1 一 0B1, 例如 O 是 原点 , 那 末 这 平面 的 参数 表示 为 
z=(jtk) uj + Ek), 
参数 记 为 4 +。 为 了 得 到 具有 规范 化 方向 向 量 的 表示 ， 引 进 参数 
t=uli-j|=u V2 和 z=?|i-k|l=vV2, 
利用 和 %, 有 ， , 
<“ 一 7 人 十 -7 G+ TEE 

一 般 方程 。 作 为 平面 的 参数 表示 ， 给 定 的 向 量 方程 代表 下 面具 体 写 
出 来 的 三 个 线性 方程 的 组 , 其 中 & 一 Xe @* 一 和 e"。 

若 用 4=6os Bcosy* 一 C0s B* cosy 乘 第 一 式 ， 

用 Bc0sycosa* 一 G0s y* cosa 潍 第 二 式 ， 

用 C=cosacosB* 一 cosa* cosB 乘 第 三 式 ， 


人 一 0 十 008C t+ A COSYC 人 7 
2 一 拉 1 十 入 cos 有 十 和 oos B 
4 一 上 1 十 人 1C0S 7 十 入 COS y* :To 


然后 加 起 来 , 就 得 到 过 Pi 的 平面 方程 4z 十 By 二 Ce=~ 4zl 十 By 十 Oox 或 
者 4(z 一 0) 十 BUG 一 2 二 Ce 一 2 一 0 


384 ”第 基 章 空间 解析 几何 


假如 第 一 种 形式 中 右边 的 项 记 作 一 个 常数 -DD, 那 末 就 得 到 平面 的 一 
般 方程 。 . - : - 


| 平面 的 一 般 方程 . | Art+Byt+0stD=0 | 


空间 坐标 (xz, y, 8) 满 足 这 种 形式 方程 的 所 有 点 洲 在 一 个 平面 上 , 其 
中 4, B, 0, 不 全 为 0。 对 于 每 一 个 平面 存在 这 种 类 型 的 方程 , 使 平面 上 
全 部 点 都 满足 这 个 方程 。 更 确切 地 说 ， 对 于 任意 一 个 平面 存在 无 穷 多 个 
这 样 的 方程 ， 因 为 这 样 的 方程 乘 以 任意 一 个 非 
零 数 不 会 代表 不 同 的 平面 。 因 此 , 4, B, 0, 也 ， 
的 实际 值 不 具有 几何 意义 ， 而 只 是 它们 的 比率 
才 具 有 几何 音义。 
从 一 般 方程 ,将 DD 移 到 右边 ， 再 两 边 除 以 
一 D, 并 设 4g= 一 也 /4,0D= 一 也/B,C= -D/O, 
就 得 到 平面 方程 的 截 距 形 式 。 这 里 假定 4, B， 
0, DD 全 不 为 0; 不 然 就 尽量 进行 相应 的 运算 ， 
国 贡 .8.7 于 面 雪 玫 方 有 找 出 截 距 方程 ( 见 下 面 的 例子 )。 从 截 距 方 程 中 ， 
能 看 出 这 平面 在 x 轴 上 截 出 线段 4, 在 y 轴 上 
截 出 线段 5b, 在 sz 轴 上 截 出 线段 c( 见 图 世 .2-7)。 经 过 原点 的 平面 没有 
截 距 方程 。 | 


2 
平面 的 袁 拓 方程 。 | 多 + 区 + 宇 =1 
[ 例 ] 着 一 G+ 一 2 二- 语 (-it 且 十 - 隔 G+tj 一 有 是 平面 
的 参数 表示 , 那 末 方向 向 量 g 和 oa* 有 方向 余弦 : 
cosa——L,, oos p=- L cosy = 
V3 - V3 V3’ 
cosux =— 1 cos p*.=—L. cos y* = 1 
V3 .V3 :V3° 
1 -LV .TN 
因此 ， 4 5 可 ( 方 ) ( 方 ) 0, 
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0-( 广 )(TE) (Ti 
所 以 平面 的 一 般 方程 是 
0Cz-3) + 有 yD+E(et2) -0 


或 0.z 十 号 9 与 x 一 
因而 截 距 方程 为 


0-z 一 % 一 ?一 1 或 cht 本 一 1 


这 平面 截 > 轴 于 “无 穷 远 点 ”% 即 它 平行 于 7 轴 。 这 平面 截 y 轴 于 y= 一 1 
截 4 轴 于 24 一 一 二 
海 赛 (Hesse) 法 式 。 车 一 般 方程 除 以 MV 和 王 十 素 十 到， 并 设 
A/VA HBITOT =m, B/VATS BO =ny, 
O/VATT BITOT ~—ng 


2 
3° 


以 及 D/V M+ B+O =p, 
就 得 到 平面 方程 的 海 赛 法 式 。 
| 平面 方程 的 海 赛 法 式 | ma+ng+oae+p=0 
向 量 表示 的 海 赛 法 式 me 
引进 向 量 s 一 只 十 好 二 不 和 于 一 Mi 十 227 二 ak 就 能 以 十 分 简单 的 方 
式 来 表示 海 赛 法 式 。 


”向量 二 垂直 于 这 个 平面 ， 称 为 该 平面 的 法 向 是， 它 是 单位 向 量 。 从 
平面 的 一 般 方程 出 发 , # 的 定向 由 V 证 于 束 十 多 的 符号 决定 。 通常 取 
正 的 平方 根 ， 于 是 位 于 方向 的 平面 一 侧 定义 为 正 侧 ， 另 一 侧 定义 为 负 
侧 , 进而 讲 正 半空 间 和 和 负 半 空间 。 平 面 的 定向 是 在 正 侧 按 逆 时 针 方 向 取 为 
正 向 。 正 如 定向 直线 上 两 点 之 间 的 有 向 距离 那 涯 ， 引 进 点 到 定向 乎 面 的 
有 向 距离 ， 并 应 用 如 下 。 原点 到 给 定 平面 az= 一 p 的 距离 是 p。 如 果 
2>0， 那 末 原 点 位 于 止 半 空间; 如 果 p<0， 则 原点 位 于 负 半 空间 。 图 
11.2-8 给 出 了 海 赛 法 式 的 说 明 。 上 面 的 平面 表示 空间 的 任意 一 个 平面 
已 下 面 的 平面 表示 过 原点 且 平 行 于 至 的 平面 。 设 书 是 召 上 任意 一 点 ， 
Pp 是 0 到 瑟 的 距离 , n 是 吾 的 法 向 量 。 若 Pp 为 OB 一 x 和 wn 包 成 的 角 ， 
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图 蕊 ,3-8 平面 海 赛 法 式 的 空间 说 明 图 了 .3-9 点 到 平面 的 距离 
那 末 根 据 内 积 的 定义 zx 一 |z| .1xijcosg， 再 由 | 中 | = 工 得 出 
nx=|x|cosg= — |x|cos(180° — g) 


从 直角 三 角形 OPP' 得 出 |z|eos(180° -pg) 一 py 即 mw 一 一 p。 
【 例 】 求 上 例 给 定 平面 的 海 赛 法 式 。 
由 4=0, 了 -3 0- 卫 得 出 VTTETOT-\/ 号 -了 V3o 如 果 


-3 
平面 的 一 般 方程 除 以 弛 V3, 就 得 到 海 赛 法 式 。 它 是 


或 用 向 量 形式 为 - 


基本 的 刀 何 问题 有 一 些 基 本 问题 利用 向 量 记 法 求解 特别 巧妙 。 

点 到 平面 的 距离 。 若 nx= 一 p 是 平面 的 海 赛 法 式 , PCzo, yo, 80) 
是 空间 任意 一 点 ， 那 末 4 二 n'wo+p 是 Po 到 这 个 平面 的 距离 。 这 从 图 
也.2-9 很 容易 看 出 , 上 面 的 平面 表示 给 定 平 面 巴 , 下 面 的 平面 表示 过 0 
点 且 平 行 于 轧 的 平面 , 中 间 的 平面 是 过 Po 点 且 平 行 于 了 的 平面 。 正如 
对 于 平面 召 上 任意 一 点 了 P, 利用 三 角形 OPP' 得 到 nn'x 一 一 p 一 样 , 当 Po 
是 空间 任意 一 点 时 ， 利 用 三 角形 0PoPo 得 到 nn.xo= 一 Cp 一 0), 因此 有 
d=—n'%+ po 


| 点 到 平面 的 距离 | d=n'x0tp | 


【 例 】 求 点 Po(3， 一 1 允 到 上 例 给 出 平面 的 距离 。 距 离 公式 给 出 
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dV ECA: (3i—j+2k) + ME 


-Yoxa- 1x1+1xD + = /2 ~1.414, 


所 求 的 距离 近似 于 1.414 单位 。 

两 平面 之 间 的 角 。 若 zx 一 一 0 和 mx 一 一 2* 是 两 个 平面 的 海 赛 
法 式 ， 那 末 它 们 之 间 的 角 ? 等 于 它们 的 法 向 量 4 和 zz* 之 间 的 角 ， 因 此 
Cos p=nn’o 特别 地 , 当 且 仅 当 mw.n*=0 时 ， 两 个 平面 互相 垂直 。 


ER | 


【 例 】 平面 ye 与 2 一 YT 是 本 了 相生 二 ? 这 两 


个 而 的 党 量 分别 为 -和 m= -- 训 i—j + 7k)o 
因此 cosp 于 "了 而 (X23x1--1x7) ~=0, 即 p~90*。 所 以 给 定 


的 这 两 个 平面 是 互相 生 直 的 。 
”两 平面 相交 。 两 个 平面 只 要 不 平行 ， 它们 总 相交 于 -直线 。 因此 ， 
inxn*| <1 或 nxn* 二 0 是 两 个 平面 相交 的 充分 必要 条 件 。 两 个 非 平行 
平面 总 有 一 条 公共 线 ， 这 就 叫做 交 线 。 因 为 它 垂直 于 n 和 xz*, 它 的 方向 
向 量 能 表示 为 a 一 mnXn*。 如 果 定 出 满足 两 个 方程 za,z 一 一 D 和 Wasz 一 
一 2? 的 任何 一 个 点 , 那 末 从 这 个 点 和 得 到 交 线 的 参数 表示 。 具 体 地 说 ， 
求 坐标 满足 给 定 方程 组 的 一 点 , 其 中 m1, ro 和 是 的 分 量 , 以， 起 , 优 是 
w* 的 分 量 。 这 一 点 连同 方向 向 量 a 给 出 交 线 的 点 向 式 。 例如 车 oz- 
fi 六 0， 出 


RIT + Ny 十 9233 = ~ Po, 


22 十 713 十 0 - pp*o 


T= (ph ~ p18) / Go 一 7282)， 
Y= (PRi— PRI) an — nna)s 
s=0 
是 上 面 方程 组 的 一 个 解 ( 见 图 11.3-10)。 
包含 一 公共 直线 的 平面 族 叫 做 平面 束 ( 见 图 11.2-11)。 必 不 可 少 谣 
是 nxn* 土 0。 . 
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图 11.3-10 ”两 平面 交 于 一 直线 图 逢 .2-11 平面 东 


| wi | CatDtretp) 0 | 


为 了 证 骨 给 定 的 方程 表示 一 个 平面 束 ,引进 如 下 形式 (mn 十 Xn*) ,z 十 
(p+Xp*) 一 0。 首 先 ,对 于 每 一 个 值 和 上 述 方程 显然 表示 一 个 平面 , 因此 
罕 在 无 穷 多 个 平面 。 现在 必须 证 明 ， 所 有 这 些 平面 有 一 条 公共 线 。 首 先 
考虑 由 入 的 两 个 值 xx 和 ja(Mx 闻 ja) 所 给 出 的 平面 , 因为 nxXn* 大 0, 所 以 
Ga 十 Nina X Ga 十 aa) = (nm Xn*) (hg 一 11) 大 0, 即 这 两 个 平面 不 平行 , 因 
此 ,它们 有 一 条 交 线 ;方向 向 量 为 a 一 n xn*。 为 了 建立 交 线 的 点 向 式 , 必 
贷 定 出 同时 满足 两 个 方程 (mn) -x 十 (pAp*) 一 0 和 (nNan*)-% 
十 (Pp 十 hop*) 一 0 的 一 个 点 。 因 为 如 天 Mo， 所 以 能 够 解 出 给 定 的 方程 组 。 
显然 ,可 以 不 依赖 于 入 和 而 定 出 a 和 %。 这 意味 着 由 入 入 所 给 出 
的 两 个 平面 的 交 线 是 所 有 平面 的 公共 线 ， 因 而 这 公共 线 可 用 开头 给 出 的 


方程 表达 。 : 
i nwt pr 0 | 


应 当 注 意 到 ， 用 给 定形 式 表示 的 平面 束 方 程 不 包括 过 交 线 的 一 个 平 
面 , 即 平面 xz" 机 一 0。3 引 进 齐 次 参数 就 能 避免 这 种 情况 。 若 入 =x*/fx， 
那 末 方程 能 写成 

Ce 二 “2 十 2 一 0， 

而 由 x=0, x* =1 给 出 平面 wz 十 or 一 0。 

【全 了】 了 求 平面 束 

[C32— 2j+ Rw+1]+ALC2i— -1+3k) % 一 11 一 0 交 线 的 点 向 式 。 这 
条 交 线 的 方向 向 量 是 

4 一 (3i 一 2 十 E) x (2 二 了- 38) 一 51 十 了 7 十 7K。 
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37-2y+4s 二 一 1 
27+y~32=1 


作为 上 面 方程 组 的 解 得 到 交 线 上 的 一 个 点 。 可 以 代入 验证 ,， 解 是 ?= 
韦 % 他 一 0。 因 此 交 线 的 点 向 式 是 轴 


xz~( 序 )G+57 二 HKSETHLHT7D。 
三 平面 相交 ”车 给 出 三 个 平面 ， 那 末 它 们 的 方程 zx 十 D=0， ixz 十 
入 一 0 和 和 ”十 2 一 0 形成 2 的 三 个 分 量 X,Yy, 5 三 个 线性 方程 组 ? 若 
这 个 方程 组 唯一 可 解 ， 那 末 这 三 个 平面 恰 有 一 个 公共 点 。 下 面 就 是 它 的 
充分 必要 条 件 。 


¥ 新 话 
ni 2 3 1 大 0。 
立交 着 


mn 

任 则 ， 这 些 平面 或 者 没有 公共 点 或 者 它们 有 一 条 公共 线 或 者 它们 重 
合 。 当 有 两 个 平面 平行 或 者 三 个 平面 中 任 二 平面 有 不 疗 的 平行 交 线 时 出 
现 第 一 种 情况 。 当 三 个 平面 属于 同一 束 时 出 现 第 二 种 情况 ， 当 所 有 平面 
有 一 个 公共 点 时 形成 一 个 平面 把 。 


平面 把 方程 (eu 十 人 +A 2 十 四) 十 Na (ta tp *) =0 


引进 齐 次 参数 (A 一 x*/x， 22 一 x**/x) 得 到 
xnxip) xn rip ) tA nto") =0, 


11.8 二 次 曲面 


主轴 

在 某 些 条 件 下 , 直角 坐标 满足 形 如 F(x, y, 4) =0 的 方程 的 所 有 点 
集合 叫做 巾 面 。 条 件 可 能 是 ， 例 如 要 求 函 数 也 Cz, y, ) 关 于 所 有 的 变量 
连续 。 根 据 所 要 求 的 条 件 , 就 得 到 曲面 的 不 同 概念 。 

若 了 (zx, y, 2?) 是 三 个 变量 2 9 # 的 线性 函数 ， 即 具有 形式 4z 二 By 
二 0g 十 D, 其 中 系数 4，B, 0 不 全 为 零 , 那 末 方 程 F(z, 9 ?= =0 表示 一 
个 平面 。 

以 后 设 卫 (w, y, 2) 是 二 次 函数 。 于 是 F(z, y, 5) =0 为 二 次 代数 方 
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程 , 即 如 下 形式 的 方程 ; 

Q1172 二 D019%Y 十 201378 十 029y? 二 249yg 十 Qa92 

”+24107+ 2aoy 4 243a8 + Qa = 0。 
可 用 这 种 形式 (其 中 前 面 6 个 系数 必须 不 全 为 0) 方程 天 示 的 曲面 叫做 二 
次 曲面 或 二 阶 曲 面 。 

在 坐标 的 线性 变换 下 (平移 、 旋转 或 两 者 的 组 合 )， 用 直角 坐标 %, y, 4 
表示 , 具有 系数 ol 直到 au 的 代数 方程 变换 成 用 直角 坐标 2*, y*， 2* 表 
示 ; 具有 系数 oli 直到 a%s 的 二 阶 代数 方程 。 最 重要 的 是 事实 ; 在 每 一 种 
情况 下 部 能 找到 一 个 旋转 , 使 得 di 一 as 一 ais 一 0。 这 种 变换 叫做 主轴 
变换 。 1 

【 例 】 在 旋转 

-cs 
下 ,方程 2+ 纺 十 zy 一 1 一 0 变换 成 
w/a ty /Da /0 —1=0, 


其 中 =V 了 3 53 c=1 


由 于 主轴 的 变换 ,讨论 可 用 二 阶 代数 方程 表示 的 元 何 图 形 ， 就 能 归结 
为 讨论 如 下 形式 的 方程 。 


| CH4122 -二 032y2 十 a 十 2444z 十 a +24ug tau=0 | 


不 过 , 开头 三 个 系数 不 全 为 零 的 方程 ,一般 可 以 通过 坐标 变换 (事实 上 通 
过 平移 ) 进一步 简化 。 在 具体 情况 下 所 需 变换 的 类 型 以 及 由 此 导致 的 简 
化 后 的 方程 形式 , 取决 于 系数 的 性 质 。 通 盘 考 虑 所 有 可 能 的 情形 , 达到 这 
样 的 结果 ; 任意 一 个 二 阶 方程 总 能 化 为 17 种 不 同类 型 的 特殊 方程 中 的 一 
种 特殊 方程 , 而 每 一 种 方程 至 多 由 四 项 组 成 。 

其 中 的 三 种 方程 具有 下 列 形式 

w/o ty/b? a /1 0, 2/a3 二 3210 十 10，x2/a2 二 T 一 0， 
这 里 的 w 5, “不 为 零 。 这些 方程 没有 实数 解 ， 因 此 不 表示 一 个 几何 图 
形 。 其 他 14 种 方程 表示 14 种 不 同 的 几何 图 形 。 下 列 9 种 是 远 化 二 次 内 
硬 碾 非 正 常 二 次 网 面 ; . 

1 /q+y3/ 寻 23/0 一 0, 这 是 一 点 (0, 0, 0》。 

2. m2/a2 + y=0, 这 是 一 条 直线 ， 即 z 辆 。 
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3. zx?/q? 一 0, 这 是 一 个 平面 , 即 y, * 平面 。 

4. 2Z2/a2= 卫 这 是 平行 于 y, 8 平面 , 距 为 二 士 4 的 两 个 平面。 

5， zz/a2 一 921/88=0, 这 是 两 个 平面 , 它们 以 直角 与 2 y 平面 相交 成 
直线 9 一 士 (pb/a)z。 

6. x2/a? 一 y2/b3 二 1, 这 是 一 个 柱 面 ， 它 被 焉 直 于 2 轴 的 平面 截 成 双 
曲线 ; 这 些 双 曲线 平行 且 合 同 于 zw y 平面 上 的 双 曲 线 zz/o2 一 92/ 妇 一 le 

7. z2/a2? 十 9g2/0? 一 也 这 是 一 个 柱 面 ， 它 被 垂直 于 sz 轴 的 平面 截 成 椭 
圆 ; 这 些 椭圆 平行 且 合 同 于 zx, y 平面 上 的 椭圆 x?/a? 二 /B= 二, 若 a=b， 
则 椭圆 就 是 贺 。 

8. ?一 2py 一 0, 这 是 一 个 柱 面 , 它 被 垂直 于 # 轴 的 平面 截 成 抛物 线 ， 
这 些 抛物 线 平行 且 合 同 于 %, 4 平面 上 的 抛物 线 2 一 22y 二 0。 : 

9，x2/a? 十 bg210? 一 so 一 0 这 是 一 个 双 锥 面 , 它 被 垂直 于 2* 轴 的 平 
面 截 成 查 圆 ( 当 8? 二 o? 时 , 即 为 圆 )。 

这 些 图 形 或 者 在 通常 意义 下 不 是 曲面 LL 和 2), 或 者 它们 化 为 一 个 平 
面 (或 两 个 平面 )， 实 在 是 一 阶 曲面 (3 到 5), 或 者 它们 能 展 成 平面 (6 到 
9)。 

最 后 , 还 剩 下 5 种 几何 图 形 , 叫做 真 二 次 曲面 。 

真 二 次 曲面 

分 类 ”经 过 主轴 变换 后 , 坐标 系 的 轴 就 是 曲面 的 主轴 方向 。 曲 面 特征 
取决 于 特异 主轴 (或 者 这 种 轴 存 在 ， 或 者 取 哪 一 根 主轴 都 无 所 谓 ) 以 及 被 
垂直 于 此 主轴 的 平面 所 截 的 曲面 截 线 。 

按照 第 一 截 线 是 椭圆 还 是 抛物 线 或 双 曲 线 , 称 这 曲面 为 顶 耐 抛物 面 
或 双 曲 面 。 

如 果 必 须 进 行 区 别 ， 那 末 第 二 截 线 的 形状 确定 形容 词 顶 贺 的 或 双 
曲 的 。 不 用 形容 词 抛物 的 ， 因 为 不 存在 真 二 次 曲面 具有 挑 物 的 横 截 
线 。 

椭圆 截 线 和 圆 截 线 就 不 加 区 别 。 国 此 椭 面 可 以 是 一 个 球面 , 椭圆 殷 
物 面 可 以 具有 圆 横 截 线 。 对 于 双 曲 面 ， 另 一 个 区 别 是 本 质 的 。 就 是 要 区 

分 单 叶 双 曲面 和 戏 叶 双 曲面 

总 共存 在 5 种 真 二 次 曲面 ， 它们 称 为 椭 面 , 椭 加 抛物 碟 、 双 曲 抛物 面 、 
单 时 双 曲 面 和 双 叶 双 曲 面 。 

- 椭 夯 在 直角 坐标 系 下 , 椭 面 方程 的 最 简单 形式 为 : 
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这 里 a,5,c 是 椭 面 半 主 轴 的 长 
度 ( 见 图 坟 .3-1) ,车 4=b=06， 
则 粒 面 就 是 球面 。 若 a, 2，e 中 
有 两 个 相等 ， 则 称 旋转 精 面 或 
双 轴 椭 面 。 如 果 两 根 相等 轴 比 
第 三 根 轴 短 , 那 末 它 是 伸 长 ( 扁 
长 ) 的 ; 如 果 两 根 相等 轴 比 第 三 
根 轴 长 ， 那 末 它 是 仲平 (扁平 ) 
的 。 要 是 数 wb c 全 都 不 同 ， 
图 二 .871 三 轴 椭 面 就 称 为 三 轴 精 面 。 

由 上 述 方程 所 表示 的 几何 图 形 是 连通 的 有 限 曲面 ， 它 关于 三 个 坐标 
平面 对 称 。 曲面 的 每 一 个 平面 截 线 是 椭圆， 每 一 条 过 原点 连结 曲面 上 两 
点 的 线 揣 (直径 ) 被 原点 平分 。 由 于 这 个 性 质 , 原点 就 叫做 椭 击 的 中 心 , 而 
椭 面 称 为 中 心 曲 面 。 

任何 一 个 椭 面 可 以 变换 成 旋转 椭 面 , 这 只 要 在 一 个 坐标 轴 方 向 上 , 按 
常数 比率 扩大 或 缩小 坐标 ( 仿 射 叶 变 ), 反 过 来 , 任何 一 个 椭 面 能 由 旋转 椭 
面 形 成 若 在 两 个 坐标 轴 方 向 上 按 常 数 比率 适当 地 变更 坐标 ,就 形成 球面 。 

椭圆 抛物 面 ” 椭 贺 抛 物 面 三 个 主轴 中 的 一 根 主轴 是 特异 的 。 在 直角 
et kee 


Re 
一 半 长 度 ( 见 图 二 .3-2)。 另 一 种 说 明 方式 : a 是 椭圆 抛物 面 为 Zz 平 
面 所 截 的 抛物 线 的 半 参数 。 类 似 地 , 是 被 y，。 平面 所 截 的 抛物 线 的 兴 
参数 。 若 ab, 则 椭圆 抛物 面 就 是 旋转 抛物 面 。 

_ 二 而 方程 所 表示 的 几何 图 形 是 在 平面 所 确定 的 正 半空 间 内 的 
连通 无 限 曲面 , 它 关于 x, * 平面 和 y, * 平面 对 称 。 该 曲面 被 每 一 个 平行 
于 * 轴 的 平面 所 截 的 截 线 都 是 抛物 线 ， 被 每 一 个 垂直 于 s 轴 ( 充 无 正 侧 ) 


图 11.3-2 椭圆 抛物 面 也 .3-3 双 曲 抛物 面 
的 平面 所 截 的 截 线 是 椭圆 。 这 # 轴 就 简称 为 轴 , 原点 叫做 项 点。 该 曲面 
没有 中 心 。 

借助 于 z 或 y 方 向 上 的 仿 射 畸变 ， 可 以 把 椭 贺 抛物 面 变换 成 旋转 抛 
物 面 , 反 过 来 , 任何 椭圆 抛物 面 能 由 旋转 抛物 面 形成 。 

双 曲 抛物 面 ” 双 曲 抛物 面 的 一 个 主轴 是 特异 的 。 在 直角 坐标 系 中 ， 
4 轴 方 向 就 是 特异 主轴 的 方向 , 这 方程 最 简单 的 形式 如 下 。 


这 里 6 和 ? 是 由 平行 于 多 东平 面 , 距 为 “= 总 的 平面 所 截 的 双 曲 线 主轴 
的 一 半 长 度 ( 见 图 工 .3-3)。 另 一 种 说 明 方式 :.%? 是 由 z 4 平面 所 截 的 
抛物 线 的 半 参数 , 类 似 地 ,及 是 由 y, 平面 所 截 的 抛物线 的 半 参 数 。 
”由 .上 面 方程 所 表示 的 几何 图 形 是 位 于 每 一 个 卦 限 内 的 连通 无 限 曲 
面 。 它 关于 zs 平面 和 y, z 平面 对 称 。 该 曲面 被 平行 于 z 轴 的 平面 所 截 
的 截 线 是 抛物 线 , 被 垂直 于 z 轴 且 不 过 原点 的 平面 所 截 的 截 线 是 双 曲 线 ; 
车 双 曲 线 所 在 平面 在 正 侧 与 轴 相 交 ， 则 双 曲 线 的 顶点 落 在 平行 于 x 轴 
的 直线 上 , 若 双 曲线 所 在 平面 在 负 侧 与 轴 相 交 , 则 双 曲 线 的 顶点 落 在 平 


行 于 y 轴 的 直线 上 。z, % 平面 截 此 曲面 成 一 对 直线 亏 + 芝 =-0 和 到- 艺 
0。 过 其 中 一 条 直线 和 轴 的 平面 , 截 垂直 于 。 J 


的 浙 近 线 , s 轴 简 称 为 轴 , 原 点 叫做 双 抛物 面 的 顶 , 点 ; 它 是 一 个 装 ， 点 o 
曲面 没有 中 心 。 
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双 曲 抛物 面 是 仅 有 的 一 个 不 能 成 为 旋转 曲面 的 真 二 次 曲面 ， 不 能 通 
过 仿 射 畸变 而 成 为 旋转 曲面 。 本 质 的 原因 是 没有 一 个 平面 能 把 它 截 成 椭 
圆 。 
还 有 一 些 形成 双 有 曲 抛 物 面 的 有 趣 方法 ， 其 中 之 一 是 将 一 条 下 凸 的 抛 
物 线 沿 着 一 条 上 凸 的 抛物 线 平移 而 成 。 由 于 这 个 缘故 ， 双 曲 抛物 面 当 作 
平移 曲面 。 

最 后 ， 双 曲 抛物 面 能 由 直线 族 产生 。 若 把 上 面 的 方程 写成 形式 (z/a 
9/D) (w/a 一 y/b) 一 28, 并 设 2/(z/a-wb) =w 和 2/ (z/a~ y/b) 一 2, 那 
未 能 从 双 曲 抛物 面 方程 导出 下 列 两 对 方程 

1. (v/at+y/b)=2u, (za 十 WAD) 一 02， 

2. (v/a—y/b) =s/%, (w/a—y/b) =2/v 
每 一 个 方程 表示 一 族 平面 , 每 一 对 方程 确定 一 族 直 线 。 这 些 直线 族 落 在 
双 曲 抛物 面 上 。 这 些 直线 是 双 曲 抛物 面 的 母线 ( 见 图 匡 .3-4)。 

由 直线 族 产生 的 曲面 叫做 直 纹 曲面 。 在 二 阶 曲面 中 , 椭圆 柱 面 、 抛 物 
柱 面 和 双 曲 柱 面 , 双 锥 面 \ 双 曲 抛物 面 和 单 叶 双 曲面 都 是 直 纹 曲面 。 

”因为 柱 面 和 锥 面 能 展开 成 平面 , 所 以 称 为 可 展 曲面 。 双 曲 抛 物 面 的 例 
子 表明 , 并 不 是 每 一 个 直 纹 曲面 都 是 可 展 的 。 单 叶 双 其 面 也 不 是 可 展 的 。 


图 11.3-5 . 单 叶 双 曲 面 


图 11.3-4 具有 两 族 母线 的 双 曲 抛物 面 
单 叶 双 曲 面 ” 单 叶 双 曲面 的 三 根 主轴 中 有 一 根 是 特异 的 ， 在 直角 泌 
标 系 ,4 轴 方 向 就 是 符 异 主轴 方向 ,方程 最 简单 的 形式 如 下 ; 


| 单 叶 双 曲 面 方程 | 与 二 所 -与 = 


这 里 , a 和 是 由 z 4 平面 所 截 的 桥 加 主轴 的 一 半 长 度 。 关 似 地 , 和 
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是 由 妃 4 平面 所 截 的 双 有 曲线 主轴 的 一 半 长 度 (图 二 .3-5)。 车 4~b, 则 
单 叶 双 曲 面 是 一 个 旋转 单 叶 双 曲面。 

由 上 面 方程 所 表示 的 几何 图 形 是 位 于 每 一 个 卦 限 内 的 连通 无 限 曲 
面 , 它 关于 三 个 坐标 平面 对 称 。 该 曲面 被 每 一 个 平行 于 4 轴 的 平面 截 成 
双 曲 线 , 被 垂直 于 z 轴 的 平面 截 成 精 轩 。 4 轴 简 称 为 轴 。 原 点 是 中 心 , 因 
此 , 单 叶 双 曲面 是 一 个 中 心 曲面。 

通过 方向 或 y 方 向 的 仿 射 畸变 ， 可 以 把 单 叶 双 曲 面 变换 成 旋转 双 
有 曲面 。 反 过 来, 单 叶 双 曲面 可 以 由 旋转 双 曲 面 形成 。 

单 叶 双 曲面 也 能 由 直线 族 生成 。 若 把 上 面 的 方程 写成 如 下 的 形式 : 
(人权 + 二 儿 到 一 过)= Go 的 人 - 包 的 ,并 设 (-gWB/Gz/a 一 sy/ 一 ww 
和 (1+%/b)/(Cz/a 一 s/o) 一 v， 那 末 从 单 叶 双 曲面 方程 能 导出 两 对 方程 : 

1. z/ats/c=u(l+y/0b), rz/a+s/c=v(1~—y/b), 

2. z/a—s/c=(1—y/b)/u, s/o—s/c=(L+Yy/b) /vo 
每 一 个 方程 表示 一 族 平面 , 每 一 对 方程 表示 一 族 直线 。 这 些 直线 是 单 叶 双 
曲面 的 母线 。。 因 此, 单 叶 双 曲面 是 一 个 直 纹 曲面 ( 见 图 本 .3-6)。 由 于 这 
一 性 质 ， 两 个 单 叶 双 曲 面 可 象 两 个 
一 根 轴 的 旋转 传动 成 关于 另 一 个 任 


意 方向 轴 的 旋转 ( 双 曲 嵌 齿 轮 ，: 见 图 
11.3-7)。 


图 十 .3-6 具有 两 族 母 线 和 图 二 .3-7 用 两 个 单 叶 双 曲 
浙 近 锥 面 的 单 叶 双 曲面 面 作成 的 旋转 传动 模型 


396 第 其 章 空间 解析 几何 


著 把 母线 平移 成 过 原点 , 那 末 它 们 就 形成 单 叶 双 曲面 的 渐 近 锥 面 。 它 
的 方程 是 2/a? 填 y?/b? 一 8g2/c?==0。 

双 叶 双 曲 面 ” 双 叶 双 曲面 的 三 个 轴 中 有 一 根 主轴 是 特异 的 。 在 直角 
坐标 系 下 ，2 轴 方 向 是 特异 主轴 方向 。 方 程 最 简单 的 形式 如 下 : 


这 里 4 和 5 是 双 叶 双 曲 面 被 平行 于 
x, 平面 , 距 为 “= 土 cV 3 的 平面 所 
蕉 的 椭圆 主轴 的 一 半 长 度 。 同样,c 和 
a 是 由 zs 平面 所 截 的 双 曲线 主轴 
的 一 半 长 度 ; c 和 9 是 由 z 平面 所 
截 的 双 曲 线 的 一 半 长 度 (图 11.3-8)。 
车 a=0b, 则 双 叶 双 曲 面 是 一 个 旋转 双 
叶 双 曲面 。 由 上 面 方程 表示 的 几何 图 
形 是 无 限 的 不 连通 曲面 ， 它 由 两 部 分 
组 成 , 分 别 在 各 个 卦 限 内 。 这 两 部 分 关 
于 坐标 平面 对 称 ， 被 任 一 平行 于 # 轴 
的 平面 截 成 一 条 双 购 线 。 当 |s|>e 
a : 时 ， 被 任 一 垂直 于 * 轴 的 平面 截 成 一 

图 导 .3-8 双 时 双 曲 面 。 个 业 加 。 4。 轴 简称 为 轴 , 原点 是 双 时 
双 曲 面 的 中 心 ， 因 此 它 是 一 个 中 心 曲面 。 通 过 2 方向 或 方向 的 仿 射 时 
变 , 可 以 把 双 叶 双 曲面 变换 成 旋转 双 曲 面 。 反 过 天 双 叶 双 曲 面 能 由 旋转 
双 曲 面 生成 。 如 同 单 叶 双 曲面 一 样 , 它 也 存在 一 个 渐 逝 锥 醒 。 - 


党 
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射影 几何 研究 那些 射影 不 变 的 几何 图 形 的 性 质 。 在 绘画 和 建筑 学 
中 的 透视 法 研究 推动 了 这 门 学 科 的 发 展 。 接 着 主要 由 蒙 日 (Gaspard 
Monge， i746~1818 年 ) 提 出 的 画 法 几何 , 袁 赛 列 (Vietor Poncelet, 1788 
~1867 年 ) 在 他 的 “图 形 的 射影 性 质 论文 ”中 给 出 了 射影 几何 的 最 初 轮 
廓 ,射影 几何 的 解析 方法 主要 是 由 麦 比 乌 斯 (August Ferdinand M5Bius， 
1790~1868 年 ) 和 普 吕 克 (Julius Pliieker, 1801~1863 年 ) 引 进 的 ， 而 斯 
坦 纳 和 斯 托 特 (Christian von Staudt, 1798~1867 年 ) 不 用 这 些 方法 发 
展 了 射影 几何 。 这 种 综合 方法 的 起 源 可 以 追溯 到 帕 普 斯 的 工作 , 他 参照 
阿波 罗 尼 斯 (Apollonius, 公元 前 265~180 年 ) 失 传 的 工作 而 引进 了 交 
比 。 克 莱 因 (Felix Klein, 1849~1925 年 ) 阐 明了 射影 几何 和 欧 几 里 得 
几何 之 间 的 联系 。 他 还 引进 几何 观念 作为 一 定 映 射 群 的 不 变量 理论 。 


12.1 射影 几何 的 基本 元 案 


非 正 常 元 素 ”一般 地 ， 平 面 上 两 条 直线 之 间 的 平行 射影 是 将 一 条 直 
线 上 所 有 点 一 一 到 上 地 了 映 成 另 一 条 直 
线 的 所 有 点 。 在 中 心身 影 或 进 视 性 中 ， -Ap pk 
源 条 直线 生 和 如 上 点 之 间 的 对 应 是 由 
过 一 点 中 心 C 的 直线 p 来 确定 的 ; 例 
如 ,车 Pi 是 4 上 一 点 , 则 直线 pi==(CP1) 
与 直线 8 相交 于 Po, 它 就 是 Pi 的 象 ( 见 
12.1- 了 »。 这 个 映射 并 不 覆盖 三 和 Ba 同 卫 .二 1 非 正常 点 的 引进 
的 全 部 点 ; 对 于 点 己 有 加 =(CP) /zz 不 对 应 于 上 的 点 ; 对 于 点 有 
五 = (08) [1 不 对 应 于 hh 上 的 点 。 为 了 保持 一 一 映射 ,对 平面 的 正常 点 
附 止 平面 直线 的 一 切 方向 作为 非 正常 点 ;于 是 点 已 的 象 即 妨 的 方向 ,@ 的 
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逆 象 是 刀 的 方向 。 一 个 正常 点 和 一 个 非 正常 点 严格 确定 一 条 正常 直线， 
它 过 正常 点 且 以 非 正常 点 为 其 方向 , 例如 , 直线 po 过 忆 和 它 的 象 。 不 同 
的 是 , 两 个 非 正 常 点 确定 非 正 常 直 线 , 它 是 由 所 有 的 非 正常 点 组 成 。 两 条 
平行 直线 相交 于 一 个 非 正常 点 ， 它 对 应 于 这 两 条 直线 的 公共 方向 。 而 一 
条 正常 直线 和 非 正常 直线 相交 于 一 个 非 正常 点 ， 它 对 应 于 这 条 正常 直线 
的 方向 。 | 
相 比 于 欧 几 里 得 平面 的 几何 , 在 射影 平面 上 两 条 直线 总 相交 于 一 点 ， 
过 两 点 恰 有 一 条 直线 。 

射 形 平面 ”由 所 有 的 正常 点 和 非 正常 点 组 成 。 它 的 线性 子 空间 就 是 
各 条 正常 直线 以 及 非 正 常 直线 。 因 为 正常 点 和 非 正常 点 可 以 通过 中 心身 
影 互相 映射 ,所 以 在 它们 之 间 加 以 区 别 是 没有 多 大 意义 的 。 同 样 , 区 别 正 
党 直线 和 非 正 常 站 线 也 失去 了 它 的 党 义 , 痰 平行 线 也 没有 意义 了 。- 

以 同样 的 方法 ， 对 正常 点 附 上 所 有 的 非 正 常 点 , 即 空间 直线 的 方向 ， 
可 以 从 软 几 里 得 空间 得 到 碳 影 空间 。 这 些 非 正常 点 的 集合 形成 非 正常 平 
西 。 非 正 常 直线 是 由 正常 平面 与 此 非 正常 平面 相交 而 成 的 ， 因 此 这 些 非 
正常 直线 张 成 非 正常 平面。 


天 一 线 。 二 条 直线 和 不 在 这 直线 上 的 一 点 恰 张 成 ~ 平面。 
假使 取 直线 , 而 不 是 取 点 作为 射影 平面 的 基本 元 素 , 那 末 点 作为 直线 
束 的 顶点 是 线性 子 空 间 。 


假使 3 是 射影 平面 五 外 的 一 点 , 那 末 过 8 的 每 一 条 直线 与 它 同 平 
面 瑟 的 交点 书 存 在 一 一 对 应 ( 见 图 13,2-1)。 假 使 直线 用 非 零 向 量 = 表 
示 ; 那 末 pep 于 0) 给 出 卫 上 的 同一 点 古 于 是 它 表征 为 一 维 向 量 空间 。 参 


考 向 量 空间 的 基 如 ,1, cs, > 具有 表示 x 一 eoxo+esz1t+exrs~ 总 ev 或 
应 = 六 apxe 由 点 卫 所 确定 的 三 个 数 (zo, zy zo) 是 它 的 齐 次 而 影 业 | 


标 ， 章 次 是 由 于 (pzo， pwi, px2) (p#0) 也 表示 同一 点 。 思 2 一 et(t-= 
0, 1, 2 的 基点 可 具有 章 次 坐标 (1, 0, 0),:(0, 1 0) 和 (C0, 0, DD, 以 w= 
e 一 eotelt+e2 的 单位 点 具有 齐 次 坐标 C1, 也 1)。 基 点 和 单位 点 组 成 射 
影 坐 标 系 的 基 。 假使 取 伐 向 量 es 和 2, 而 用 向 量 e; 二 pses 和 e'=pe 代替， 
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图 也 ,3-1 射影 坐标 的 引进 


那 末 人 =pe~p 闵 a 和 oe 一 六 ao 一 六 ap 由 此 得 出 mp 和 mm 一 po 
即 若 比率 mu:zitza 保持 常数 , 则 齐 次 举 标 保持 不 变 。 

假使 8" 是 平面 苹 外 不 同 于 总 的 一 点 ,相对 于 8 有 向 量 阅 sew 那 
未 相对 于 8% 点 蕊 和 忆 有 形 如 驻 = 镶 ouw 入 一 锐志 的 向 量 。 合 每 
一 个 关于 8 有 向 量 届 mey 的 点 开 唯 一 地 对 应 为 关于 8 有 向 量 习 (s+ 
癌 roo ja 的 点 XX， 使 每 一 个 向量 == 习 mies 对 应 于 向 量 
x'~—E Ee)ey 
的 仿 身 揣 而, 由 已 变 到 司 , 向 量变 到 ol，。 变 到 的 条 件 唯一 地 确定 。 
然后 , 着 向 量 p= 习 peet 表示 P, 则 它 的 象 P' 表示 为 


7 2 2 外 ; 
vp 一 六 (vv) -Spe 
因此 P' 相对 于 基 et 有 和 卫 相 对 于 基 e; 一 样 的 坐标 。 所 以 射影 坐标 仅 
依赖 于 基 , 而 不 依赖 于 周围 空间 的 点 8 和 S', 它们 只 是 用 来 导出 坐标 。 
反之 ， 平 面 上 四 点 Bo, Bi 媚 ， 思 其 中 无 三 点 共 线 ， 确 定 一 个 射影 
坐标 系 ; 这 四 个 点 是 坐标 系 的 基 。 为 此 用 直线 把 乎 面 外 的 一 点 如 和 给 定 


的 四 点 连接 起 来 , 并 在 ,8B, 和 8 中 选取 向 量 e 和 e, 使 得 习 a=e。 这 
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些 向 量 ee 是 线性 独立 的 ,因为 点 百 , 不 落 在 同一 直线 上 , 所 以 它们 构成 向 
量 空 间 的 基 。 

在 空间 ”一 个 射影 坐标 系 相应 地 由 任 四 点 不 落 在 同一 个 平面 上 的 五 
点 部 ， 盏 1 Ea， Bs, 百 的 基 所 确定 。 从 空间 外 的 一 点 8, 这 些 基 点 表示 为 
向 量 ei(i 一 0, 1, 2 3)， 它 形成 4 维 向 量 空间 的 基 ， 单位 点 表示 为 向 量 


e 一 2 坐标 比率 m:zi:ma:za 不 依赖 于 点 8 的 选择 ， 也 不 依赖 于 在 过 


5 的 相应 直线 上 向 量 ew e 的 选择 。 
在 一 条 射影 直线 上 , 作为 坐标 系 的 基 , 三 个 不 同 点 就 够 了 , 其 中 两 点 
作为 基点 , 一 点 作为 单位 点 。 
在 平面 上 给 定 由 四 点 Bo, 如!，E2, 刀 确定 的 任 一 坐标 系 ,能 将 此 举 标 
:, 系 眼 制 为 三 根 坐 标 轴 BoB1,， BoBs 和 
机 Ba 在 BoB4 上 取 单 位 点 Bo 对 应 于 
向 量 a+erz 有 坐标 刷 1, 0); 在 肋 配 
上 取 Bos 对 应 于 向 量 eo-Hez 有 坐标 
(1,0, 了]); 在 WB2 上 取 to 对 应 于 向 量 
e1+ez 有 坐标 (0, 1, 1) ( 见 图 19.2-2)。 
反之 ， 直 线 上 的 任 一 射影 坐标 系 能 


7 起 &\ 扩充 成 包括 这 条 直线 在 内 的 平面 坐标 
罗 12.2-3 平面 坐标 到 三 系 , 在 此 直线 上 取 基 点 Bo, i 和 单位 点 
根 坐标 轴 上 的 限制 也 si， 选取 不 在 此 直线 上 的 点 Bs 作为 第 


三 个 基点 ,在 直线 BoiB2 上 取 不 同 于 Bot 各 a 的 一 点 作为 新 的 单位 点 B。 
于 是 , 直线 上 原来 的 坐标 系 就 是 平面 坐标 系 到 坐标 轴 BoB1 上 的 限制 。 


12.3 交 比 
设 4, B,0,DD 是 射影 直线 代 见 图 13.3- 示 上 的 四 点 ,其 中 任 三 点 不 重 
合并 且 4 和 如 不 同 。 直线 ! 和 不 在 ! 上 的 一 点 9 确定 一 个 平面 ， 关 于 
基 eo, e 以 及 原点 8, 这 四 点 对 应 于 向 量 @ 一 aoeo 十 oilet 玉 一 Doeo 十 biey 
c 一 coeo 十 clelj d 一 doeo 二 del。 因为 a 和 Bb 线 竹 独立 ， 所 以 c 和 d 可 用 
4 和 表示 ; 于 是 有 
c=Mat wob oi= hat pobe) 
和 d=Ma+ hib(d = ht pib)o 
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现在 能 定义 四 点 的 交 比 ， 
交 比 (4, B;0, D)=(po/1) :Cm/1) | 


交 比 不 依赖 于 向 量 a, 6b, c,d 的 选 
择 , 也 不 依赖 于 5 的 选择 。 这 个 命题 的 
第 一 部 分 得 自 计算 对 于 新 向 量 
a'=~aa, b'=Bb, 
c' 一 7C 一 7 (Coat ob) 
=7y[L(%/0) 0 二 (0/B)b'T 
和 dd’=6d=6Qat+ M1b) 
=6[ /a+ (1/B)b'] 
的 交 比 。 这 给 出 
M%= Cy/a)N, Wo= (y/B) ne, | 
4 (3/aj 网 =(B/8) 和 图 了 .3-1 在 射影 下 交 比 的 不 变性 
或 者 (4, B;O, D) = C10/M): pf/M) = (po0/M0) :01/M)o 
另 一 方面 ， 若 8 是 不 在 ! 上 且 不 同 于 尽 的 一 点 ， 又 车 向 量 ai bc" 
关于 8' 对 应 着 点 4, B, 0, DD, 则 如 同 对 于 射影 平面 所 证 大 那样 , 施 在 
一 个 仿 射 映射 ,把 由 工 和 8 确定 的 平面 与 由 7 和 5' 确定 的 平面 联系 起 
来 ， 它 将 8 上 映 成 8 将 向 量 6, 怠 映 成 a'，b'。 由 于 映射 是 线性 的 ，c' = 
hoa' 寺 Mob' 和 d= 二 M0'+Jw4b', 所 以 关于 5 有 (4 Bi 0 DD)= (po/ 和 0); 
Caf . | 
在 中 心 射 影 下 ， 交 比 傈 持 交 比 保持 不 变 。 
交 比 的 不 变性 得 自 这 样 的 事实 : 向 量 4, 5b, c, 4 相对 于 从 不 仅 表 
示 这 四 条 直 绕 级 ， 的 交点 4, B, 0, D, 也 表示 这 四 条 直线 与 直线 ? 
的 交点 4', B', 0 
全 光标 千 灾 比 的 表示 在 直线 1 上 的 任 一 坐标 系 ， 设 ae bo co 
di 一 0, 1) 是 点 4，B, 0, DD 的 从 标 ， 其 中 4=hmwt+ jobs 和 = 和 a4 十 
pp。 因为 4+ 忌 行列 式 4-1abd| 一 | "| eobr ar 不 为 零 ， 所 
以 从 o 和 的 方程 组 中 , 能 算出 实数 和 和 ke 


bo Co 
和 = 一 地 bi a = |bscel/ lawsl, 
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和 二 本 |= lod /lel, 
Gd C1 
1 be。 do 加 
入 一 一 志 by Ibaul/lewl, 
工 [ao ol _ 
1 二 本 oa d =|]ad|/lablo 
因此 
一 Un LL HI [azcs| ,ladel _ f(g, c) 。 F(a, 从 
(0 


这 里 F(x, 9) 记 由 向 量 z 和 2 所 确定 的 平行 四 边 形 的 面积 。 
| 与 在 仿 射 直线 1 上 四 个 正常 点 交 比 


. 图 12.3-2 在 仿 壬 直线 上 交 
比 的 定义 ，(4，B; 0 D) 一 
(40/0B) : (AD DB) 


这 一 关系 说 


常 定义 的 联系 。 引 进 适 当 的 因子 
6 
向 量 a, b, e, 4d 的 端点 。 平行 四 边 形 
面积 的 比率 就 是 具有 同 高 九 的 三 角形 而 
积 的 比率 ( 见 图 地 .3-2)， 即 沿 直 线 ?7 的 
长 度 之 比率 。 把 这 些 看 作 有 向 线段 , 就 
有 
(4, B;0, D)~(AC/BO): (AD/BD) 

= (A0/0B) :AD/DB), 
即 两 个 比率 (46/0 即 和 C4D/DB) 的 
商 。 . 


四 个 点 的 特殊 位 置 ”假使 两 个 点 重合 , 那 末 行 列 式 , 从 而 交 比 取 特 殊 


什 ; 例如 : 
当 和 4=D 时 


当 B=D 时 
当 C0==B 时 


当 A4=0 时 


[ams | =0, 
| =0, 
15ecs] =0, 


lacl =06 


(A, B;0, D=A)=(4, B;0=B, D)=% 
(A, 了 :0 D=B)=(4, B:0=A, B=0 


A, B;0, D=0)~1 


对 于 调和 点 有 (如 B; 0, D)== 一 J。 面 积 的 比率 F(a, c) ;FCb, c) 和 
(ga, d);F(b, d) 符 号 相反 。 从 向 量 积 的 定义 得 出 , 在 由 ?7 入 确定 的 
平面 上 按 随便 哪 一 种 旋转 方向 ， 只 有 向 量 c 或 者 d 之 中 的 一 个 向 量 落 在 
& 和 6 之 间 。 我 们 说 点 对 4, B 和 0, DD 互相 分 隔 。 

四 个 点 有 24 种 排列 .假使 两 对 互相 交换 ,或 每 对 中 的 两 点 互相 交换 ， 
那 末 交 比 不 变 : 

(4, B;0, D)=(0, D; 4, B)=(B, A;D, 0)=(D, 0;B, 4)。 


(4A, B;C, D)=%, (4, B;D, 0) =1/k, 
(4, 0;B, D)=I1—%, (4, D;B, 0) = -1D)/b, 
(4 D;C, B)=k/ CF— 1, (4, 0;D, B)~1/(1—k) 


因此 24 种 可 能 的 排列 给 出 6 个 交 比 值 。 在 计算 这 些 交 比 时 , 必须 回 到 行 
列 式 的 定义 ; 例如 ， | 

Jawbed: [ed 一 cb ad = (ao0b1 ~ a1b0) (codi — C100) 

一 《cobli 一 clpo) (aoai 一 adGo) 

一 (aoc 一 alco)(podi 一 pl0o) = |oct bd 。 
由 定义 直接 得 出 , 当 第 二 对 的 点 互相 交换 时 ,得 到 交 比 的 倒数 。 当 不 同 对 
的 两 点 互相 交换 时 , 譬如 得 到 

(A, 0; B, D) = [laws | * | esdsl 


lesbe] as 
= czbi| asbs| + Lawbsl: [edil ~ {owbsl: |asbdl 
[cde]: last 
* |bsd| 
=14 le .bis| 1 
|eibs asd 


因为 lab = 一 |bws]。 类 似 地 , (4,D; B, 0) = 了 -元 一 (一 也] 

在 射影 平面 上， 一线 昌 中 四 末 直 线 的 交 比 定义 为 这 四 条 直线 与 任 一 
直线 1 的 四 个 交点 的 交 比 。 在 中 心 射 影 下 交 比 不 变性 , 得 出 这 个 交 比 不 
依赖 于 ! 的 选择 ( 见 图 13.3-3)。 

利用 交 比 引进 射影 华 标 “如 果 关 于 基 瑟 (i-0, 1, 3) 入 点 卫 有 
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图 13.3-3 不 依赖 于 直 图 12.3-4 利用 交 比 

线 了 选取 四 直线 的 交 比 引进 射影 坐标 系 
射影 坐标 (zo, x1, za), 又 若 从 Bo 把 百 和 PP 点 射影 到 坐标 轴 BoB1 上 ( 见 
图 12.3-4), 则 在 限制 于 直线 BoBi 的 坐标 系 内 ，EBot 和 Por 有 坐标 什 汪 
和 (wo, Xx。 于 是 (Bo，B1; Bol，Pol) 一 x1:X1o 类 似 地 ,对 于 把 召 和 己 射 
影 到 直线 BoB2 上 , 有 (Zo, 如; B09，Po2) 一 ;加 。 因 此 可 以 用 交 比 , 即 只 
用 射影 量 来 定义 坐标 比 xo:x1:x2。 在 特殊 情形 下 ， 当 瑟 和 到 是 非 正 常 
点 并 且 直 线 召 IP 和 再 2P 平行 于 坐标 轴 BoB1 和 BoBs 时 , 坐标 比 和 :ze 和 
oo:m 表示 仿 射 平行 符 标 。 | 

在 一 直线 上 给 出 三 点 ， 总 能 在 这 直线 上 选取 第 四 点 ， 使 得 这 四 个 点 

的 交 比 取 给 定 的 实数 入 可 以 把 给 定 的 三 点 作为 直线 上 坐标 系 的 基 Bo, 
了 了， 那 末 由 | 


(Eo, Bi; Bo Pos)=:m1:m0—N 
确定 第 四 点 。 
12.4 射影 映射 


在 中 心 射影 及 下 ,参考 基 孔 , 恕 的 象 刀 , , 象 点 了 的 射影 部 标 与 
原 象 点 的 射影 坐标 相同 。 关 王 任 意 的 基 如, B' 以 及 相应 的 基 向 量 et e'， 


它们 与 基 疝 量 如 的 联系 是 方程 = 冯 ouey, 其 中 ,aet(au) 闻 0, 点 己 有 入 
标 忆 = 以 omi。 因此 ,中心 身影 关 于 任意 的 基 用 具有 非 异 算 阵 (ou) 的 线 
性 举 标 变换 4 描述 ，pz1 = 羽 owwy。 如 果 入 接着 另 一 个 中 心 射影 孔 而 


它 具 及 标 变换 BB pry= 名 Dw， detCbxy) #0， 屠 未 两 个 中 心 射 影 的 结 
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果 也 -BA 由 坐标 变换 C 描述 ; pg = 袜 bn 六 ayy = 访 om det (cx)) 
关 0。 作 为 中 心 射 影 的 推广 ,将 射影 映射 定义 为 一 个 射影 平面 到 它 本 身 或 
到 另 一 个 身影 平面 上 的 一 一 映射 ， 用 正 时 线性 坐标 变换 pri 一 加 cum 


det(aw) 二 0 来 描述 ， 可 以 证 明 任 一 射影 映射 能 由 有 限 多 个 相继 的 中 心身 
影 产生 。 

射影 几何 的 主要 定理 。 恰 有 平面 = 到 平面 wx' 上 的 一 个 射影 映射, 把 
zt 上 三 点 不 共 线 的 四 个 给 定点 映 成 w 上 三 点 不 共 线 的 四 点 。 

”为 了 证 明 这 个 定理 , 在 = 和 w 上 取 四 个 给 定点 作为 基 ， 使 得 在 相应 
的 坐标 系 中 每 一 组 的 点 有 射影 坐标 (1 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, DD 和 
(GL  D。 如 果 将 四 点 及 其 象 的 这 些 从 宗 代入 po 一 习 ouzo 那 未 得 到 ， 
当 计 了 时 ury=0) 当 i~j 时 ag 一 1 即 有 pzi~~wy。 反 之 由 坐标 变换 
px! = 性 描述 的 映射 把 zw. 上 其 的 四 点 映 成 w 上 基 的 四 点 ， 因 此 它 是 唯一 
的 这 种 射影 映射 。 

sw 到 w' 上 的 中 心 射影 把 交 线 s= (mn mw) 上 的 每 一 点 映射 到 它 大 身 
上 。 若 任意 一 个 射影 映射 有 这 一 人 性质, 则 它 必 定 是 一 个 中心 射 影 。 若 mw 
的 直线 ?是 x 的 直线 1 的 象 , 1 和 7 交 于 s 的 同一 点 ， 根 据 假设 ，! 与 8 
的 交点 保持 不 动 , 因此 直线 1 和 7 决定 一 个 平面 。 然 后 如 果 上 点 了 P' 和 
9' 是 1 上 点 卫 和 9 的 象 ， 则 直线 PP' 和 08' 的 交点 CO 就 是 中 心 射影 的 
中 心 ， 它 将 卫 映 成 P, 8 映 成 Ys 的 每 一 点 映 为 它 本 身 。 根据 主要 定 
理 , 这 中 心 射影 等 同 于 给 定 的 射影 映射 

根据 克 莱 因 的 埃 尔 兰 根 纲领 (1872 年 )， 全 影 几何 是 研究 在 射影 映射 
下 保持 不 变 的 性 质 。 

交 比 是 一 个 射影 不 变量 。 

车 在 直线 7 上 四 点 4 B, 0 DD 具有 ca4+ pobs 和 de=Ata+ 
jibs, 其 交 比 (4, B;0, DD) 由 人 of/20): (aa 确定, 则 在 射影 映射 下 


pe = Emi 1 2), det(ay) 二 0, 它们 的 象 41，B', 0',D' 满足 关 
= 总 awa p2 = ep 和 pe 一 名 usrp (Moas F100), plat = 
a 一 pQaa 二 ab), 由 此 得 到 (4, B';0', DD = C/N): C04/ = 
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(po CUV 一 (4 B;O, D)o . 

所 有 的 射影 映射 形成 一 个 群 ， 它 由 交 比 的 不 变性 来 表征 。 那些 使 一 
条 直线 固定 不 变 ,但 不 一 定点 点 固定 不 变 的 射影 映射 形成 一 个 子 群 。 仿 
射 映射 群 是 一 个 子 群 ,对 于 它 来 说 ,这 个 固定 直线 就 是 该 平面 的 非 正 常 直 
线 。 其 次 ,有 一 个 相似 映射 子 群 , 它 将 正 交 直线 映 成 正 交 直线 。 合 同 映射 
子 群 还 使 两 点 之 间距 离 保持 不 变 。 

在 一 条 射影 直线 上 三 个 基点 确定 射影 坐标 ， 并 且 由 线性 变换 cz= 
azo 十 pzl，p2' 一 co 十 Goi， 其 中 ad- pc 了 0, 来 描述 射影 映射。 

直线 射影 映射 的 主要 定理 。 在 两 条 直线 之 间 恰 有 一 个 射影 映射 ， 将 
原 象 直 线 上 三 个 不 向 点 陕 成 象 直线 上 三 个 不 同 点 。 

于 是 ,中心 映 射 是 两 条 直线 的 交点 为 不 动 点 的 直线 射影 映射 。 

直线 方程 射影 直线 上 一 点 P 卫 相对 于 具有 相应 向 量 a 和 5b 的 直线 
上 两 点 4 和 B, 用 表达 式 pz 一 be 十 tbB 中 参数 的 比率 妇 : 加 来 表征 。 因 
此 在 齐 次 坐标 (zo, zl，z2) 中 有 如 下 的 齐 次 方程 组 , 从 这 个 方程 组 可 解 出 
加 ta, P 的 值 ,或许 相差 一 个 非 零 因子 入。 不 失 一 般 性 , 落 假 定 22 尖 0， 则 
得 三 一 人 (ozobi 一 zipo)， 关 一 和 (yiao 一 zoai) 和 p= (Nf x2) {Cvobi— zibo)ao+ 
《zi190 一 ZJ001)b2} o 若 把 这 些 值 代 入 第 一 个 方程 , 则 得 到 xzowo 十 zl 十 Zous 一 
0, 这 里 Ww 一 agb1 一 Qibs, 一 Qob2 一 42bo 和 Wa 二 41b0 一 Qob1o 


tiQ0 十 tbo 一 pro 二 0 
tiQ1+ ts01~— pr1=0 
iiQ2+ tsDo 一 DZ =0 


| 直线 方程 | Kouo + TM + Tava 一 0 


普 吕 克 (Plicker) 直 线 坐 标 uo, Ui W2) 如 同 点 坐标 C20, zi x2) 一 
样 , 只 确定 到 可 能 相差 一 个 非 零 标量 入 的 程度 。 在 直线 方程 中 两 个 三 数 
组 的 形式 等 价 性 表明 ， 对 于 给 定 的 三 数组 (uo, tu, us)， 该 方程 确定 直线 
1， 作 为 满足 该 方程 的 坐标 三 数组 (xo, zu xy) 所 有 点 的 轨迹 , 而 对 于 给 定 
的 三 数组 (m，zl，zo), 该 方程 确定 一 点 P, 作为 其 三 数组 (wo, wi, ug) 满足 
该 方程 的 直线 束 的 顶点 。 齐 次 线性 方程 组 mx 于 Zi-Faatla 一 0 和 ovo 十 
XiV1 十 Xov2 一 0 确定 两 条 直线 (ttz2) 和 (oo V4, oa) 的 公共 点 (co zx1 
oo 即 它们 的 交点 。 类似 地 ; 方程 zowo 十 wt 十 wzta 一 0 和 Youo + Yi0i + 


{iy 
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yta 二 0 确定 两 个 顶点 在 (mo, zt za) 和 (yo yi ga) 的 直线 束 的 公共 直 


线 (Cn ty wg)， 即 它们 顶点 的 连 线 ( 见 图 
12.4-1)。 

对 侦 原 理 一 些 成 对 概念 :“ 直 线 的 点 ” 洲 ~ 六 - 
和 “线束 的 直线 ”,“ 杰 结 " 霜 1 相交 ”,“ 落 在 "和 
“通过 ”可 以 相互 交换 , 因为 它们 由 等 价 的 代 ”图 了 2.4-1 两 线束 
数 运算 或 方程 表示 。 在 这 种 意义 下 , 存在 一 之 问 的 联系 
个 对 偶 原理 ， 射 影 几 何 的 真 命题 可 通过 相互 交换 变 成 另 一 真 命题 ; 例如 ， 
“两 个 不 同 点 怡 在 一 条 直线 上 ”的 定理 可 变 成 “两 条 不 同 直线 恰 过 一 个 点 ” 
的 定理 。 因 此 ,对 于 射影 几何 的 每 一 个 定理 都 有 一 个 对 偶 形 式 , 它 的 证 明 
可 从 原 定理 的 证 明 中 得 到 。 

笛 沙 格 (Desargues) 定 理 。 若 两 个 三 角形 相应 顶点 的 连 线 过 一 点 
S, 则 它们 相应 边 的 交点 落 在 同一 条 直线 s 上。 

对 偶 形 式 ; 若 两 个 三 角形 相应 边 的 交点 落 在 一 条 直线 上 , 则 它们 相 
应 顶点 的 连 线 过 一 点 5。 

笛 沙 格 定理 的 对 偶 形 式 也 是 它 的 着 定理 。 为 了 证 明定 理 本 身 , 假设 
三 角形 44B101 和 42B20;, 其 中 直线 44142，BiB3 和 0103 交 于 一 点 S( 见 
图 雹 .4-9)。 需 要 证 明 点 4=(Bi01n Bs03)，B=(0141N024s) 和 0 二 
(A1B1N 4sBs) 落 在 直线 上 。 可 以 对 两 个 三 角形 按 这 种 方式 运用 射影 
映射 把 和 4 和 怠 皮 成 两 个 非 正常 点 。 于 是 在 象 中 ,B01 和 BO4 平行 ， 
0444 和 0444 平行 。 根据 截 距 定理 推 得 418; 和 4B 平行 ， 即 0' 也 落 


图 地 .4-2 第 沙 格 定 理 
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在 非 正常 直线 上 ,因此 在 原来 图 形 中 , 0 落 在 直线 s=4B 上 。 

帕 普 斯 (Fappus) 定 理 。 给 出 两 条 直线 五 和 bs, 设 41, Bi, Ci 是 了 1 
上 三 点 ,42， Ba, C3 是 上 三 点 ， 它 们 都 不 同 于 两 直线 的 交点 O。 于 是 
它们 交叉 连 线 的 交点 4= (BiCon BaCD ,了 = (Cl4dsn Cad4)，C=(41B? 
n 4,81) 落 在 一 条 直线 1 上 ( 见 图 12.4-3)。 

对 偶 形 式 ， 给 出 两 点 Li 和 ,Lz, 设 et pt cl 是 过 Li 的 三 条 直线 ， 
ez Bo， c 是 过 Ls 的 三 条 直线 , 它们 都 不 同 于 这 两 点 的 连 线 。 于 是 , 直线 


Ca 
图 12.4-3 帕 普 斯 定理 图 如 .4-4 对 偶 化 的 帕 普 斯 定理 
“ 为 了 证 明 帕 普 斯 定理 ,引进 交点 D=A1B1N 4s01 和 如 = Bo01N 4A10s 
〈 见 图 12.4-3)。 若 从 4 将 直线 41Bs 射影 到 直线 hi 上， 使 有 序 三 点 组 
《C0，D，Ba) 映 成 三 点 组 CB1, 01, 0)， 点 4 保持 固定 不 动 。 类似 的 从 Cs 
的 中 心 射影 把 映射 到 直线 Ba01; 上 ， 使 有 序 三 点 组 (41， Bs, 0) 映 成 三 
点 组 (五 , 六 ，Ba)， 留 下 点 01 圈定 不 动 。 这 两 个 中 心 射 影 一 起 使 有 序 四 
点 组 (41, 0，D， Bs) 映 成 四 点 组 (ZH，4, 01, B2), 因为 Bs 固定 不 动 ， 这 
表示 一 个 中 心 射 影 ， 它 的 中 心 吾 是 直线 014 和 C241 的 交点 。 另 一 方 
面 , 04 也 必须 过 B, 即 4，B, 0 落 在 一 条 直线 上 。 
完全 四 角形 和 完全 四 边 形 ”完全 四 角形 由 任 三 点 不 共 线 的 四 个 顶点 
4, 8B, C, D 和 它们 两 两 相连 的 六 条 直线 ， 即 六 边 4B, CD; 4D, BO; 
4C, BD 组 成 。 这 六 条 直线 的 三 个 交点 P=《4BN0D), @=(4DN 
B0), RE 一 (40 BD) 称 为 对 边 点 ， 是 对 边 三 角形 P9R 的 顶点 ( 见 图 
12.4-5)。 
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图 ]2.4-5 完全 四 角形 图 12.4-6 完全 四 边 形 


完全 四 边 形 作为 完全 四 角形 的 对 偶 ， 由 任 三 条 不 共 点 的 四 条 直线 
0 5b, 2 4 和 它们 的 六 个 交点 , 即 顶 点 (Qn 5), (cn); (4N4), NN oO); 
(nec， no) 组 成 。 连 接 这 六 个 点 的 三 条 直线 9 一 [CnD，(nog)]， 
2 一 [Gdn0D， (no] 7=[ence)，@n 田 ] 称 为 对 衣 线 ,形成 对 边 三 角 
形 pgr( 见 图 13.4_6)。 

在 完全 四 角形 的 任 一 边 上 ， 它 的 两 个 项 点 被 这 一 边 上 的 一 个 对 边 点 
及 这 一 边 与 其 他 两 个 对 边 点 连 线 的 交点 调和 地 分 卫 。 

对 偶 形 式 : 在 完全 四 边 形 的 任 一 项 点 , 它 的 两 边 被 过 此 顶点 的 一 条 对 
和 角 线 和 此 顶点 与 其 他 两 条 对 角 线 交点 的 连 线 调和 地 分 隔 。 

例如 , 若 选 出 完全 四 角形 的 一 边 48 = 以 见 图 全 ,全 5)， 则 顶点 4 和 
五 被 对 边 点 己 和 此 边 与 其 他 两 个 对 边 点 连 线 8@B 的 交点 了 调和 地 分 隔 。 
相应 地 , 在 对 偶 图 形 中 , 相交 于 顶点 了 的 两 边 5 和 ?2 被 对 角 线 2 和 了 与 
其 他 两 条 对 角 线 交点 (gn7) 的 连 线 i 调和 地 分 隔 。 

完全 四 角形 定理 的 证 明 ， 依 赖 于 这 样 的 事实 ， 即 射影 平面 上 任 一 点 
并 可 以 用 从 平面 外 一 点 号 引 到 这 一 点 的 向 量 > 来 表征 。 相应 于 顶点 4 
B, 0, DD 的 向 量 a, b,c, d 是 线性 相关 的 , 但 其 中 任何 三 个 向 量 是 线性 
独立 的 , 因为 没有 三 点 是 共 线 的 。 因此 存在 四 个 非 零 实数 a, 6B, y, 3 使 
得 am+Bb 十 Yc+6d 一 0。 边 4B 和 CD 上 的 对 边 点 书 可 以 表征 为 向 量 
Pp 一 ag 二 Bb 一 一 《yc 十 6d), 它 是 向 量 @ 和 的 线性 组 合 ， 也 是 向 量 c 和 
的 线性 组 合 。 类 似 地 , 其 他 两 个 对 边 点 @ 和 号 可 以 表征 为 向 量 g=as 
+6d= -(B5+Yyc) 和 >=oa+ye 一 (8030)。 若 了 是 @R 与 4B 的 
交点 , 则 相应 的 向 量 为 :=q+r aa Bb。 这 四 点 4 B, 也 工 的 交 出 
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则 由 (4 BB; PP, ZT) =[a/B]:[a/( 一 8)] 一 一 给 出 。 
y 借助 于 完全 四 角形 可 以 只 用 直 
尺 在 直线 上 作出 点 4, 如 和 第 三 
点 书 的 第 四 调和 点 Z( 见 图 切 . 全 7)。 
车 在 过 卫 点 的 一 条 直线 上 选取 完 
全 四 角形 的 其 余 两 个 顶点 0 和 D， 
它们 彼此 不 同 且 不 同 于 P, 则 对 边 
图 12.4-7 第 四 调和 点 作 图 点 @ 和 五 由 Q=(4DNBO) 和 有 R= 
(40 BD) 确定 。 于 是 ,对 角 线 9B 割 边 4B 在 所 要 求 的 第 四 调和 点 7。 
空间 的 对 偶 性 ”对 于 在 平面 上 具有 普 如 克 坐 标 w 的 直线 方程 
汶 “~0, 在 空间 相应 有 平面 方程 总 nau=0。 因 此 空间 的 对 偶 概 念 是 
“点 "和 “平面 ”， 过 空间 两 点 的 一 直线 对 应 于 两 个 平面 的 公共 线 , 因而 “ 直 
线 ” 概念 是 自 对 偶 的 。 定理 “一 点 和 不 过 此 点 的 直线 恰好 确定 一 个 平面 ” 
具有 对 偶 形 式 “ 一 平面 和 不 在 这 平面 上 的 一 直线 洽 好 确定 一 点 思 
在 ” 维 空间 中 ， 点 的 对 偶 是 超 平 桓 ， 一 般 地 ，m 维 子 空间 的 对 偶 是 
(n 一 坝 一 了 维 子 空间 。 
直射 变换 作为 两 个 射影 平面 的 点 之 间 一 一 对 应 的 任何 一 个 身影 
射 , 都 可 以 看 作 这 两 个 平面 的 直线 之 间 的 一 一 对 应 ,只 要 将 直线 作为 点 的 
对 偶 ， 看 作 平 面 的 基本 元 素 。 以 这 种 解释 ， 一 个 射影 映射 相对 于 坐标 好 
和 局 可 用 形 如 


pu = wi=0, 1, 2), det(as) 40 
的 线性 变换 描述 。 

射影 映射 主要 定理 的 对 偶 形式 。 恰 有 一 个 从 平面 的 直线 到 平面 xr 
的 直线 上 的 射影 映射 使 得 赴任 三条 不 共 点 的 四 条 直线 映 成 x 上 ww 上任 
三 条 不 共 点 的 四 条 直线 。 

直线 束 中 四 条 直线 的 交 比 是 射影 映射 的 不 变量 。 

因为 射影 映射 将 共 线 点 映 成 共 线 点 ， 将 共 点 线 即 直线 束 的 直线 映 成 
闪 点 线 , 所 以 称 为 直射 变换 。 

直线 上 射影 映射 主要 定理 的 对 偶 形 式 、 恰 有 一 个 从 项 点 为 P 的 直线 
科 列 下 点 为 .的 直 线束 的 真 弓 变 的 , 准 第 一 束 中 三 三 条 不 同 直线 映 成 第 二 
束 的 三 条 不 同 直线 。 


12.4 射影 映射 ”1 


在 中 心 射影 下 ， 两 条 直线 1 和 7 点 之 闻 的 对 应 借助 于 过 中 心 0 的 直 
线 , 而 交点 了 一 Qn 站 是 这 个 映射 的 固定 点 。 反 过 来 , 具有 固定 点 的 两 直 
线 的 任 一 直射 变换 是 一 个 中 心 射影 或 者 说 中 心 直 射 对偶 地 , 在 中 心 射影 
下 ,两 束 五 和 二 的 直线 之 间 的 对 应 借助 于 固定 直线 C 上 的 点 ;例如 ,者 p 
是 束 工 的 一 条 直线 , 它 的 象 欠 是 点 已 = 人 no) 与 束 工 顶点 之 间 的 连 线 。 
直线 了 一 (L, 世 ) 则 是 贞 射 的 因 定 直线 (图 12.4-8)。 反 之 ,具有 固定 直线 
的 两 束 之 间 的 任 一 直射 变换 是 一 个 中 心 直 射 。 


12.4-8 中 心 射影 


因为 直线 东 工 中 四 条 直线 pCi=1,，3, 3, 4) 的 交 比 等 于 它们 与 不 过 
世 的 任意 一 条 直线 ; 的 交点 P= (2 nD 的 交 比 ， 又 因为 直射 变换 是 由 交 
比 的 不 变性 来 表征 的 ,所 以 对 于 两 直线 束 荆 和 三 之 间 的 直射 变换 入 来 
说 , 也 存在 各 不 属于 直线 束 工 和 L' 的 两 条 直线 ; 和 ?7 之 间 的 直射 变换 
各 。? 上 任 一 点 卫 是 7 与 直线 东 工 中 某 条 直线 p 的 交点 ,2*” 则 把 忆 映 成 
直线 ! 的 一 点 已 = lnD。 同 样 地 , 对 于 两 条 直线 ! 和 7 之 间 的 任 一 直 
射 变换 *”, 能 作出 两 直线 东 荆 和 之 间 的 直射 变换 和 其 中 任意 一 条 
直线 p=PL 对 应 于 直线 p'=P'L。 

若 两 直线 束 的 项 点 荆 和 工 落 在 直射 变换 X* 下 相对 应 的 两 点 连 线 了 
上 ， 则 如 此 得 到 的 直射 变换 》 是 一 个 中 心 直 射 , 因为 例如 车工 和 七 是 ? 
入 关于 和 的 对 应 点 , 则 此 直线 就 是 入 的 固定 直线 ( 见 图 13.4-8)。 

类 似 地 , 若 ! 和 ? 交 于 直射 变换 下 相对 应 的 两 直线 如 和 2 的 交点 
也 二 (pNP), 则 从 两 直线 束 工 和 并 之 间 的 直射 变换 和 得 到 的 两 直线 1 和 
之 间 的 直射 变换 和" 是 中 心 直 射 ， 因 为 此 时 点 了 就 是 * 的 固定 点 ( 见 
图 12.4-9)。 

若 pb ps 和 Pi, 他 是 在 和 下 的 相对 应 两 对 直线 , 又 若 它们 分 别 与 直线 
?和 ?相交 于 点 五 ， Pa 和 PP, Ps, 则 中 心 直 射 的 顶点 C= (50 so) 作 为 
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图 12.4-9 顶点 为 工 和 也 的 图 13.4-10 两 直线 1 和 ?的 
两 直线 束 之 间 的 中 心 直 射 变换 中 心 直 射 变换 


两 条 直线 si= PiPi 和 ss 一 PPs 的 交点 来 确定 ( 见 图 12.4-10)。 

对 射 变 拷 把 射影 平面 w 的 点 一 一 到 上 地 映 成 平面 w' 的 直线 , 把 w 的 
直线 映 成 w' 的 点 。 用 点 坐标 和 直线 坐标 , 对 射 变换 由 如 下 的 线性 变换 给 
出 ， 


2 . 
pus = 名 ce0r=0， 1，2)， 其 中 det(co 因 0， 


‘2 
px 一 总 06 wy(i 二 0, 1, 2), 其 中 det(po) 关 0。 


对 射 变换 把 两 条 直线 ,4 的 交点 贞 成 点 Li 亚 的 连 线 ， 这 里 五 和 也 
是 宣 线 11; 4 的 象 ;并 把 两 点 Pi Ps 的 连 线 映 成 直线 oo pp 的 交点 , 这 里 
i, 9 是 点 Py, Ps 的 象 。 


12.5 二 次 曲线 


二 次 曲线 方程 ”椭圆 、 双 曲线 或 抛物 线 能 罩 作 锥 面 与 一 个 适当 的 射 
影 平 商 的 截 线 ( 见 工 . 第 13 章 一 二 次 曲线 )。 任 意 两 条 二 次 曲线 通过 从 锥 
面 顶点 出 发 的 射影 互相 映射 。 因此 在 射影 几何 中 , 这 些 二 次 曲线 之 间 不 
再 存在 什么 差别 。 

在 齐 次 射影 坐标 中 , 二 次 曲线 的 方程 是 

Qoome + @11%9 + A203 + 2d01Xo0X1 T2002r0%3 二 2039172 一 0 


测 


2 
2) ovrs=0, 
td=0 


其 中 ay=an 县 det(as) 直 06 
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通过 一 个 适当 的 线性 变换 可 以 把 一 个 非 退 化 的 二 次 曲线 简化 成 形式 
邓 一 邓 - 开 =0。 行 列 式 非 堆 的 二 次 式 不 一 定 表示 一 条 二 次 曲线 。 空 二 次 
曲线 方程 吧 十 好 十 双 =0 在 任何 变换 下 不 能 表示 一 条 实在 的 二 次 曲线 。 具 
有 detCaw) =0 的 二 次 式 六 ,awwiwy 表示 一 个 过 化 的 或 寺 异 的 二 次 由 级 ， 
它 可 能 是 一 对 直线 ,一 个 点 或 一 对 重合 直线 。 

本 级 变换 ”对 于 任何 具有 dot(zu) 闻 0 的 正则 二 次 曲线 , we 
0 存在 平面 到 自身 上 的 一 种 特殊 的 对 射 变 换 W= 习 cuzs(i 一 0, 1 2), 即 
所 谓 配 极 变换 。 用 任 一 点 已 作为 极点 , 相伴 一 直线 p 作为 极 线 。 于 是 了 
的 极 线 上 一 点 外 的 坐标 y 满足 方程 习 %w-- 习 opmr0 其 中 zw 是 


极点 卫 的 坐标 。 忆 的 极 线 上 所 有 点 @ 共 辑 于 P。 二 次 曲线 上 点 卫 的 极 
线 方程 就 是 卫 点 的 切线 方程 。 - 

二 次 曲线 上 点 卫 的 极 线 刀 是 二 次 曲线 在 书 的 切线 如 

因此 二 次 曲线 上 任 一 点 卫 共 轿 于 卫 点 切线 1+ 上 的 每 一 点 , 所 以 也 共 
轿 于 它 本 身 。 二 次 曲线 的 点 是 平面 上 以 这 种 方式 共 施 于 自身 仅 有 的 点 。 

车 二 次 曲线 上 两 点 Bl，Bs 的 切线 所 交 于 点 己 因此 这 一 点 共 纪 
于 Bi 和 Bs, 由 于 共 犯 于 忆 的 所 有 点 落 在 一 条 直线 上 ,所 以 它 共 示 于 直线 
BiBs 上 的 所 有 点 , 它 就 是 卫 的 极 线 p( 见 图 12.5-1)。- 

即使 过 卫 无 二 次 曲线 的 切线 ， 根 据 这 个 结论 也 能 作出 卫 的 极 线 p。 
设 pi py 是 过 卫 的 两 条 直线 ,它们 分 别 制 二 次 曲线 于 Bi, Bz 和 Bs, Bi 


图 12.5-14 当 己 到 二 次 曲线 有 图 12.5-2 当 卫 到 二 次 有 曲线 无 
实 切 线 时 的 极点 卫 和 极 线 2 实 切 线 时 的 极点 卫 和 极 线 p 
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于 是 BI， Bs 点 切线 的 交点 也 和 BB，B 切线 的 交点 Pa 分 别 共 配 于 直线 
多 和 的 任 一 点 , 因而 也 共 簿 于 它们 的 交点 号 。 由 此 得 出 直线 p=PiPa 
是 点 卫 的 极 线 ( 见 图 12.5-2)。 


过 坐标 为 如 和 的 两 点 卫 和 8 的 直线 ?7 割 二 次 曲线 a 
于 点 耳 ,， B', 这 两 点 的 坐标 为 rr 一 2z 丰 十 it 其 中 的 ,二 由 方程 
Dorr 3 > RAC (wstit Ysta) 
tip tatey~0 
确定 这里。 a= 加 ows 6- ayy 


车 Y=0, 也 就 是 说 若 己 和 4 共 谋 时 ， 则 此 二 次 方程 的 两 个 解 志 :名 和 
机 :和 只 是 符号 不 同 。 于 是 这 四 个 点 P, 8, RB，R' 为 调和 的 , 因为 
CP, Q; B, BR')= (t/t) :tft) = —1, 
点 开 的 援 线 办 是 这 样 的 点 加 的 轨迹 ,使 得 PQ 与 二 次 曲线 的 交点 忆 
和 呈 调和 地 分 局 忆 & 见 国 12.5-3)。 


图 地 .5-3 两 个 共 思 点 和 它们 的 图 12.5-4 二 次 曲线 
连 线 与 二 次 曲线 交点 的 调和 关系 的 射影 生成 “ 


因为 二 次 曲线 作为 点 集 是 二 阶 和 由 版， 它们 的 对 偶 作为 它们 切线 的 包 
络 是 第 二 类 内 线 。 若 王 是 二 次 曲线 > ayxmery 一 0 上 一 点 ， 则 在 卫 点 的 
切线 (作为 极 线 ) 有 坐标 ui 一 六 反之 ,从 极 线 p 的 从 标 i4 得 到 卫 的 
和 坐标 为 2 一 bli 0, 二 2); 这 里 阵 (bs) 是 (au) 的 逆 阵 , 因为 它 描述 
北 映 射 。 若 把 这 些 坐标 代入 二 阶 曲 线 的 方程 ， 就 得 到 第 二 类 曲线 的 方程 
六 bun ~0o 
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二 次 上 曲线 的 射影 生成 ” 若 取 二 次 曲线 的 两 点 4, 和 4, 了 两 点 切 
线 的 交点 0 为 坐标 系 的 基点 ， 因 而 有 坐标 4( 0, 0), B(0, 1, 0) 和 


C00, 0 了, 则 二 次 曙 线 的 方程 六 ,oumzis=0 有 一 个 简单 形式 。 若 把 4 


的 坐标 ws 和 五 的 坐标 代入 二 次 曲线 的 方程 ， 就 得 到 aoo 王 0 和 ad 一 0。 
因为 C 共 轿 于 筷 和 B, 所 以 有 

3 ayarcj 一 0 和 pa auBi0y 一 0。 

页 和 0 j=0 
代入 这 些 值 @;, B,, 6, 得 到 qos 二 412 二 0。 在 这 个 坐标 系 中 ， 二 次 曲线 的 
方程 具 形 式 2401%0%1 十 a2o%3 一 0， 即 (2%0/q22) ao 十 三 一 0 或 &061 十 怒 二 
0， 其 中 (C2z0/422) = 二 0，ao171 二 入 和 z2 一 6&2， 并 由 此 规定 了 单位 点 。 这 个 


方程 /0+ 生 /名 一 0, 通过 设 全 /名 一 wu 和 全 /名 一 一 “能 分 成 二 个 广 


程 (4)&1v+és4 一 0 和 (BD)éou 一 60 一 0。 对 于 Lu 9) 的 各 种 值 ,每 一 个 方程 
表示 一 直线 束 , 因此 它们 通过 一 个 射影 喘 射 而 相关 , 对 于 同一 值 (w, 岂可 
把 二 次 曲线 的 点 作为 它们 的 交点 确定 下 来 (图 12.5-4) 。 和 直线 束 (4) 的 顶 
点 是 4, 因为 对 ad=0, qs 一 0 有 红 =0, $2 一 0, 布 由 于 po=0 by 一 0, 所 
以 直线 束 (B) 的 顶点 是 B。 

直线 1! 二 4B 用 6。=0 来 表征 , 直线 一 A0C 用 总 =0 表征 ， 直 线 b= 
BC 用 名 =0 表征 。 直线 束 4 到 直线 束 B 上 的 射影 映射 将 4 的 直线 ?二 
4B5(=0) 映 成 召 的 直线 2=B3C, 将 4 的 直线 8=40GC=0) 映 成 号 的 
直线 1 二 48B, 因此 它 没有 固定 直线 , 它 不 是 透视 。 

反之 , 顶点 为 4 和 B 的 两 直线 束 如 果 是 射影 相关 ,但 不 是 透视 相关 ， 
则 作为 相应 直线 交点 的 集合 生成 二 次 曲线 。 若 束 4 的 直线 1 二 48B 映 成 
京 电 的 直线 , 又 若 束 B 的 直线 1 是 束 殷 的 直线 及 的 象 ， 则 取 点 4, B 
和 0= (N43) 为 坐标 系 的 基点 , 它 的 单位 点 U 是 任何 两 条 对 应 直线 p 和 
2 的 交点 。 在 此 坐标 系 中 , 直线 1 用 方程 名 一 0 表征 , 直线 妨 用 纪 =0 表 
征 ， 直 线 用 部 一 0 表征, 直线 p 和 wp' 用 1+ 一 0 和 如 一 如 =0 表征 。 
然而 , 直线 束 4 到 家 线束 8 的 , 由 对 应 直线 Si 十 Eu 一 0 和 gow 一 x0==0 
以 相同 比率 wv 所 确定 的 直射 变换 具有 把 第 一 束 的 三 条 直线 ), i 2 变 成 
第 二 束 的 三 条 直线 4s, 2 p' 的 性 质 。 根 据 主要 定理 , 这 与 给 定 的 直射 变换 
相符 。 从 直线 方程 中 消去 4 和 必 可 以 看 出 对 应 直线 的 交点 撒 述 二 次 曲 
线 66 十 总 一 0。 : 
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图 12.5-5 由 三 点 和 两 条 切线 作出 二 次 曲线 


透视 相关 的 两 直线 束 ， 对 应 直线 交 于 一 条 直线 上 , 从 此 直线 作 射影 
即 生成 一 条 退化 的 二 次 曲线 。 - : 

为 了 要 作 一 条 过 不 共 线 的 三 给 定点 4, B, P, 并 在 4, BB 以 两 条 直 
线 贡 和 六 作为 切线 的 二 次 曲线 , 形成 一 个 从 直线 束 4 到 直线 束 B 上 的 
射影 映射 就 够 了 。 根据 主要 定理 ， 这 样 一 个 直射 变换 由 下 列 条 件 唯 一 确 
定 , 即 直线 束 女 的 直线 有 1=4B 和 2 一 4 分别 对 应 于 直线 东 召 的 直 
线 5 和 pp' 一 BP。 在 此 直射 变换 下 ， 对 应 直线 的 交点 唯一 地 生成 
一 条 二 次 曲线 ， 它 过 点 4, 8B, P, 并 在 4, BB 以 和 为 切线 ( 见 图 

12.5-5)。 


六 一 此 直射 变换 也 可 用 相交 于 
卫 的 两 直线 4 和 5 之 间 的 中 心 
“3H 直射 来 构成 ， 它 们 割 直线 和 
2 于 点 Zi 和 ZL， 割 直线 ?各 
2 于 点 世 和 疡 中心 是 必 一 
(LiLs NN Loro)。 
车 要 作 一 条 二 次 曲线 过 任 
三 点 不 共 线 的 五 个 给 定点 5， 
TT, DU, VW， 则 可 选取 其 中 两 
图 12.5-6 从 任 三 点 不 共 线 的 点 作为 射影 相关 , 但 不 是 表 
五 点 作出 二 次 曲线 视 相关 的 两 线束 的 顶点 ( 见 图 


12.5 二 次 曲线 4? 


12.5-6), 例如 , 信 有 直线 51=SU, ss 二 SV, s3 一 SW;T 有 =TU, 加 一 
TV, 加 二 TW。 由 直线 % 变 成 直线 鼠 的 条 件 所 唯一 确定 的 直线 束 8 到 直 
线束 了 上 的 直射 变换 定义 一 条 二 次 曲线 ， 它 由 对 应 直线 的 交点 组 成 。 这 
个 直射 变换 能 看 作 相交 于 点 『 的 两 直线 且 和 如 之 闻 的 中 心 直 射 变换 。 例 
如 , 老 选 取 站 =7 丽 和 有 =TF,， 则 此 透视 中 心 C= (stn ta) 就 是 直线 sl 和 
包 的 交点 。 对 于 制 五 于 点 和 的 直线 w 对 应 有 直线 刀 =TXz, 其 中 
Xs 一 (2 由 X10) 而 两 直线 相 害 于 二 次 曲线 的 一 点 蔗 。 

因为 直射 变换 由 五 个 给 定点 唯一 确定 ， 而 二 次 曲线 又 由 这 个 直射 变 
换 唯一 确定 ,所 以 这 种 作 图 给 出 过 此 五 点 的 唯一 的 二 次 曲线 。 

过 任 三 点 不 共 线 的 五 个 给 定点 ， 性 有 一 条 二 次 曲线 。 

.作为 用 射影 直线 东 产 生 的 对 偶 , 二 次 曲线 能 由 射影 相关 的 直线 产生 。 
若 两 条 直线 4 和 刀 非 透视 相关 ; 则 这 两 条 直线 相应 点 的 连 线 包 络 一 条 非 
退化 的 二 次 曲线 ( 见 图 13.5-7) 。 若 这 两 条 直线 射影 相关 , 则 此 进化 的 二 
次 曲线 包 络 仅 由 两 个 点 组 成 , 即 射影 中 心 和 这 两 条 直线 的 交点 。 


4 - 全 


图 12.5-7 ”直线 ! 和 了 射影 对 应 点 的 连 线 包 络 一 条 二 次 曲线 

直线 ! 和 人 上 点 之 间 的 射影 对 应 由 三 对 点 确定。 若 给 定 工 上 三 点 
4,，B,， 0 和 它们 在 ”上 的 象 4 五 ;0 则 此 对 应 能 由 两 线束 之 间 的 透 
视 类 似 地 实现 ， 例 如 ， 它 们 的 顶点 是 点 Si 一 (440BBD) 和 Bo=(44n 
00'), 以 直线 c=0B' 作为 “中 心 "。 对 应 于 任何 别 的 点 卫 的 点 P', 由 点 
(SPnSsP') 必 在 c 上 这 一 事实 来 确定 。 直 线 44', BB', 00', PP … 
都 是 二 次 曲线 的 切线 。 | 

正如 过 五 点 可 以 作出 一 条 二 次 曲线 一 样 ， 可 以 作出 一 条 二 次 曲线 切 
触 任 三 条 不 共 点 的 五 条 直线 。 
帕斯卡 定理 。 营 二 次 曲线 的 六 个 点 作为 六 边 形 的 顶点 ， 则 对 边 的 交 
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点 共 线 ( 见 图 12.5-8) 。 

设 4y. Bi Cu 4s, Ba, 02 是 六 边 形 的 顶点 , 4:= (B10 BCD， 
Bs=(0143 站 Ca41)，Cs 二 (41Bs 42B1) 是 对 边 的 交点 ,也 = (44Bsn 
43aCD) 和 吾 =(4iCan B01) 是 两 个 别 的 交点 。 于 是 根据 对 应 直线 相交 于 
此 二 次 曲线 的 事实 , 顶点 为 4s 和 Cs 的 两 直线 束 射影 相关 。 对 于 这 个 直 
射 变换 对 应 有 直线 418 到 直线 01Bs 上 的 一 个 直射 变换 ,在 此 直射 下 ， 
点 41, Ca D，Bs 映 成 点 也 4a C01，Bs。 因为 点 Bz 固定 ,所 以 此 直射 
变换 是 一 个 中 心 射影 。 射 影 的 中 心 是 直线 A418 和 DO1 的 交点 。 因 此 , 直 
线 4sCs 也 过 点 Ba。 


图 12.5-9 根据 帕斯卡 定理 由 
图 12.5-8 帕斯卡 定理 五 个 点 作出 二 次 曲线 


帕斯卡 定理 给 出 过 五 点 画 一 条 二 次 曲线 的 另 一 种 可 能 的 作 图 方法 。 
设 4 Bi, 01，42，Ba, 是 任 三 点 不 共 线 的 五 个 点 。 然 后 直线 41B2 和 
4sB1 相交 于 点 03。 过 0s 的 任 一 直线 1 交 直 线 014 和 01Bs 于 点 Bs 和 
hs, 然后 直线 41Bs 和 Bi4s 相交 于 点 0s, 当 1 遍历 过 03 的 所 有 直线 时 ， 
就 描绘 一 条 过 点 41，Bi, 01, 4，，B 的 二 次 曲线 ( 见 图 12.5-9)。 

四 斯 卡 定理 的 对 个 形式 :. 布 利安 生 (Brianehon) 定 理 。 若 二 次 曲线 
的 六 条 切线 作为 六 边 形 的 边 , 则 对 项 点 的 连 线 共 点 ( 见 图 12.5-10) 。 

与 帕斯卡 六 边 形 对 边 的 交点 443，Bs,. 03 相对 侦 , 得 到 布 利安 生 六 边 
形 对 顶点 的 连 线 43, bs, cs。 与 过 A438，Bs, 03 的 帕斯卡 直线 2 相对 偶 , 得 
到 作为 as, 8s, os 交点 的 布 利安 生 点 也 。 | 

布 利 安生 定理 给 出 了 一 种 以 五 条 给 定 直线 为 切线 作 二 次 曲线 适宜 于 
制图 用 的 方法 。 给 定 的 五 条 直线 41, qs, 01，ba, 1 应 该 无 三 条 共 点 ( 见 图 
了 2.5-1D) 。 相 对 切线 交点 的 三 条 连 线 中 , 仅 有 一 条 cs=[(a1 1 5), (oan as)] 
是 固定 的 。 其 他 两 条 直线 cs 和 6s 由 cs 上 布 利安 生 点 卫 的 任何 位 置 确 
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图 二 .5- 了 1 根据 布 利安 生 定理 由 
图 12.5-10 布 利安 生 定理 五 条 切线 作出 二 次 曲线 
定 ,而 利用 它们 与 bi 和 a1 的 交点 ,第 六 条 切线 ca 作为 过 这 些 点 的 直线 就 
固定 下 来 了 。 这 种 作 图 给 出 二 次 曲线 作为 所 有 直线 的 包 络 , 这 些 直线 连 
同 五 条 给 定 直线 一 起 组 成 布 利安 生 六 边 形 。 
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微分 几何 用 分 析 的 概念 和 方法 ， 特 别 是 微分 学 和 微分 方程 理论 的 
概念 和 方法 研究 几何 图 形 。 如 同 解 析 几 何 一 样 , 基本 的 几何 空间 或 流 
形 必须 参考 坐标 。 几何 图 形 嵌入 这 些 空间 , 例如 一 般 的 曲线 或 曲面 由 
充分 可 籁 的 方程 或 函数 表征 。 为 了 理解 微分 几何 的 比较 高 深 的 部 分 , 必 
须 十 分 熟悉 张 量 演算 ; 再 进一步 ， 拓 扑 和 某 些 其 他 数学 分 支 的 知识 也 是 
必要 的 。 

欧 几 里 得 空间 的 曲线 论 

浊 线 的 定义 ” 设 eli=1, 2 3) 是 三 个 两 两 正 交 的 单位 向 量 ， 它 们 组 
成 3 维 欧 几 里 得 空间 瑟 s 的 一 个 标准 正 交 三 面体 ， 再 设 mi(t= 了 1 3 3) 是 
关于 这 个 三 面体 的 簿 卡尔 坐标 。 所 谓 曲线 段 的 参数 表示 , 理解 为 将 曲线 
上 一 点 的 坐标 2 表 成 区 间 a<t<b 上 一 个 实 参数 上 的 函数 : mw 一 户 ( 
Ci=1 2 3)。 通 常 把 三 个 方程 概括 为 一 个 向 量 方程 


w=wX(t) =- 访 记 (eo 


疗 数 4(D 必 须 充分 连续 可 微 ;通常 要 求 开 头 三 阶 导数 存在 和 连续 就行 
了 。 所 谓 一 条 由 线 , 理解 为 这 样 的 一 个 连通 点 集 C, 使 得 对 于 C 的 任意 
一 点 卫 , 存在 一 个 邻 域 0, 使 C 的 落 在 DU 内 的 点 能 表示 成 曲线 的 一 段 ， 
曲线 段 的 参数 几乎 可 以 任意 选取 ; 东 i 是 一 个 参数 ， 我 们 能 用 参数 变换 
# 一 9 人 扩 得 到 任何 别 的 参数 如 其 中 通 数 (往往 充分 连续 可 微 且 其 导数 


-加 约 不 为 零 。 重要 的 是 不 依赖 于 参数 的 特殊 选取 的 曲线 几何 性 质 , 而 


不 在 于 表示 的 比较 随意 的 解析 形式 。 通 常 可 选取 3 维 隐 几 里 得 空间 ,的 
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坐标 系 以 及 曲线 C 上 的 参数 证 使 得 表示 C 的 函数 尽 可 能 地 简单 ， 从 而 
使 计算 变 得 较为 容易 。 
一 条 曲线 也 能 用 两 个 独立 的 方程 
9 tb Pa, Ta) =0, hr1, va, Ts) 一 0 
以 隐 式 表示 给 出 , 即 在 几何 上 作为 两 个 曲面 9g=0, h==0 的 交 线 给 出 。 最 
简单 的 空间 曲线 之 一 是 图 柱 埋 旋 线 , 它 可 以 用 如 下 形式 表示 : 
X(t) =alel cost essint) + btieso 
螺丝 的 螺纹 就 是 一 条 图 
柱 螺旋 线 ， 其 中 24 是 直径 ， 
2rbp 是 螺旋 的 螺 距 《〈 见 图 


13.1-1)。 


Xa 


图 区.1-1 圆柱 螺旋 线 图 13.1-23 在 点 Po 的 法 平面 入 
切线 车 过 曲线 CC 的 两 点 Pl， Pa 引 一 条 直线 ( 割 线 )， 然 后 设 Pi 和 
Ps 趋 于 C 的 固定 点 Po, 它 的 位 置 向 量 为 zxo= zoG， 则 此 割 线 趋 于 过 Po 
的 一 条 直线 , 称 为 曲线 C 在 Pa 点 的 切线 。 洲 Po 是 正则 点 , 即 至 少 有 一 
个 导数 节约 a) 不 为 零 ; 用 向 量 形式 表示 为 
dr) So .di) 
一 一 一 人 1 el ~ 0, 


Sl 


Xo 
则 由 上 面 所 要 求 的 可 微 性 条 件 保 证 了 这 条 切线 的 存在 。 非 正则 点 称 为 奇 
点 ， 它 们 的 性 质 必 须 分 开 来 研究 。 在 正则 点 Po, zo 是 在 点 Bo 的 切线 的 
方向 向 量 。 至 于 切线 上 一 点 的 位 置身 量 多 通过 引进 参数 只 一 ce<T< 
十 c"), 就 得 到 所 给 的 方程 。 
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| 切线 方程 yf wo or 


过 Po 点 且 算 直 于 切线 的 平面 称 为 C 在 Po 的 法 平面 六 ( 见 图 
13.1-2)。 若 z 是 法 平面 上 一 点 的 位 置 向 量 , a*b 记 两 个 向 量 4, b 的 纯 
量 积 , 则 法 平面 入 的 方程 为 : 


| 法 平面 方程 | Xo (2— Xo0)=0 | 


密切 平面 ”假设 曲线 C 不 是 一 条 直线 。 于 是 一 般 地 , 它 的 任意 三 点 
Pu Pa，Ps 不 落 在 同一 直线 上 。 因 此 , 任何 这 样 的 三 点 决定 一 个 平面 。 若 
Pi，Pa，Ps 趋 于 C 上 同一 点 Po, 则 在 极限 情况 下 它们 的 平面 收敛 于 过 
Po 的 一 个 平面 , 称 为 曲线 C 在 Po 的 寄 切 平面 了 了 ( 见 图 13,1-3)。 若 位 置 
向 量 x 扩 的 一 阶 ,二 阶 导 数 于 t= 加 线性 独立 , 即 2oXjo 短 0, 则 密切 平面 


3 


的 存在 性 就 有 保证 。 这 里 击 一 <) 一 阅 o ft; wxb 记 向 量 a 和 


记 的 向 量 梭 。 若 x 是 密切 平面 7 上 一 点 的 位 置 向 量 ， (a, b, c) 记 向 量 a， 
b 和 c 的 纯 量 三 重 积 , 即 (e, b, ec 一 (ex 的 .cc， 则 密切 平面 的 方程 是 


密切 平面 的 方程 


曲线 与 它 的 切线 有 一 阶 蕊 能 , 即 在 参数 的 适当 选取 下 , 曲线 的 一 阶 导 
数 与 切线 在 切 点 相符 。 密 切 平面 可 以 定义 为 与 曲线 在 点 Po 有 二 阶 切 触 
的 平面 , 即 指 它 的 一 阶 、 二 阶 导 数 各， 知 必须 沙 在 这 个 平面 上 。 若 40x 加 
大 0, 则 密切 平面 是 唯一 确定 的 。 这 是 在 Po 点 由 向 量 训 和 和 加 所 张 成 的 
平面 。 垂 直 于 密切 平面 和 法 平面 的 平面 称 为 在 Po 的 从 切 平 面 有 B 车 z 
点 是 此 平面 上 一 点 的 位 置 向 量 , 则 得 到 | 


从 切 平面 方程 


法 线 ” 落 在 法 平面 上 且 过 Po 点 的 任意 一 条 直线 都 称 为 C 在 Po 点 
的 法 线 。 落 在 密切 平面 上 的 法 线 称 为 C 在 Po 点 的 主 法 线 , 落 在 从 切 平面 
上 的 法 线 称 为 副 法 线 。 主 法 线 的 方向 向 量 是 (%o Xx 和 为 ) x zo, 副 法 线 的 方向 
向 量 是 XoX 和 加 (车 和 加 Xx 癌 和 二 o 时 )。 车 在 曲线 CC 的 每 一 点 卫 沿 切线 , 主 法 
线 和 副 法 线 方向 引 三 个 长 度 为 土 的 向 量 t, za 5, 则 有 一 个 标准 正 交 的 三 
面体 ， 称 为 (唯一 决定 的 ) 曲线 的 活动 三 面体 。 活动 三 面体 (w 面体 ) 的 


(joX jo) (zs 一 2o) 一 0 或 (ro Eo, 3—x0) =0 


《xzoy Zo x Ko, 和 一 20) 一 0 
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图 13.1-3 在 Po 点 的 密切 平面 了 图 13.1-4 曲线 的 活动 三 面体 
概念 已 被 证 明 不 仅 在 曲线 论 中 , 而 且 在 整个 微分 几何 中 是 很 有 用 的 ( 见 图 
13.1-4)。 

记 长 ”在 中 一 条 折线 的 长 度 可 定义 为 它 各 段 长 度 4z 的 和 。 微 
分 几何 所 讨论 的 曲线 都 可 用 折线 来 任意 紧密 地 下 过 。 于 是 , 近似 折线 的 长 
度 34w 趋 于 一 个 极限 值 册 称 为 曲线 的 长 度 。 对 于 用 参数 表示 一 xz 人)， 
0<t<a 的 曲线 段 C, 有 4z=xz 人 十 d) 一 zz(G， 可 以 证 明 , 在 通常 的 可 微 
性 条 件 下 , 上 述 曲线 段 的 长 度 等 于 积分 

a a 3 . 工 /3 
faa [Ts 
这 里 |z| 一 VY 去 玄 记 向 量 儿 的 长 度 。 如 果 只 考虑 从 参数 为 0 的 点 到 参数 
为 的 点 的 弧 Cs, 则 此 级 长 s 是 + 的 函数 : 
s=s() = 2 lar, 
车 C 是 正则 的 , 就 得 到 
宏一 |z(D)|>0, 
从 而 s 可 作为 新 的 参数 引进 , 这 个 新 参数 有 几何 上 的 特点 。 参数 s 称 为 
C 的 驮 长 或 自然 参数 ( 见 图 13.1 -56)。 位 置 向 量 关于 弧 长 的 导数 是 单 
切 向 量 


tx， 
由 此 得 出 w/w" 一作 即 二 名 延 直 于 xn 因而 当 "0 时 ， 它 是 主 法 
线 的 方向 向 量 。 


{x'| =1, 
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图 13.1-5 弧 长 的 定义 图 13.1-6 此 率 定义 


曲率 设 x~x(s), 0<s<1 是 用 强 长 作 参 数 的 曲线 段 C。 在 参数 
为 s 和 各 s+4s 的 点 卫 (s) 和 PC 十 4s) 的 切 向 量 tCs) 和 tls 十 4) 互 相形 成 

一 个 角 da。 现 在 车 ds 趋 于 0, 则 存在 极限 值 
多 


iA 
lim | | 一 “9)， 


它 称 为 C 在 点 卫 (s) 的 曲率 (图 13.1-6)。 对 于 直线 总 有 da 一 0, 即 曲率 
x(s) 恒 为 0。 

因此 ， 曲 率 是 曲线 在 形态 上 偏离 直线 的 一 种 度量 。 若 ;是 C 的 统 
长 , 则 x(s) =|x”(s) |。 

车 记 主 法 线 方向 上 适当 定向 的 单位 向 量 , 则 有 x" 一 x(s)n。 因此 
zw 称 为 曲率 向 量 。 

挠 率 平面 曲线 在 任意 一 点 的 密切 平面 就 是 这 条 曲线 所 在 的 同一 个 
平面 。 因 此 , 平面 曲线 的 单位 副 法 线 向 量 b 一 -各 7T 是 常 向 量 (反之 亦 


然 )。 所 以 垂直 于 密切 平面 的 副 法 线 向 量 5 的 变 差 就 是 密切 平面 变 差 的 
一 种 度量 , 也 是 曲线 C 在 所 讨论 的 点 偏离 它 在 密切 平面 上 的 投影 的 一 种 
度量 。 车 48 记 点 PC3) 和 PG 二 4) 的 副 法 线 向 量 bCs) 和 b(s 二 4s) 之 间 
的 夹 角 , 则 一 般 地 存在 极限 值 


lm 人 一 T(S)， 
As+0 


称 为 C 在 点 了 (Cs) 的 搁 济 。 
自然 方程 ”曲率 、 挠 率 和 弧 长 是 雪线 在 歼 几 里 得 运动 下 的 不 变量 , 即 
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若 一 条 曲线 (例如 由 人 金属 丝 作 成 的 一 条 曲线 ) 在 空间 作 刚 体 运 动 , 则 曲率 、 
挠 率 和 弧 长 并 不 改变 。 此 外 ， 这 些 量 不 依赖 于 参数 表示 wx 一 x( 引 的 任意 
选择 , 因此 它们 也 是 在 参数 变换 下 的 不 变量 。 这 两 个 不 变性 直接 从 上 面 
给 出 的 定义 得 到 。 这 三 个 量 3, x, 5 用 下 面 两 个 方程 联系 起 来, 

M% 一 4%(s) >0, T=7(s); 
它们 称 为 曲线 的 自然 方程 。 下 面 的 定理 可 当 作 曲线 论 的 主要 结果 ; 它 说 
明 x(s) 和 ~z(s) 形 成 曲线 CC 的 不 变量 完备 系 ; 

对 于 任何 给 定 的 连续 函数 x=x(s)>>0 和 T=zCs), 在 欧 几 里 得 运 
动 的 范围 内 , 有 一 条 且 仅 有 一 条 曲线 C, 使 得 %( 引 是 的 曲 罕 和 TCs) 
是 C 的 挠 率 。 

弗 雷 这 (renet) 公 式 ” 这 个 定理 的 证 明 用 活动 三 曾 体 的 方法 导出 
( 见 图 18.1-7)。 对 于 活动 三 面体 的 向 量 t(s), nCs), b《s) 的 变 差 ， 成 立 
旭 下 的 党 雷 厌 公式 ; 


MX(S)1z(5) 


弗 吉 奈 公式 各 一 x(s)t(s) ++(s) bs) 
于- -rr 


因为 和 一 z 是 曲率 向 量 , 所 以 第 一 


个 方程 已 经 证 明了 。 由 于 zz 二 5 是 两 
两 正 交 的 单位 向 量 , 因此 有 nn=b-b 
一 t,t 二 1 和 nb=nt 二 b't= 二 0; 微分 
之 , 得 b'.b=0, nn’ 二 0, tb= 一 t: 
b', nt=—t rn nb=-b''n。 联 
向 量 b =ast 十 Ben 十 yab 和 12 一 cot 十 
Ban 十 Yab 与 适当 的 向 量 n, t 或 b 的 
纯 量 积 ， 就 能 决定 分 量 %, Bs, ys(i= | 


图 13.1-7 名 关于 活动 三 
面体 声 ?二 的 分 解 

2, 3)。 得 到 : 只 .5 一 ya 一 0; b''t=Qs 一 一 tb 一 一 xn'b=0; bt 二 Ben。 按 

辕 税 率 的 定义 ,得 出 15| 一 |Bs| =irl。 为 了 与 rG)=lim 得 相 一 致 , 必 
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须 设 = -zs)n。 对 于 第 二 个 方程 : B62 二 #8 二 0; ao 一 可以 一 一直, 一 
—%x(G) 和 Ys=n'b=— bn=7r(s), Wn' = — t+vh, 
对 于 给 定 的 连续 函数 x(s) >0 和 75(5), 弗 雷 奈 公 式 是 确定 tn,b 的 


线性 微分 方程 组 。 一 旦 得 到 t(s) 后 ， 就 能 通过 .92 一 +Cs) 的 积分 找到 由 


线 ; 例如 圆柱 螺旋 线 表 征 为 其 曲率 和 挠 率 是 常数 的 曲线 。 
欧 几 里 得 空间 的 曲面 论 
曲面 的 定义 ”车 在 Bs 中 一 点 的 三 个 坐标 m4(i==1, 2 3) 给 定 为 两 个 
套数 4 和? 的 函数 一 jb (i=1,2, 3), 或 者 用 向 量 形式 


x=, DA v)es, 


其 中 和 % 在 某 个 平面 区 域 刀 内 变化 , 这 就 称 为 曲面 片 的 参数 表示 。 

车 Bs 中 连通 点 集 8 的 每 一 点 了 ,都 存在 一 个 邻 域 可 使 得 沙 在 内 
的 S 的 点 有 一 个 作为 曲面 片 的 参数 表示 , 则 此 连通 点 集 8 称 为 曲面 。 藻 
参数 “ 和? 的 值 ( 亦 称 曲 面 上 的 坐标 ) 给 定 ， 则 曲面 片上 点 的 位 置 是 唯一 
确定 的 ; 例如 , 地 球 表面 上 一 点 是 由 它 的 纬度 和 经 度 定 下 来 的 。 在 广泛 的 
范围 内 , 曲面 片 的 参数 能 任意 选取 ; 车 存在 如 下 形式 的 一 一 对 应 变换 


Owu’ Ow’ 

WWW, V) Bu an 
vv oO) TI | a or |* 

Ou Ov 


则 可 用 平面 区 域 D' 内 的 参数 和 ww' 代 兰 w 和 w, 这 就 称 为 杂 数 变 撞 。 
曲面 论 的 几何 概念 必须 是 在 网 几 里 得 运动 下 和 在 参数 变换 下 不 变 的 。 一 
个 曲面 也 能 用 方程 gc x2, zs) 二 0 隐 式 地 给 出 。 

切 平面 .为 了 研究 曲面 在 参数 为 wo 和 wo 的 一 点 Po 的 分 域内 的 性 
质 , 考虑 曲面 上 过 Po 点 的 曲线 。 任意 一 条 这 种 曲线 能 以 参数 表示 给 出 
形 如 : 

zt) =z tt), v0 v(t)), 

其 中 wu0) 一 "0) =0。 在 特殊 情况 下 , w=tw+ 0 二 w, 即 对 于 所 有 名 
vt) 二 0, 就 得 到 过 Po 的 参数 曲线 ， 沿 着 这 条 上 曲线 o=w 是 常数 。 类 似 
地 , 若 &=wo, "一 to 十 记 则 得 到 另 一 条 参数 曲线 , 沿 此 曲线 w=wo 是 常数 。 
点 Po 是 这 两 条 参数 曲线 的 交点 。 在 地 球 表面 上 的 地 面 坐标 中 ， 经 线 和 纬 
度 圆 就 是 相应 的 参数 曲线 。 
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过 Po 点 的 曲线 在 1 一 0 的 点 即 在 Po 的 切 向 量 ,可 通过 参数 表示 的 微 
分 而 得 到 ， 
dx Oxo du(0) , Oxy do 人 0) 


Er -证 - 责 - 本 > 


其 中 -ea 一 如 Qo 中，2zo -2 ol。 从 这 些 公式 看 到 : 向 量 -2 Sm 


后 
的 所 有 曲线 的 切 向 量 一 定 落 在 过 Po 点 由 -2 和 -2 所 张 成 的 平面 内 。 


这 个 平面 称 为 曲面 在 Po 的 切 平 面 。 车 g 和 ?》 是 切 平面 上 一 点 的 参数 , z 
是 这 一 点 的 位 置 向 量 , 则 得 到 切 平 面 的 参数 表示 ， 


切 平面 方程 


z=X0+g +b mr. 


Oxo 


只 有 当 a 和 -zu 线性 独立 时 ,这 些 公式 才 有 意义 : 参数 曲线 的 切 向 量 


为 线性 独立 的 点 称 为 正则 点 ;否则 
称 为 夺 点 。 显 然 , S 上 一 点 Po 当 且 仅 


当 -Se x 2 #0 时 , 它 是 正则 点 。 


在 地 球 表面 的 地 面 兴 标 中 ， 报 点 
是 奇 点 ， 圆 锥 的 顶点 对 于 任意 的 参数 
表示 都 是 奇 点 ， 因 为 圆锥 在 这 一 点 没 
有 切 平面 。 在 微分 几何 中 ， 只 处 理 正 
风 昌 面 ;而 奇 点 总 得 分 开 来 处 理 。 

过 Po 且 垂 直 于 切 平面 的 直线 称 
为 法 线 ( 见 图 13.1-8)。 


内 区 几何 “在 微分 几何 的 早期 ， 把 曲面 当 作 典 入 锥 欧 几 里 得 空间 
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的 固体 的 外 部 边界 ,或 者 当 作 “无 限 薄 ”的 冉 体 。 几 何 学 家 蒙 日 可 作为 这 种 
思想 的 创始 人 ; 他 写 了 第 一 本 微分 几何 教科 书 (& 分 析 在 几何 中 的 应 用 >， 
巴黎 1809 年 )。 与 大 地 测量 的 实际 问题 相 联 系 ， 高 斯 提出 了 这 样 一 个 问 
题 :如 何 从 曲面 本 身上 的 测量 , 引出 曲面 的 空间 形式 的 结论 ? 一 一 这 个 问 
题 对 于 确定 地 球 的 形式 是 十 分 重要 的 , 地 球 原来 被 当 作 一 个 球 , 以 后 认为 
它 是 扁平 的 旋转 桶 球 ,今天 则 认为 这 是 不 能 用 初等 方式 表示 的 曲面 , 即 所 
谓 地 球体 。 这 些 问题 的 研究 使 高 斯 得 出 曲面 的 内 蕴 几 何 ; 在 他 的 论文 “ 关 
于 由 面 的 一 航 研 究 "(1827 年 ) 中 叙述 了 这 个 问题 .在 曙 面 论 的 这 一 部 分 中 ， 
不 将 曲面 作为 固体 , 而 是 当 作 皮革 , 它 能 凌 曲 但 不 能 仲 长。 所 谓 曲 面 的 畜 
曲 , 理解 为 曲面 的 连续 变形 , 在 这 种 变形 下 , 曲面 上 所 有 曲线 的 长 度 保持 
不 变 。 更 一 般 地 说 ， 两 个 曲面 8 和 5S" 称 为 等 焉 的 是 指 车 SS 上 的 点 卫 和 
S' 上 的 点 P' 之 间 存 在 一 一 对 应 P' 一 g(P), 使 得 在 此 对 应 下 相互 变换 而 
成 的 曲线 具有 相同 的 长 度 。 于 是 这 个 对 应 9 称 为 等 距 映射 或 称 等 距 ; 例 
如 ， 一 个 锥 面 若 沿 着 它 的 一 条 母线 割 开 ， 则 它 能 等 距 地 映射 到 一 个 平面 
区 域 上 。 曲面 S 弯曲 成 曲面 S' 也 是 8 到 S' 上 的 一 个 等 距 上 映射 ; 但 是 两 
个 等 距 曲 面 不 一 定 具 有 从 一 个 曲面 到 另 一 个 曲面 的 连续 弯曲 。 在 等 距 映 
射 下 保持 不 变 的 曲面 性 质 , 可 以 通过 曲面 上 的 测量 来 建立 ; 它们 就 构成 曲 
面 的 内 莹 几何 的 内 容 。 在 这 种 意义 下 ,平面 几何 是 平面 的 内 莹 几何 , 球面 
三 角 学 是 球面 的 内 蔓 几 何 。 

”曲面 的 弧 长 元 素 ”内 蔓 几 何 完全 由 曲面 的 缴 长 元 素 所 支配 。 设 x= 
w(t) 一 2 v6)); 加 <t< 和 是 曲面 S 上 的 一 条 曲线 C。 关于 + 进行 


微分 , 得 到 切 向 量 
dx _ Ox du Ox ayv 


X= 


t 学 Bo 


由 C 的 弧 长 s(t) 定义 , 有 ( 分) 一 |? 一 zz。 代入 到 上 面 的 表达 式 ， 
得 


( 宇 ) = Ox 名 ( 虹 ) 了 9 Ox dx du do Ox. 全 (3 多 ) 。 


at Bu Ou Ov di di Ov Ov 
车 按 高 斯 引进 的 记号 ， 
Or, _ Dr ax _ DOw .Ox 
E(u, v)= Bi Br Fu, = Bo G (wu, = : 


并 且 只 写 出 微分 而 不 用 关于 ; 的 导数 写法 ， 风 和 到 短 攻 天 过 或 加 面 的 和 
一 基本 形式 。 
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| 曲面 的 第 一 基本 形式 | ds2=B(u, VA? 2F' 0, du Av + Gu wav| 


曲线 C 的 长 度 7 用 强 长 元 素 表达 如 下 ; 
= Viz- VY 名 ) +42F 条 呈 +6 (多 ) dit: 
在 积分 中 , ,了 ，G 的 变量 % 和 w 自然 得 用 曲线 方程 4 一 w 和 vv() 
代入 。 
利用 第 一 基本 形式 不 仅 能 够 计算 弧 长 ， 而 且 也 能 定义 和 确定 在 曲面 
上 由 测量 可 以 得 到 的 所 有 量 ; 例如 , 曲面 S 上 相交 于 Po 点 的 两 条 曲线 之 
间 的 夹 角 ， 还 有 S 上 一 个 点 集 的 面 
积 , 都 能 用 这 个 方式 定义 。 G4 v4 0) tt 
S 上 一 个 区 域 芝 的 面积 4(0) 天 


是 
4(D) = [Jcze — FV2 gu dv, 
被 积 函 数 d4=(BG 一 FW?Gudy 


称 为 S 的 面积 元 素 ， 可 直观 地 看 作 。 中 Ep 
参数 曲线 网 的 一 块 无 穷 小 网 格 的 面 Ou 
积 ( 见 图 要 ,二 9); (BG 一 ?YW?4du dv 图 13.1-9 面积 元 素 的 定义 


是 由 向 量 区 4u 和 各 4o 张 成 的 平行 四 边 形 的 面积 。 在 计算 4(0) 时 ， 
可 分 下 这 全 Cu 六 活 在 中 的 所 有 参数 &w 和 v。 

纲 长 元 泰 完全 确定 了 虎 面 的 内 葡 几 何 ， 两 个 明 面 3 和 5S' 是 等 距 的 ， 
当 且 仅 当 能 找到 它们 的 参数 表示 , 使 得 它们 的 弧 长 元 案 相符 。 

测 地 线 “ 若 在 曲面 上 过 两 点 Pi 和 Ps 多 所 逢 蚀 线 市， 存在 一 条 长 度 
最 小 的 曲线 , 它 就 叫做 最 短 曲 线 。 确定 则 面 上 的 最 短 曲 线 是 微分 几何 和 
变 分 演算 最 十 老 的 问题 之 一 。 在 平面 上 给 出 两 点 ,只 存在 一 条 过 这 两 点 的 
最 短 曲 线 , 即 连 结 这 两 点 的 直线 眉 。 在 曲面 上 可 能 存在 某 些 对 点 , 不 能 用 
最 短 曲线 相连 接 。 另 一 方面 ,也 可 能 发 生 这 样 的 情况 : 过 两 点 存在 不 止 一 
条 最 得 曲线 , 黄 至 有 无 限 多 条 最 扰 曲 线 ; 例如 ,就 球面 上 两 个 时 径 点 来 说, 
过 这 两 点 的 任何 半 个 大 园 都 是 最 短 曲 线 ， 不 过 : 

若 U 是 曲面 上 一 点 Pi 的 充分 小 邻 域 ,又 若 Ps 是 U 内 的 另 一 点 , 如 
存在 一 条 连接 P; 和 Ps 的 最 短 曲线 。 0 
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曲面 S 上 的 一 条 曲线 C 称 为 测 地 线 是 指 它 为 其 上 任何 两 个 充分 接 
近 点 之 间 的 最 短 曲线 。 在 球面 上 , 凡 大 图 都 是 测 地 线 ,但 显然 不 一 定 是 最 
短 曲 线 ; 一 个 大 圆 被 它 的 两 个 点 分 成 两 段 统 , 一 般 地 它们 的 长 度 不 同 , 因 
而 只 有 较 短 的 一 条 才 是 最 短 有 曲线 。 所 以 ,长 度 大 于 wR( 其 中 马 是 球 半径) 
的 大 圆 弧 不 是 最 短 曲 线 , 但 它 是 测 地 线 。 任意 曲面 的 测 地 线 方程 是 二 阶 
微分 方程 , 它 仅 依赖 于 第 一 基本 形式 。 

过 正则 曲面 上 任何 一 点 ,在 任何 给 定 方向 上 恰 有 一 条 测 地 线 。 一 个 完 
全 (直观 上 “无 边缘 ”) 曲 面 上 的 两 点 , 能 用 最 短线 相连 接 , 因此 也 能 用 测 地 
线 相连 接 . 

平行 位 移 ”平行 位 移 的 概念 也 能 转移 到 任意 曲面 上 。 在 测 地 线 9 的 
一 点 Po, 车 曲面 5 的 一 个 切 向 量 m=a(CPo 与 测 地 线 的 切 向 量 如 =tP9 
形成 夹 角 a, 则 在 测 地 线 的 一 点 卫 能 得 到 沿 g 平 行 于 alPo) 的 向 量 
42(P), 这 个 向 量 是 如 此 构造 的 : 从 了 了 在 切 平面 上 引 一 个 长 度 为 |ao| 的 向 
量 m, 它 与 9 的 切 向 量 t=tkP) 形 成 相同 的 夹 和 角 a。 从 这 个 定义 得 出 , 测 
地 线 的 具有 定常 长 度 的 切 向 量 ( 如 同 对 于 直线 那样 ) 给 出 沿 此 测 地 线 的 一 
个 平行 位 移 ; 这 里 w%=0。 若 把 此 定义 运用 于 曲 边 多 边 形 , 它 的 各 边 由 测 
地 线 组 成 ， 又 若 设 想 S 上 任意 一 条 曲线 由 这 样 的 测 地 线 多 边 形 盈 近 ， 则 
得 到 切 向 量 沿 曲面 上 任意 一 条 曲线 平行 位 移 的 直观 概念 。 在 弯曲 曲面 上 
的 平行 位 移 和 仿 射 (或 欧 几 里 得 ) 空 间 中 的 平行 位 移 之 间 最 重要 的 差别 是 
在 第 一 种 情况 下 , 平行 位 移 依 冲 于 所 沿 的 曲线 。 车 一 个 向 量 围绕 曲面 上 
一 条 封闭 路 径 位 移 , 则 一 般 地 说 , 它 并 不 回 到 原来 的 位 置 ( 见 图 13.1-10)。 
在 图 中 , 原来 的 向 量 ao 和 绕 具 有 三 个 直角 的 球面 三 角形 位 移 后 的 向 量 mm 


图 也. 蕊 10 沿 球面 三 角 图 18.1-11 法 曲率 和 
形 的 平行 位 移 测 地 线 曲 率 
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之 间 存 在 本 的 来 角 。 


曲面 的 曲率 ”为 了 研究 S 上 一 点 Po 邻 域内 的 曲率 性 质 ， 考 虑 S 上 
过 Po 点 的 曲线 曲率 ( 见 图 13.,1-1D)。 车 x” 是 曲线 C 存 PP 的 曲率 向 
量 , 把 它 投影 到 曲面 的 法 线 上 , 得 到 2 一 zn 十 ko, 其 中 矶 .加 一 0 因而 上 
是 一 个 切 向 量 ; 该 曲线 的 曲率 向 量 邓 分 解 成 切 向 分 量 血 和 垂直 于 它 的 
法 向 分 量 xzz。 投 影 到 法 线 上 的 长 度 和 ， 取 以 适当 的 符号 , 称 为 C 在 Po 
点 的 法 曲率 。jo 的 长 度 xo= | fo| 称 为 测 地 上 曲率。 由 曲率 向 量 邮 分 解 成 法 
分 量 xorao 和 切 分 量 x 中 直接 得 出 ; (全 ) 曲 率 x(s) 一 |x"(s) 法 曲率 和 一 
zs) Ko 和 测 地 曲率 ,== | 和 | 结 成 关系 好 = 总 廿 z。 测 地 滥 率 是 在 弯曲 
下 的 不 变量 ， 因 此 它 是 内 蕴 几 何 的 概念 ， 而 法 黄 率 则 依赖 于 曲面 在 空间 
的 嵌入 ， 例 如 ， 乍 平面 上 每 一 条 曲线 的 法 曲率 显然 为 0。 现在 若 把 平面 
的 一 条 带子 弯曲 成 半径 为 的 圆柱 面 片 ， 则 柱 面 的 每 一 个 母 加 有 法 曲率 
i 


9 


多 


曲面 上 一 条 曲线 的 测 地 曲率 能 用 平行 位 移 来 定义 ， 就 象 空间 曲线 的 
曲率 一 样 。 测 地 线 可 以 作为 曲面 上 测 地 曲率 为 零 的 曲线 来 表征 。 在 圆柱 
面 上 , 圆柱 螺旋 线 , 母线 以 及 垂直 于 母线 的 圆 都 是 测 地 线 ; 由 柱 面 沿 一 条 
母线 割 开 得 到 的 等 距 映 射 ， 将 柱 面 展 成 平面 时 ， 这 些 测 地 线 就 变 成 直线 
段 。 1 
法 曲率 是 由 曲面 论 的 第 二 基本 形式 给 出 ; 若 一 w(s)，? 一 "(9) 是 曲 
线 C 的 方程 , 其 中 * 是 它 的 弧 长 , 则 曲面 的 第 二 基本 形式 是 : 


_ 2x 一 Ox 上 Ox 
其 中 Ten Mn MN re 


由 此 得 出 , 法 曲率 只 依赖 于 曲线 在 Po 点 的 方向 。 

S 上 在 Po 点 具有 相同 切线 的 所 有 曲线 ， 也 具有 相同 的 法 曲率 。 

对 于 法 曲率 更 加 精确 的 研究 , 导致 曲面 上 点 的 分 类 。 首先 , 若 在 Pe 
点 所 有 的 量 用 , 信 都 为 0 如 平面 上 的 每 一 点 就 是 这 种 情况 ,， 则 点 Po 
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称 为 平坦 点。 否则 区 别 三 种 类 型 的 点 。 
EKE(P)=(LN- MY/(EG— FY) 


车 曲面 上 坐标 为 (w, ?的 点 了 P, 高 斯 曲率 玉 (P)>>0， 则 了 称 为 梢 圆 点 ， 
著 及 (P)<0, 则 己 称 为 双 曲 点 ; 而 若 玉 (P) 二 0, 则 卫 称 为 抛物 点 ( 见 图 
13.1-12)。 这 种 纯粹 形式 上 的 分 类 和 曲面 的 形状 有 密切 联系 。 例 如 , 在 
自行 车 胎 ( 环 面 ) 上 , 内 侧 的 点 是 双 曲 点 , 外 侧 的 点 是 构 圆 点 ; 这 两 个 点 集 
被 两 个 圆 隔 开 ， 而 这 两 个 圆 由 抛物 

丈 >0, 精 站 点 点 所 组 成 。 椭 夯 上 只 有 椭圆 点 , 双 

丰 ~0 ,和 物 上 曲 抛物 面 ( 远 面 ) 上 只 有 双 曲 点 ， 圆 

柱 面 上 只 有 抛物 点 ( 见 图 3.113)。 


站 一 0 双 井 点 
也 P, 7 三 
图 13.1-12 旋转 曲面 ( 钟 面 ) 图 13.1-13 祷 圆 点 (PD 抛物 点 
上 点 的 分 类 (Py) 和 双 曲 点 C2) 


非凡 的 定理 ”曲面 的 第 一 和 第 二 基本 形式 是 在 运动 下 的 不 变量 ， 即 
沙 曲 面 在 空间 作为 刚体 而 运动 (不 改变 它 的 形状 )， 则 这 两 个 基本 形式 不 
变 。 若 曲面 被 弯曲 即 等 距 变 形 , 则 第 一 基本 形式 保持 不 变 , 而 确定 法 曲率 
的 第 二 基本 形式 会 变 。 因 此 第 一 基本 形式 是 一 个 弯 购 不 变量 。 
”高 斯 指出 , 高 斯 曲率 不 仅 在 运动 和 参数 变换 下 是 不 变量 , 而 且 在 弯曲 
下 也 是 不 变量 。 他 把 这 个 意 想 不 到 的 惊人 结果 称 为 非凡 的 定理 。 
非凡 的 定理 。 高 斯 曲率 下 在 等 距 喘 射 下 保持 不 变 。 
为 了 证 明 这 个 定理 , 导出 玉 的 一 个 公式 ， 其 中 只 出 现 第 一 基本 形式 
的 系数 以 及 它们 的 导数 。 因 为 这 些 都 是 弯曲 不 变量 ,所 以 所 也 必定 是 弯 
曲 不 变量 。 适 当地 选取 参数 % 和 可 使 曲面 的 参数 曲线 相交 成 直角 , 即 
器 疆 一 P 一 0。 假 定 是 这 样 的 话 ,非凡 的 定理 就 可 以 表达 为 公式 
_ ZN-M 1 al evGil， 9 1 ovVal 
有 一 了 -| Ou } 名 ( 语 2 用 
由 此 得 出 ,例如 半径 为 + 的 球面 , 它 在 每 一 点 的 高 斯 曲 阐 为 7， 所 以 球 


人 > 了 


上 水 册 贡 
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面 不 可 能 等 距 映 射 到 平面 上 (KK 二 0)。 

因此 不 可 能 男 一 张 地 球 表面 部 分 正确 无 误 的 地 图 ， 只 有 限制 在 充分 
小 的 区 域内 才能 得 到 一 个 近似 准确 的 表示 。 

由 基本 形式 确定 曲面 ”非凡 的 定理 直接 联系 着 如 下 的 问题 : 设 

人 1 一石 EC 二 216 十 G112，p3 一 也 2 十 384 有 十 人 7 

是 两 个 一 次 形式 ， 它 们 的 系数 是 两 个 变量 和 ~ 的 函数 ; 进 乔 设 pt 是 
正定 的 。 是 否 总 存在 一 个 曲面 5, gwl 是 它 的 第 一 基本 形式 和 gs 是 第 
二 基本 形式 ?. 这 个 问题 类 似 于 由 给 定 的 曲率 和 找 率 确定 一 条 曲线 。 但 相 
比 于 这 个 简单 问题 ， 其 中 的 曲率 和 挠 率 可 以 个 此 独立 地 给 出 ， 而 在 曲面 
情况 下 , 两 个 基本 形式 不 能 彼此 独立 地 选取 ; 它们 的 系数 由 三 个 条 件 即 所 
亩 可 积 性 条 件 相 联系 ， 这 三 个 条 件 在 每 个 曲面 上 都 成 立 。 其 中 一 个 条 
件 在 前 面 一 段 已 经 给 出 , 即 表达 非凡 的 定理 的 那个 方程 (在 为 =0 的 假定 
下 ); 另外 两 个 可 积 性 条 件 叫 做 科 达 齐 - 迈 纳 迪 (Codazzi-Mainardi) 公 
式 。 车 对 于 wo: 和 go 这 三 个 条 件 都 满足 ， 则 至 少 就 变量 % 和 2 的 充分 小 
区 域 吕 而 言 ,总 存在 一 片 曲 面 , 以 pl 和 gps 作为 它 的 第 一 、 第 二 基本 形式 ; 
定义 在 上 不 同 的 两 片 曲面 是 合同 的 。 

高 斯 - 波 秦 (Bonnet) 定 理 在 曲面 5 的 一 个 区 域 U 上 ， 高 斯 曲率 
乘 以 面积 元 素 44 再 积分 ,得 到 所 谓 的 区 域 总 由 率 玉 (D0); 


KU) ={/xa4=|f FCsG -Bau 


它 自然 也 是 弯曲 不 变量 。 

关于 总 曲率 因而 也 是 高 斯 曲率 的 一 种 直观 解释 , 可 以 从 研究 曲面 S 
上 区 域 口 的 球 惠 映 象 中 得 到 。 这 个 球面 映 象 是 由 一 个 固定 点 , 警 如 说 原 
点 0 引出 上 一 点 邓 的 单位 法 向 量 n 得到。 这 些 向 量 的 端点 描 出 单位 
球 的 一 个 区 域 六 , 它 就 是 0 的 球面 喘 系 。 于 是 这 个 球面 映 象 的 面积 ( 除 
了 符号 以 外 ) 等 于 UU 的 总 由 弟 。 直观 上 很 明显 ，S 弯 得 越 房 害 ， 这 个 面 
积 就 越 大 。 

车 如 以 简单 的 闭 曲 线 C 为 界 ， 则 总 曲率 (DV) 可 表达 成 绕 C 的 积 
分 。 这 里 高 斯 - 波 奈 定理 成 立 , 其 中 x 是 测 地 曲率 , s 是 沿 C 的 弧 长 。 


高 斯 - 波 奈 定 理 [aa as=2n 
9 


484 ”第 13 章 微分 几何 , 吓 体 ,积分 几何 


把 这 个 定理 应 用 到 闭 曲 面 ， 得 到 特别 有 趣 的 结果 。 直 观 上 可 以 把 一 
个 闭 曲面 想象 成 一 个 被 刺 穿 9 个 洞 的 有 限 光滑 物体 的 边界 ; 数 9 称 为 曲 
面 的 亏 格 ; 闭 曲 面 的 例子 有 球 两 (9 一 0)， 环 面 (9 一 也 和 组 结 面 (9=2( 见 
图 13.1-14)。 


g=2( 弓 结 男 ) g™3 


elv) 
图 13.1-14 不 同 亏 格 的 曲面 图 18.1-15 旋转 曲面 的 定义 


号 格 为 g 的 闭 曲 面 S 的 总 曲率 不 依 束 于 曲面 的 形状 县 等 于 
«(=| xaa-arG =4x (1—g), 


这 个 结果 很 重要 , 因为 它 使 我 们 有 可 能 用 微分 几何 的 量 (这 里 是 用 总 
曲率 ) 表 达 曲 面 的 拓扑 性 质 ， 在 当前 情况 下 表达 亏 格 9, 而 亏 格 是 即使 在 
任意 连续 变形 下 仍然 保持 不 变 的 。 它 的 推广 以 及 类 似 的 问题 最 近 几 十 年 
来 引导 现代 几何 最 有 意义 也 是 最 困难 的 分 支 之 一 的 发 展 ， 这 个 分 支 还 研 
究 高 维 空间 的 微分 几何 和 拓扑 在 几何 形式 的 性 质 之 间 的 联系 。 

旋转 曲面 ”所 谓 旋 转 巾 面 是 指 一 条 平面 曲线 绕 曲 线 所 在 平面 的 一 根 
轴 旋 转 而 成 的 曲面 。 实 际 上 经 常 出 现 这 种 具有 旋转 对 称 性 的 曲面 。 为 了 
得 到 旋转 曲面 的 参数 表示 ， 在 空间 直角 坐标 系 中 取 es 灿 为 旋转 轴 ( 见 图 
3.1-15)。 在 羽 直 于 es 轴 的 e1, es 平面 中 定义 一 个 单位 向 量 ep) 为 : 


e() 一 elcos0 + es8inv, 
Tr de ; % 
它 的 导数 ee (si Uv+ecosv=e 4 十 可 o 


由 此 直接 得 出 ， 对 于 所 有 的 2 值 , 向量 e(o)，e* (v), es 形成 一 个 右手 的 
正 交 三 面体 。 过 原点 且 由 e(w) 和 es 张 成 的 平面 五 (0), 当 v 变 化 时 这 
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个 平面 就 绕 es 四 旋转 。 在 开 (v) 中 任何 一 条 固定 曲线 (wD) 一 Ewet 
n(w)es， 其 中 是 弧 长 因而 92 ,人 一 当 平面 豆 (o) 绕 os 轴 旋 转 对 就 
产生 一 个 旋转 曲面 。 因 此 由 x(w) 产生 的 旋转 曲面 具有 如 下 形式 的 参数 
z( 9) = EW eV) +N eo 

曲面 的 参数 是 4 和 v。 参 数 曲线 是 经 线 ， 即 母线 zu, ww), vo 一 常数 ， 和 
纬度 加 ， 即 曲面 与 垂直 于 旋转 轴 平 而 相交 而 成 的 圆 x(uo, v), to 一 常数 。 
为 了 找 出 曲面 的 奇 点 一 假定 母线 是 正则 的 一 计算 

吾 x 吾 -CEe+nen xée"-é(- Tetee), 
式 中 扳 号 记 关于 母线 弧 长 4 的 微分 。 向 量 n ~ e+&es, 是 这 条 曲线 的 
单位 法 向 量 ， 因 此 也 是 曲面 的 法 向 量 。 曲 面 上 一 点 是 奇 点 ， 当 且 仅 当 
一 0, 亦 即 落 在 施 转 轴 上 的 点 。 对 于 第 一 基本 形式 的 系数 , 直 净 得 到 瑟 = 
保 . 妈 =|x'|?=1, 因为 4 是 经 线 的 弧 长 , 一 如 -92 =0( 经 线 与 竺 度 
回 正 交 ), 最 后 , G 一 各 分- 一 乡 (v); 因此 第 一 基本 形式 是 

ds? = Adu? £2(u) dv?o 
为 了 计算 第 二 基本 形式 ,需要 参数 表示 的 二 阶 导数 
Ox O2x =é’e* Ox =~-_éte 
BY BD Bo ° 
量 x 称 为 经 线 的 相对 曲率 。 显然， |x,| 一 (x" we" ) 1/2, 因为 n= 即 Mr 
的 值 等 于 母线 的 曲率 当 井 线 朝 法 向 
量 半 的 方向 弯曲 时 ，xr 是 正 的 ， 当 它 
朝 相 反方 向 弯曲 时 ，xr 是 负 的 ; 在 图 
13.1-16 中 ，‰ 二 0。 与 法 向 量 作 纯 量 
积 ,得 到 
L=x,(%), M=0, N=éy, 

所 以 第 二 基本 形式 是 
加 = 的 ( 委 + (人 名) 。 a 
由 此 可 以 容易 地 计算 经 线 和 纬度 吏 的 图 13- 2 放 转 曲面 的 曲率 
法 曲率 。 对 于 经 线 w= ooy 一 0, 从 第 -基本 形式 有 du~ds。 由 此 得 
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到 Ar 的 一 Mi 经 线 的 法 曲率 等 于 它 的 相对 曲率 。 对 于 纬度 圆 Ww 一 如 ,dw 二 
0, 于 是 从 第 一 基本 形式 有 必 ? = 总 du。 由 此 得 到 xd 一 /5。 这 些 公式 能 


作用 何 解释 。 因 为 * 一 3 和 2 是 一 个 单位 向 量 ， 

of 一 上 ie 十 人 es 一 eco80 十 esSingp， 
其 中 是 允 与 e 的 夹 角 。 从 图 13.1-16 直 接 看 出 E/a=sinp=?h 即 
m1/$ = 二 是 从 曲面 上 一 点 了 沿 法 线 到 旋转 加 的 线段 PD 长 度 4 的 创 


数 。 可 以 证 明 , 这 个 计算 值 正好 是 曲面 上 过 卫 的 任意 曲线 的 法 曲率 最 大 
值 和 最 小 值 。 法 曲率 的 极 值 称 为 曲面 在 已 的 主 曲 率 。 一 条 曲线 如 果 在 
它 的 每 一 点 都 有 一 个 主 曲率 为 其 法 曲率 , 曲线 就 称 为 曲率 线 。 一 般 地 , 过 
曲面 上 每 一 个 正则 点 有 两 条 相交 成 直角 的 曲率 线 ; 在 旋转 曲面 的 情况 下 ， 
这 两 条 曲线 正好 是 经 线 和 纬度 圆 。 对 于 高 斯 曲率 , 直接 得 到 
K= (CN 一 MA/(BG 一 了 2) 一 arEn/2=xr/aa 

”高 斯 曲率 是 主 曲率 的 乘积 。 

由 此 得 到 对 于 族 转 曲面 而 言 , 当 曲线 号 形 朝 着 旋转 机 时 (or<0) 有 
玉 <0, 当 曲 线 弓 形 背 着 旋转 轴 时 Gx,>0), 有 下 >0。 

平均 曲率 和 极 小 曲面 。 若 在 了 的 切 平面 上 适当 地 选取 正 交 基 ， 使 曲 
面 的 第 二 基本 形式 获得 标准 形式 


a 
(二 ) (全 ) ， 


则 得 到 的 主 昌 站 Cw) 和 holw 作为 曲面 的 重要 不 变量 。 一 个 点 如 果 
它 的 两 个 法 曲率 相同 且 非 夫 , 就 称 它 为 曲面 的 脏 点 ,在 球面 上 ,每 一 点 都 是 
脐 点 ;反之 ;其 上 每 一 点 为 脐 点 的 曲面 是 球面 的 -部 分 若 两 个 主 曲 率 等 于 
0, 就 称 为 平坦 点 ; 其 上 每 一 点 为 平坦 点 的 曲面 属于 平面 的 一 部 分 在 脐 点 
或 在 平坦 点 ,法 由 率 不 依赖 于 曲线 的 方向 主 曲率 的 初等 对 称 函 数 是 曲面 
的 高 斯 时 闻 开 一 Naja 和 平均 多 率 吾 = 于 (M 十 Xe) 。 过 空间 一 条 简单 闭 曲 
线 ( 可 以 把 它 看 成 一 个 连续 变形 了 的 加 ) 引出 一 个 曲面 使 这 个 曲面 具有 尽 
可 能 小 的 面积 的 问题 , 作为 一 个 必要 条 件 有 方程 也 ~0, 它 早 在 1760 年 就 
被 拉 格 让 日 发 现 ， 它 也 是 欧 拉 - 奥 斯 特 洛 格拉 特 斯 基 微分 方程 (参见 II 
第 25 章 ) 的 一 个 特殊 情况 。 这 个 方程 的 非 平凡 解 称 为 板 小 曲面。 因为 从 
~0 和 入 0 得 到 五 一 0, 所 以 极 小 曲面 具有 负 的 高 其 曲率 。 进 一 步 的 
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整体 结果 就 只 能 提 一 下 。 
具有 常 高 斯 曲率 的 闭 曲 面 就 是 球面 。 

车 对 于 一 个 闲 正 则 曲面 总 成 立民 0， 则 它 是 一 个 孵 形 面 ， 即 它 是 一 
个 有 限 西 体 的 边界 。 

具有 常平 均 均 曲 率 且 孝 桔 为 0 的 正则 闭 曲 面 就 是 球面。 

克 莱 因 的 埃 尔 兰 根 提纲 

按照 克 莱 因 的 看 法 ,各 种 几何 被 看 成 相应 变换 群 的 厅 变 量 理 论 。 这 样 ， 
就 欧 几 里 得 微分 几何 来 说 , 它 作为 欧 几 里 得 几何 的 一 个 分 支 , 是 在 欧 几 里 
得 运动 (或 变换 ) 群 下 ,曲线 和 曲面 的 不 变量 理论 , 所 谓 欧 几 里 得 运动 想象 
为 刚体 运动 。 用 类 似 的 方式 , 仿 射 几何 是 在 仿 射 变换 (平行 投影 ) 下 的 不 变 
量 理论 ， 而 射影 几何 研究 在 一 般 射 影 ( 中 心 射影 ) 下 保持 不 变 的 性 质 。 例 
如 ,曲线 上 的 点 和 密切 平面 之 间 的 对 应 不 仅 是 欧 几 里 得 不 变量 , 而 且 也 是 
射影 不 变量 , 而 弧 长 、 曲率 和 挠 率 只 是 欧 几 里 得 不 变量 , 甚至 就 不 是 仿 身 
不 变量 。 事 实 上 , 圆 的 曲率 是 常数 , 而 园 通过 仿 射 变换 可 恋 成 任意 的 酉 贺 ， 
它 的 曲率 不 再 是 常数 。 

对 于 每 一 个 具有 变 岳 李 群 的 几何 空间 ， 作 为 这 个 空间 的 几何 的 一 个 
分 支 , 有 相应 的 微分 几何 归属 于 它 。 今 天 ,除了 欧 几 里 得 微分 几何 学 以 外 , 
还 发 展 有 念 射 的 、 射 影 的 、 梢 圆 的 、 双 曲 的 微分 几何 等 等 。 在 变换 群 G 下 
不 变 的 性 质 当然 在 G 的 子 群 下 订 变 ; 例如 ,已 经 知道 将 曲面 上 的 点 分 成 
椭圆 的 , 双 曲 的 和 抛物 的 这 种 分 类 , 不 仅 是 欧 几 里 得 的 不 变量 , 而 且 还 是 
仿 射 的 甚至 是 射影 的 不 变量 。 

此 外 ， 在 微分 几何 中 感 兴趣 的 性 质 必须 是 在 可 微 的 参数 变换 下 不 变 
的 。 更 一 般 地 可 以 问 ， 几 何 形式 的 哪些 性 质 在 空间 到 它 自身 上 充分 可 敏 
的 映射 下 保持 不 变 。 共 线 或 共 面 的 性 质 在 射影 映射 下 显然 不 变 , 但 一 个 平 
面 可 通过 适当 的 可 微 映 射 变 成 非常 任意 的 曲面 。 曲 线 或 曲面 的 切 触 价 在 
充分 可 微 的 映射 下 是 不 变 的 。 罗 网 几何 在 这 些 映射 下 也 是 不 变 的 。 关 于 
在 可 微 映射 下 不 变性 质 的 问题 是 富有 成 果 的， 即使 这 些微 分 映射 的 集合 
一 般 地 不 再 形成 一 个 群 。 

这 些 讨 论 导致 微分 几何 的 性 质 按照 克 莱 因 的 埃 尔 兰 根 提纲 的 原理 进 
行 分 类 。 例 如 , 可 以 考虑 丽 的 曲面 到 瑟 s 的 曲面 上 的 所 有 二 次 连续 可 微 的 
一 一 映射 。 内 葡 几 何在 前 面 是 作为 在 等 距 喘 射 下 保持 不 变 的 曲面 性 质 的 
理论 而 定义 的 。 这 里 的 等 下 映射 集合 是 曲面 个 此 到 上 的 可 微 映 射 集 合 的 
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一 个 真子 集 。 

若 保 持 两 条 曲线 之 间 的 夹 角 不 变 ， 则 此 映射 称 为 保 角 的 ; 例如 , 从 球 
到 平面 上 的 球 投 平西 射影 是 一 个 保 角 映射 。 每 一 个 等 距 映 射 是 保 角 的 ， 
但 反之 却 不 然 。 在 保 角 映射 下 保持 不 变 的 性 质 形成 曲面 的 保 角 风 何 的 
内 容 。 类 似 地 ， 还 可 考虑 保 积 映射 和 其 他 类 型 的 映射 及 其 相应 的 几何 
学 。 | 

黎 达 几何 

流 形 ”微分 几何 中 研究 的 所 有 几何 图 形 都 被 看 成 参考 大 数 或 坐标 的 
点 集 。 图 形 的 维 数 定义 为 确定 图 形 上 一 点 所 需要 的 坐标 数目 。 这 样 , 曲 
线 是 1 维 的 ; 因为 它 的 点 能 由 一 个 参数 t 的 值 表征 。 相 应 地 , 曲面 是 2 维 
的 , 我 们 周围 的 空间 是 3 维 的 。 在 物理 和 科学 技术 的 应 用 中 出 现 高 维 空 
间 。 你 如 , 如 果 要 描述 一 架 飞 机 的 航线 , 即 不 仅 它 的 路 程 , 还 有 它 的 时 间 
进度 , 那 就 必须 知道 在 任何 时 刻 t 它 的 经 度 w, 纬度 2 和 它 的 高 度 j。 这 
样 得 到 在 4 维 空间 中 变量 tw, v, h 的 一 条 曲线 。 如 果 希 望 更 加 精确 地 


跟踪 飞机 , 那 就 必须 加 上 瞬时 这 度 分 量 2 一 鸳 ，5 一 - 怨 ， 记 一直 ， 从 而 


得 天 了 维 空中 诡 最 名 多 几 和 洲 扣 站 的 一 一 条 曲线 。 现 在 如 果 同 时 考 

架 飞 机 , 为 了 描述 这 个 “体系 ”, 即 W 架 飞 机 的 集合 , 除了 时 间 t 以 
,和 
Gi=1 2, 3,，…, 入 ); 因此 得 到 一 个 (63 维 空间 。 在 统计 力学 中 理 
想 气 体 表示 为 万 个 分 子 的 一 个 体系 , 它们 在 空间 互相 独立 地 移动 ( 象 飞 
机 一 样 ); 为 了 描述 气体 , 又 必须 有 6 十 1 个 华 标 ,这 里 驴 是 很 大 的 ,具有 
洛 喜 密 脱 (Loschmidt) 数 的 量 级 : 和 ==6.02 x 10”。 所 有 这 些 例子 有 一 个 
共同 点 ; 每 一 个 空间 是 一 个 点 集 , 它 的 点 与 实数 的 % 数 组 (z1,…, zx), 即 
该 点 的 坐标 一 一 对 应 。 这 样 的 点 集 称 为 % 维 微分 流 形 。 它 们 是 这 样 的 一 
些 流 形 ， 其 坐标 能 象 曲线 和 曲面 的 参数 那样 再 受到 充分 可 微 坐 标 变换 的 
限制 。 人 色 仅 那些 具有 几何 意义 的 性 质 才 不 依赖 于 坐标 系 的 选择 。 因 为 实 
数 是 我 们 直观 上 的 连续 统 这 个 上 内蒙 几何 观念 的 一 个 数学 模型 〈 数 直线 )， 
所 以 毫 不 奇怪 , 可 在 微分 流 形 上 进行 一 些 重要 的 几何 讨论 ; 例如 ,可 以 引 
进 雪 向量 和 奶 空间 概念 , 可 以 提出 子 流 形 ( 曲 线 、 曲 面 、n 维 流 形 的 办 维 子 
流 形 ) 的 蕊 甬 理 论 。 在 此 基础 上 , 则 可 以 建立 偏 微分 方程 的 几何 理论 ， 还 
能 建立 变 分 演算 的 几何 理论 , 即 所 谓 芬 斯 西 (Binsler) 几何 。 


所 - 


ba 
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黎明 几何 ”虽然 可 以 对 于 微分 流 形 发 展 一 种 几何 ， 但 它 相 比 于 欧 几 
里 得 几何 是 很 贫乏 的 , 因为 象 长 度 、 角度、 面积 ,平行 位 移 和 了 曲率 这 样 一 些 
概念 完全 丧失 。1854 年 黎 曼 在 他 的 就 职 讲演 《几何 所 根据 的 假设 ?中 发 展 
了 几何 的 基本 概念 , 后 来 作为 受 因 斯 坦 广义 相对 论 的 数学 基础 , 得 到 重要 
的 物理 应 用 。 一 个 % 维 流 形 称 为 歼 曙 空间 , 如 果 其 中 给 出 一 个 二 次 微分 
形式 作为 缴 长 元 素 : 


ae 一, 名， Viz(z1 ***) Vn) re Ary o 


黎 曼 几 何 最 简单 的 非 平 凡 特殊 情况 是 曲面 的 内 歼 几 何 ， 它 仅 由 统 长 元 素 
(第 一 基本 形式 ) 所 确定 , 而 不 依赖 于 在 吹 几 里 得 空间 中 的 实际 幢 入 。 若 引 
进 新 的 记号 WU=%1, 4 一 0a， 盏 一 gil) 五 一 ga 一 gob 他 一 9a?， 则 第 一 基本 形 
式 就 变 成 上 面 所 给 出 的 2 维 葡 曼 空 间 弧 长 元 素 的 形式 。 这 里 x1 和 不 
得 与 Bs 中 的 空间 坐标 x21, za, zs 相 混淆 。 至 于 考虑 Bs 中 互相 等 距 的 曲 
面 之 中 的 娜 一 个 曲面 倒是 无 关 紧 要 的 。 

歼 曼 几何 的 确 是 曲面 的 内 莹 几何 到 维 空间 的 一 般 化 。 所 有 上 面 提 
到 的 从 微分 流 形 理论 中 甫 失 的 那些 概念 , 都 能 借助 于 缴 长 元 素 (作为 内 蕴 
几何 的 富有 意义 的 类 似 元 素 ) 来 定义 。 例如 , 车 z=z4(), 0<t<1 是 多 
受 空间 一 条 曲线 的 表示 ， 则 沿 此 此 线 有 gw 一 必 帮 ， 从 而 作为 不 变 参 数 
s=5( 轨 重 又 得 到 弧 长 


on 
0 tk=l 


在 内 莹 几何 中 ,形式 六 9wivis 总 是 王 定 的 ,而 在 黎 曼 几何 中 还 允许 有 不 


定 的 形式 , 因而 弧 长 有 时 可 以 是 0 或 虚 的 。 应 用 于 相对 论 的 , 正 是 这 样 的 
黎 晏 空 向 。 

还 有 , 欧 几 里 得 空间 是 黎 吴 空间 的 一 种 特殊 情况 ; 它 的 缴 长 元 素 在 正 
交 的 笛 卡 尔 坐标 下 是 gu 一 1 和 gw 一 0, 久 %o。 可 以 说 , 黎 曼 空间 的 一 部 分 
是 由 相同 维 数 的 欧 几 里 得 空间 的 一 部 分 变形 得 来 的 ， 就 象 汽车 车 身 是 由 
冲压 一 片 金属 平板 所 成 的 那样 。 以 类 似 的 方式 ， 具 有 仿 射 联结 的 流 形 是 
通过 仿 射 空间 的 “变形 ”产生 的 : 在 这 些 流 形 上 , 长 度 、 角 度 和 面积 不 再 有 
定义 , 而 只 有 依赖 于 路 径 的 平行 位 移 来 确定 流 形 的 几何 。 黎 受 空 间 ( 以 及 
具有 仿 射 联 络 的 流 形 ) 的 曲率 指出 该 空间 的 几何 与 同一 维 数 的 欧 几 里 得 
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(或 仿 射 ) 空 间 几 何 的 偏差 ， 它 用 获 杰 ~- 克里斯托弗 CChristoffel) 曲 举 张 量 
来 量度 。 


13.2 凸 体 


在 欧 几 里 得 空间 中 一 个 体 好 称 为 凸 体 或 孵 形体 , 即 若 连 接 吾 上 任 窟 
两 点 的 直线 段位 于 B 内 。 凸 体 在 几何 中 已 被 研究 了 很 长 时 间 。 凸 体 的 真正 
理论 是 19 世纪 末 叶 在 布 鲁 恩 (Brunn) 和 闵可夫 斯 基 (Minkowski 1864~ 
1909 年 ) 的 工作 中 提出 来 的 ; 它 已 经 被 推广 到 % 维 欧 几 里 得 空间 和 非 欧 
几 里 得 空间 。 凸 体 的 例子 为 球 . 椭 球 , 柱 体 、 锥 体 、 立 方 体 、 四 面体 和 长 方 
体 , 后 面 三 种 体 是 凸 多 面体 , 即 其 边界 由 有 限 多 个 凸 多 边 形 组 成 例如 ,在 
西 多 面体 的 理论 中 , 曾经 考虑 如 下 的 问题 : 要 多 少 条 件 (关于 棱 、 顶 点. 面 、 
面积 等 等 的 条 件 ) 才 能 唯一 地 (在 运动 范围 内 ) 确 定 一 个 多 面体 ? 什么 时 
候 存 在 一 个 具有 某 些 预先 指定 条 件 的 凸 多 面体 ? 

在 凸 体 理论 中 , 经 常 要 处 理 极 值 问题 。 其 中 最 古老 的 问题 是 等 周 问 
题 (参见 II. 第 25 章 )。 

所 谓 凸 曲面 , 可 理解 为 凸 体 的 边界 。 如 同 凸 多 面体 的 例子 那样 , 凸 曲 
面 可 以 有 面 和 顶点 。 在 欧 几 里 得 空间 正则 出 面 的 微分 几何 中 最 重要 的 结 
果 , 特别 是 它们 的 内 药 几 何 , 还 能 推广 到 任意 的 凸 曲面 。 用 这 个 方式 得 到 
了 比 经 典 微分 几何 更 加 深入 的 结果 。 凸 体 理 论 最 本 质 的 特点 是 直接 对 几 
何 对 象 ,点 直线 等 等 进行 运算 ， 而 在 很 大 程度 上 避免 了 对 坐标 或 参数 表 
示 这 类 分 析 方 法 的 依赖 性 。 近 来 , 几何 的 一 个 现代 分 支 , 即 非常 一 般 的 集 
合 几 何 , 已 经 在 这 些 方法 的 基础 上 建立 起 来 。 

凸 体 理论 在 数学 的 许多 其 他 分 支 中 得 到 应 用 。 例如 , 也 是 由 闵可夫 
斯 基 英 定 基 础 的 数 的 几何 , 与 凸 体 理论 一 起 得 到 发 展 ; 凸 体 理论 的 某 些 结 
果 应 用 于 数论 的 问题 。 与 此 有 联系 的 是 非常 引入 十 分 直观 的 存储 理论 。 
下 面 是 这 项 理论 的 一 个 典型 问题 : 在 一 个 很 大 的 桌 上 应 当 怎 样 放置 钱币 
使 能 容纳 尽 可 能 多 的 钱币 ? 钱币 不 得 迭起 来 。 问 题 的 解 是 每 一 个 钱币 必 
须 触 及 六 个 其 他 的 钱币 。 与 此 类 似 的 , 关于 在 空间 最 稠密 地 存储 加 球 的 
问题 仍然 没有 解决 。 西 体 理论 与 积分 几何 也 有 许多 联系 。 


13.3 积分 几何 
积分 几何 是 从 几何 概率 的 问题 发 展 起 来 的 。 第 一 个 这 样 的 问题 由 
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狂 丰 (Count George De Buffon,， 1707~1788 年 ) 提出 ( 浦 让 的 投 针 问 
题 ): 在 乎 面 上 画 出 等 距 为 4 的 平行 直线 ， 长 度 1<a 的 针 随 机 地 投 在 平 
面 上 。 针 碰 到 直线 的 概率 p 是 多 少 ?一 一 答案 是 p= 一 2/ (mwa) 。 因 为 1 和 
a 是 已 知 的 , 而 能 用 统计 方法 来 估计 ,这 就 实验 上 给 出 近似 确定 w 的 一 
种 可 能 性 。 

随后 考虑 许多 类 似 的 例子 ， 并 得 出 重要 的 局 部 结果 。 过 拉 项 克 
(Wilhem Blaschke, 1885~1962 年 ) 和 他 的 学 派 首先 发 现 积分 几何 作为 
一 门 真正 的 几何 学 科 。 几何 空间 的 积分 几何 的 基础 是 某 种 测度 ,这 种 测 
度 关于 几何 对 象 的 集合 是 指定 的 且 具 有 不 变性 ; 例如 ， 在 殉 几 里 得 平面 
上 , 每 一 个 初等 平面 图 形 关联 着 它 的 面积 。 这 个 测度 是 不 变量 , 即 合同 的 
图 形 具有 相同 的 面积 。 每 一 个 图 形 都 可 以 看 成 几何 对 象 的 集合 , 即 作为 属 
于 它 的 点 的 集合 。 在 平面 上 , 点 的 对 偶 几 何 对 象 是 直线 。 现 在 发 生 一 个 显 
然 的 问题 ; 能 否 用 一 种 不 变 的 方式 定义 直线 集 的 测度 。 在 当前 情况 下 这 是 
可 能 的 。 例 如 , 考虑 与 半径 为 7 的 圆 相交 的 所 有 直线 ? 的 集合 了 。 如 果 给 
定 直 线 的 方向 角 8〈 它 与 某 条 固定 直线 璧 如 说 与 z 轴 的 夹 角 ) 和 圆心 到 此 
直线 的 距离 p, 则 这 条 直线 的 位 置 就 确定 下 来 了 。 这 里 , 9 必须 取 遍 区 间 
0<qg<2m 上 的 所 有 方向 , p 必须 取 遍 所 有 的 距离 0<p<r。 因此 ， 作 为 
直线 集合 工 的 一 种 测度 ， 取 两 个 区 间 长 度 的 乘积 。 可 以 证 明 , 这 种 测度 
是 不 变量 , 而 且 对 于 更 一 般 的 直线 集合 也 能 用 类 似 的 方式 定义 这 种 测度 。 
在 给 出 的 例子 中 ,集合 工 的 测度 是 2wr， 恰 好 是 圆周 长 。 更 一 般 地 , 与 凸 
平面 图 形 相交 的 所 有 直线 的 测度 等 于 该 图 形 的 周 长 。 若 考虑 两 个 不 相 重 
和 挝 的 凸 图 形 , 可 以 问 同时 与 这 两 个 图 形 相交 的 所 有 直线 的 测度 。 克 罗 夫 
顿 (M. W. Crofton) 推 出 ,这 个 测度 等 于 绕 着 这 两 个 图 形 的 交 又 环 路 的 长 


度 减 去 围 着 这 两 个 图 形 的 非 交 叉 环 路 的 
长 度 ( 见 图 18.3-1)。 

除了 直线 集合 的 测度 以 外 ， 还 能 定 
义 互相 合同 的 图 形 集合 的 运动 测度 ; 例 
如 ,能 计算 与 给 定 图 形 相交 的 边 长 为 1 图 13.3- 到 罗 大 领 环 路 定理 
的 所 有 等 边 三 角形 的 测度 。 运 动 训 度 是 由 庞 加 莱 (Henri Poincar6，1854 
~1912 年 ) 引 进 的 。 

如 同 在 平面 那样 , 可 以 在 由 变换 李 群 (在 克 菜 因 的 挨 尔 兰 根 提纲 意义 
下 ) 所 确定 的 其 他 几何 中 发 展 或 多 或 少 有 意义 的 积分 几何 。 特 别 地 , % 维 
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14.1 组 合 分 析 


组 合 分 析 是 研究 安排 对 象 的 各 种 不 同 可 能 性 ， 例 如 问 : “有 多 少 种 方 
式 将 四 个 字母 排 成 一 行 ? “或 “从 90 个 数 中 选取 5 个 不 同 数 可 有 多 少 种 
不 同 的 情况 ? ”一 一 这 类 问题 研究 的 对 象 可 以 是 数 、 字母 、 人 、 试验 等 等 。 
它们 称 为 元 素 , 并 且 记 为 数字 或 字母 。 车 两 种 安排 不 是 包含 相同 的 元 素 ， 
如 ab, ca, 或 虽 包 含 相同 的 元 素 , 但 不 是 相同 的 出 现 次 数 ,如 aab, abb, 则 
把 它们 看 成 不 同 的 安排 。 如 果 把 出 现 次 序 考虑 在 内 ， 那 末 象 aabb, abab 
这 样 的 安排 也 就 看 作 不 同 的 。. 

排列 

有 限 个 元 素 按 任 一 次 序 用 到 全 部 元 素 的 每 一 种 安排 ， 称 为 给 定 元 素 
的 一 种 排列 。 例如 ， 安 排 acdbe， dbcae 各 是 元 素 a,b, c,d, e 的 一 种 排 
列 。 

排列 数目 ”由 归纳 推理 能 得 到 不 同 元 素 的 排列 数 如 下 ， 从 两 个 元 
毒 4 和 5b, 能 形成 两 种 排列 abp, bg。 三 个 元 素 4, 2，c 中 , 每 一 个 都 可 以 
放 在 首位 ,同时 其 他 两 个 能 以 两 种 不 同方 式 定 次 序 ; 


abc, acb, bac, bea, cab, cbao 
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由 此 得 到 3.2=6 种 排列 。 对 于 四 个 元 素 , 相应 的 论证 得 出 4.3.2~24 种 
排列 。 一 般 地 , % 个 元 素 能 以 1'3,3,…n 一 了 n=%m! 种 ( 读 作 2 阶乘 ) 方 
式 安排 。 


罗 个 不 同 元 素 有 个 不 同 元 素 的 排列 数 
但 和 六 列 。 1 


【 例 ] 从 9 个 数字 了 2 3,…, 9 能 形成 91 二 362880 个 九 位 数 , 使 
在 每 一 个 九 位 数 中 上 述 九 个 数字 的 每 一 个 数字 仅 出 现 一 次 。 
人 了 从 11 到 201 的 阶 来 表 : 


n! 


39916800 
479001600 
6227020800 
87178291200 
1307674368000 
20922789888000 
5040 355687428096000 
40320 6402373705728000 
362880 121645100408832000 
3628800 , 2432902008176640000 


Om 


- 
be 


若 某 几 个 元 素 出 现成 群 的 同一 元 素 ， 则 排列 数 要 小 于 所 有 元 素 全 不 
同 的 排列 数 。 全 如， 在 5 个 元 素 ea 一 0 e=0 63 一 b, ea 一 b, es 一 b 的 排 
列 中 , 元素 el, @ 的 一 切 次 序 以 及 类 似 地 元 素 ea et es 的 一 切 次 序 必 须 
视 为 同一 。 因为 这 些 元 素 的 排列 数 分 别 为 2!, 31, 所 以 不 同 排列 的 总 数 


仅 为 如 二 -一 10。 一 般 地 , 若 呈 个 元 素 由 zz 个 分 别 包含 pb po po …% 


Pm 个 同一 元 素 的 群 组 成 ， 又 若 把 ps 个 元 素 的 pe! 个 排 列 G=1, 2, 9 
视 为 同一 , 则 此 % 个 元 素 的 排列 总 数 为 : 


221 , 
pi1!p2!pal pm! ” 


D1+ Pat eT Dm = 
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【 例 】 一 个 桥牌 迷 能 在 他 一 生 中 玩 完 所 有 可 能 的 牌 局 吗 ? 一 一 因为 
每 家 手中 13 张 牌 的 排列 并 不 导致 不 同 的 牌 局 ， 因 此 可 能 有 的 牧 局 数 是 


Tar a 这 个 数 超过 5.36 X10%8。 如 果 桥 牌 迷 每 天 玩 200 局 且 


持续 100 年 ， 则 一 共 7300000 局 ， 由 此 可 见 他 只 能 玩 总 数 的 一 个 很 小 的 
零头 。 

字 烘 次 序 。 按 字典 次 序 搜索 个 元 素 的 所 有 2! 圳 排列 大 为 简便 。 首 
先 确定 某 种 自然 次 序 , 例如 , 对 于 数 就 按 它们 的 大 小 次 序 , 对 于 字母 则 按 
字母 表 次 序 ,然后 所 谓 按 字典 次 序 排列 是 指 两 种 不 同 的 排列 , 以 其 第 一 个 
元 素 的 自然 次 序 分 先后 ， 当 它们 的 第 一 个 元 素 相同 时 以 其 第 二 个 元 素 的 
自然 次 序 分 先后 , 如 果 它 们 开头 的 两 个 元 素 都 相同 , 则 按照 第 三 个 元 素来 
区 分 , 以 此 类 推 。 下 面 开头 两 对 排列 是 按 字典 次 序 的 , 如 同上 面 给 出 的 三 
个 元 素 的 六 种 排列 也 是 按 字 典 次 序 的 ， 不 过 下 面 的 第 三 对 就 不 是 按 字 典 
次 序 的 。 

l.abeftoy 2.gbohi 3.0bafe 

abceof acobzih abaef 

反 演 在 一 种 排列 中 的 两 个 元 素 称 为 形成 一 个 反 演 ， 是 指 它们 的 
次 序 与 它们 的 自然 次 序 相 反 。 在 由 元 素 w 8, 2 4, e 形 成 的 排列 cdbea 
中 ， 元 素 e 在 2 之 前 , 在 4 之 前 , 4 在 5 之 前 , 4 在 a 之 前 ,5 在 4 之 前 
以 及 e 在 a 之 前 , 它们 每 一 个 都 形成 一 个 反 演 。 于 是 给 出 的 这 一 种 排列 
包含 六 个 反 演 。 如 果 一 种 排列 的 反 演 数 是 偶数 , 则 称 此 排列 为 偶 排列 ; 否 
则 就 称 为 奇 排列 。 

组 合 

从 %* 个 元 素 中 取 个 元 素 的 每 一 个 集合 称 为 第 类 组 合 或 第 万 阶 
姐 合 。 

【 例 】 ab, ac, ad, bc, baQ, cd, 50， 44,，… 就 是 从 四 个 元 素 a, 5, c， 
4 取 的 第 二 类 组 合 。 

若 对 每 一 个 集合 , 仅 取 不 同 的 元 素 ， 则 称 为 无 重复 组 合 ; 否则 称 为 重 
复 组 合 。 车 两 个 组 合 包 含 相同 的 元 素 而 有 不 同 的 阶 ， 视 为 两 个 不 同 的 组 
合 , 则 称 为 广义 的 排列 。 

排列 数 ” 从 "个 元 素 由 选取 个 元 素 的 排列 数 记 为 "Px。 第 一 个 元 
素 能 以 % 种 不 同方 式 取出 ， 然 后 第 二 个 能 以 (wn 一 卫 种 方式 取 ， 第 三 个 有 
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(w-- 驴 种 方式 ,第 个 元 素 为 (2 一 x 十 了 种 方式 。 因 此 ， 


"Pe =n(n—1)n—2)..(n—k+1) ~ 


从 w 个 元 当中 无 重复 地 选 | ,pn 
取 矿 个 元 素 的 排列 数 WD! 


于 是 ,对 于 w 一 和 4 从 4 个 元 素 o b, 6, 4 中 每 次 取 3 个 元 素 的 排列 数 是 
4Pa=4,3.3 一 24。 这 些 排列 是 
ate -> abd—> acb—> acd—> a0D -> adc -> bac -> bad > bea 
-> bcd Daa -> BAC —> cab -> cad -> cba > cod—> cAa —> cab 
-> dab ~—> dac — dba -> dbc ~—> dea ~> dcb, 
若 人 允许 重复 , 则 第 二 个 元 素 也 能 以 n 种 方式 选取 ,第 三 个 元 素 亦 然 ， 

如 此 等 等 。 a 对 于 ”一 3 个 元 素 , 每 次 有 重复 地 取 2 个 元 素 的 排列 为 
3P9= 久 一 9。 这 些 排列 是 


aa—> a0-~> ac—> ba-> bo-> be—> ca > co -> CC 


更 一 般 地 ， ?的 一 Mpa 
从 即 个 元 素 中 有 重复 地 取 个 元 素 的 排列 数 "Pi —n 


【 例 吉 从 数字 1 2,，…, 9, 0 中 能 形成 P=10; 一 1000 个 第 三 
类 有 重复 的 排列 。 它 们 正好 是 数 000，001,， 002, … 一 直到 999。 

【 例 3] 利用 点 字 法 盲人 能 感觉 到 字母 、 数 字 和 标点 , 它们 在 纸 上 被 
印 成 6 个 点 的 排列 ， 这 些 点 有 的 凸 起 有 的 不 凸 起 。 点 和 无 点 是 两 个 可 变 
的 元 素 ， 从 而 由 它们 表示 的 可 能 符号 数 是 这 两 个 元 素 每 次 有 重复 地 取 6 

| | 个 的 排列 数 。 这 就 给 出 2=64 种 符 
$0 3 so so se。 号 。 这些 可 能 性 足以 表示 家 人 字母 以 
的 “” " °° “° "。 “0° 及 数 和 标点 ( 见 图 14.1-1)。 

组 售 数 “在 组 合 中 ， 不 考虑 其 中 

图 14.1-1 英文 Problem 元 素 出 现 的 次 序 。 从 个 元 素 中 取 》 

(四 超 ) 的 点 字 法 个 元 素 的 组 合 数 记 为 "Ch。 从 四 个 元 
素 a, D% 2 4 可 形成 下 列 第 二 类 组 合 ; 
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ab-> ac-> ad—> Do-> bd—> cdo 


漆 置 换 每 一 个 组 合 的 元 素 ， 则 得 到 从 四 个 元 烷 中 取 2 个 元 素 的 排列 数 
Pa 它 要 大 21 倍 。 类 似 地 ， 从 个 元 素 取 个 元 素 的 排列 数 "Pe 是 组 
合 数 "C4 的! 倍 。 于 是 ， 


nO =n 一 %! 成 ?C0,= 和 一 2 
zir0e="P 人 或 0 (1)- mr 


其 中 ( ) 是 = 项 去 系数 。 


从 个 元 素 中 无 恒 复 地 取 ,0 -0 )-— 
个 元 素 的 组 合 数 "0% " 


[网 】 在 纸牌 的 周 情 中 , 从 w=90 个 数 取 4 一 5 个 不 同 数 ,就 有 ( ;) 


一 43949368 种 方式 。 正 是 以 所 有 这 些 可 能 性 拿 到 一 行 五 张 纸牌 。 用 
类 似 的 方式 可 以 计 称 生 张 和 3 张 的 组 合 数 。 从 5 个 (正确 ) 数 中 总 是 少 一 


个 :于 是 就 有 ( ，)=~5 种 4 个 的 组 合 。 对 3 个 正确 数 ,总 是 少 了 两 个 ,因而 有 
( 3 )= 了 0 种 组 全 这 5 种 4 个 数 的 组 合 ,每 一 种 组 合 在 可 能 的 不 正确 的 5 
张 成 行 出现 ( “， ) 一 85 次 , 因为 这 是 从 璋 下 的 85 个 不 正确 的 数 中 
添 扣 第 5 个 数 的 可 能 方式 的 数目 。 于 是 , 4 个 正确 数 成 行 的 数目 是 
CC-maren = 
简 下 数 中 的 两 个 数 ,一 共 (  )=85x 各 种 方式, 使 其 虐 不 是 4 个 正确 
一 行 也 不 是 5 个 正确 数 一 行 所 造成 的 ， 于 是 , 具有 三 个 正确 数 的 行 数 是 
(OC) -oe 


车 人 允许 重复 , 则 w 个 元 素 的 第 类 组 合 数 记 为 "0 个。 对 于 三 个 元 素 
4, b,c 和 对 于 % 个 元 素 au， aa ，…*, tr 得 到 下 列 第 二 类 组 合 ; 
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Ca ab ac QH01 did2 0403 Qidn 
bb be CQ3 dad ee Colin 
CC Qa3Q3 Qadn 
Qndn 
于 是 C9 3+2+1—6 
如 十 王 
和 “0pP-aTO-D+O-9+…+I-( 2 ) 


kx—1 
一 般 地 ， 有 "CP ); 如 上 所 示 , 这 个 命题 当 =2 时 为 真 ， 用 
数学 归纳 法 可 以 对 于 每 一 个 自然 数 > 2 确立 这 个 命题。 


从 ?个 元 素 可 重复 地 每 次 nn -( 全 
取 天 个 元 素 的 组 合 数 k 
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历史 背景 ”概率 论 的 起 源 可 追溯 到 47 世纪 中 叶 。 一 个 狂热 的 赌 徒 

德 梅 尔 请 求 帕斯卡 解决 一 个 对 于 他 来 说 很 重要 的 问题 : 两 个 赌 徒 在 一 场 
赌 博 中 , 一 个 已 赢 了 %<”w% 回 , 另 一 个 赢 了 P<” 回 , 原来 决定 首先 赢得 
她 回 的 人 将 赢得 整 场 赌 请 , 请 描述 两 个 财 徒 输赢 的 分 布 。 帕 斯 卡 将 他 的 解 
法 写 信 告 诉 费 尔 马 ， 费 尔 马 也 发 现 了 一 个 解法 。 第 三 个 解法 是 由 惠 更 斯 
(Chrisian Huygens,，1629~1695 年 ) 提 出 的 。 这 些 学 者 都 认识 到 研究 控 
制 随机 事件 规律 的 问题 的 重要 性 。 这 门 新 科学 的 概念 和 最 初 的 方法 是 从 
会 对 策 的 问题 中 发 展 出 来 的 。 过 了 很 久 , 十 九 世 纪 在 自然 科学 中 迅速 
增长 的 兴趣 ， 使 得 有 必要 推广 概率 论 越 出 机 会 对 策 的 框架 。 它 的 发 展 与 
下 面 一 系列 名 字 密 切 地 联系 着 : 伯 努 利 (Jacob Bernonli1654~1705 年 )， 
棣 美 弗 (Abraham De Moiyre, 1667~1754 年 ), 拉 普 拉 斯 , 高 斯 , 普 阿 松 
(Simon Denis Poisson, 1781~1840 年 )， 切 比 晓 夫 (Pafnuti Lvovich 
Chebyshev，1831~1894 年 )， 马 尔 科 夫 (Andrei Andreevich Markov， 
1856~1922 年 )， 以 及 现代 的 辛 钦 (Alexander Yakovlevich Khinchine, 
1894 玉 1959 年 ) 和 柯 尔 莫 哥 洛 夫 (Andrei Nikolaevieh Kolmogorov, 生 于 
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1903 年 )。 与 研究 控制 随机 事件 的 规律 祖 联系 的 是 研究 大 量 事件 .例如 ， 
日 用 商品 的 生产 就 是 一 种 大 量 事件 ， 其 中 出 现 次 品 是 一 个 随机 事件 。 今 
天 的 概率 论 联系 着 许多 别 的 数学 分 支 , 联系 着 自然 科学 ,工程 技术 和 经 济 
的 许多 领域 。 

随机 事件 的 概率 

事件 ”在 随机 事件 意义 下 , 一 个 事件 关 是 能 出 现 但 不 一 定 出 现 的 一 
个 试验 结果 。 试 验 可 以 是 一 种 观察 或 者 是 一 种 实验 , 它 由 应 满足 的 一 组 条 
件 及 其 可 重复 性 表征 。 极 限 情况 也 视 为 事件 ; 一 定 出 现 的 事件 , 即 必 类 事 
件 仿 , 永 不 出 现 的 事件 即 不 可 能 事件 9。 例 如 ， 在 “ 斤 肯 子 ”试验 中 , 万 ， 
为 "出现 3” 事件 , S 是“ 出现 1 或 2 或 3 或 4 或 5 或 ”事件 ,“ 出 现 7” 事 
件 为 $。 

车 作为 试验 的 结果 ,它们 之 中 仅 有 一 个 能 出 现 , 则 这 些 事件 是 互相 排 
斥 的 或 互 不 相 容 的 : 例如 , 在 “ 掷 明 子 " 试 验 中 ,事件 豆 ( 出 现 仿 ,4 一 二 
3, 4, 5, 6 就 是 互相 排斥 的 , 因为 它们 中 间 仅 有 一 个 能 出 现 。 又 如 在 一 只 
含有 红 球 和 黑 球 的 名 巾 摸 一 个 球 , 1“ 摸 到 一 个 红 球 ”和 Ba“ 摸 到 一 个 黑 
球 ” 是 互 不 相 容 的 ， 因 为 它们 不 能 同时 出 现 。 若 作为 试验 的 结果 , 其 中 
一 个 必须 出 现 ， 则 两 两 互相 排斥 的 所 有 事件 形成 事件 一 个 完备 系 。 例 
如 ， 对 于 “ 掷 山子” 试验 ， 事 件 BE,(i 一 1,，2, 3, 4, 5, 6) 就 形成 一 个 完备 
系 。 

车 两 个 事件 B1 和 如 形成 一 个 完备 系 ， 则 它们 之 中 的 每 一 个 事件 
对 于 另 一 个 米 说 是 互补 的 。 例 如 ， 扎 硬币 时 出 现 “ 正 面 " 和 “反面 "是 互 
补 的 。 

漆 在 试验 中 , 事件 4 或 BB 至 少 有 一 个 出 现 , 则 称 为 两 个 事件 4 与 B 
之 和 0, 记 为 0=4UB 或 记 为 0=4 二 B。 这 个 概念 也 能 推广 到 多 于 两 
个 事件 的 情况 。 例 如 , 对 于 “ 掷 融 子 ” 试 验 , 出 现 “ 偶 数 ” 事 件 等 于 事件 Bs 十 
Bs+ Be 之 和 。 

车 在 试验 中 ,事件 4 和 8 同时 出 现 , 则 称 为 事件 4 和 B 的 积 C, 记 
为 CO=4n 恕 或 记 为 C=4. 有 (简写 成 C= .483)。 例 如 , 对 于 “ 掷 两 个 般 子 ” 
试验 ， 当 每 一 个 股子 都 搓 到 6 时 出 现 事 件 C “12 点 "。 积 的 概念 也 能 推 

到 多 于 两 个 事件 的 情况 。 

概率 的 经 典 定义 ”虽然 有 公理 化 的 概率 论 ， 但 从 经 典 定义 能 导出 一 

些 重要 的 定律 。 


450 ”第 考 掌 概率 论 和 统计 学 


概率 的 经 典 定义 。 若 试验 能 在 :个 同等 似 然 事件 中 得 出 结 果 ， 
又 若 其 中 的 各 个 事 信 有 利于 事件 互 的 出 观 ， 则 出 现 事 件 瑟 的 概率 
P(E) 是 


_ 吉 有 利 事件 数 
“于 可 能 事件 数 。 
因此 , P(E) 总 是 0 和 1 之 闻 的 一 个 数 ; 0<P(Z) <1。 对 于 必然 事 
件 S, 有 PP(S) 一 1。 通常 一 个 事件 的 概率 表示 为 一 个 百分比 。 
对 于 “ 邱 般 子 ”试验 ， 事件 (出 现 们 (=1, 2 3, 由 5 6) 全 是 可 能 
的 。 若 者 到 3 视 为 有 利 的 , 则 它 出 现 的 概率 是 (BE) = 二 。 这 里 假定 有 


一 个 理想 用 子 , 它 在 几何 上 和 力学 上 是 均匀 的 , 因此 考虑 其 形式 和 质量 分 
布 时 , 没有 哪 一 面 更 为 有 利 。 于 是 , 事件 到 是 同等 可 能 的 。 它 们 形成 一 
个 完备 系 ,由 此 得 出 它们 之 和 就 是 掷 出 工 到 6 中 一 个 数 的 必然 事件 。 而 
这 个 概率 是 也 因此 每 一 个 到 的 概率 是 IM6。 对 于 事件 瑟 一 盏 ?十 到 十 


《出现 偶 数 ), 得 到 PCE) 一己 一 1/2。 


概率 论 中 的 加 法 定律 。 若 作为 一 个 试验 的 结果 有 个 可 能 事件 ， 又 
车 4% 是 事件 Es 出 现 G@=1， 2， 的 人 妃 的 有 利 事 件数 , 且 若 事 件 ECi=1, 


2,…, 及 互相 排斥 则 加 一 癌 m 是 事件 如 ~ 总 五 出 现 的 有 利 事件 数 。 
由 此 得 出 


P(E)— Tt(i=1, 2 肋 


和 PCD- 于 ~ (md 以 mon= 宫 PCGD。 
一 些 互 相 排 斥 的 事件 之 和 的 概 检 等 于 这 些 事件 的 概率 之 和 ， 即 
PBI+ Eat + En)=P(B) + PB) + + P(e)o 

[ 例 】 作为 扣 一 个 理想 季子 的 结果 ， 设 Bs 和 ;分别 为 出 现 4 和 5 
的 事件 。 然 后 对 于 一.+ (出现 4 或 得 到 
P(E)=P(B + Bo)=P(B)+ P(E)=2/6=1/3 
( 见 图 14.2-1D。 
若 在 试验 中 仅 有 个 事件 可 (G-1, 2，…, 人 是 可 能 事件 , 则 它们 形 
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事件 的 一 个 完备 系 ; 因为 在 这 种 情况 下 ;7 一色 一 MT 十 Mg 十 1l3 十 … 十 9 
也 此 可 得 己 ( 环 ) 一 1。 对 于 两 个 互相 排斥 的 事件 妃 ; 和 五 ?， 卫 (五 十 五 9) 一 
1 Ea 或 者 二 


CT 
男孩 ”的 人 五 是 < 生 一 个 女 耽 - 


和 的 事件 。 于 5 
若 在 有 ”种 可 能 结果 的 一 个 试 工 Ya 
验 中 , 事件 Bi 出 现 m1 次 , 事件 本， 4 6 6 
出 现 ws 次 , 但 这 两 个 事件 并 不 互相 图 14.2-1 对 于 一 个 理想 
排 不 , 那 末 要 是 考虑 到 事件 iB 出 般 子 的 加 法 定律 


现 的 ?次 情况 , 加 法 定律 仍然 能 用 。 存 在 三 组 互相 排斥 的 事件 :只 有 事件 
Bi 出现 的 wm1== (mi 一 站 次 情形 ; 唯 有 事件 豆 ;, 出 现 的 7 一 (oo 一 六 次 情形 ， 
以 及 这 两 个 事件 同时 出 现 的 ? 次 情形 。 因 此 按照 加 法 定律 得 到 


POB1+ BE) = Gm-D/nt Cm~D)/n+ i 


= 卫 二 和 一 PCEI) +P(By) — POI. Hy) 。 


级 Lea 

车 PUBE1E3) 未 知 ， 则 估计 式 已 (本 1 十 五) <P(B1) 十 PCBs) 成 立 。， 这 个 加 
法 定理 能 推广 到 多 于 两 个 事件 的 情况 。 

条 件 概率 ”无条件 概 率 只 依赖 于 对 试验 初始 确定 的 一 组 条 件 ; 例如 ， 
使 用 的 每 一 个 骨 子 是 理想 的 , 因此 每 卷 一 次 各 个 数 周 等 似 然 。 而 条 件 概 府 
至 少 还 依赖 一 个 另外 的 条 件 。 在 事件 郊 已 经 出 现 的 假定 下 事件 召 出 现 
的 概率 记 为 P(B/F)。 

【 例 代 若 一 个 负 中 有 % 个 球 ,其 中 m 个 是 黑 球 , Cn 一 m) 个 是 魏 球 ， 
则 对 于 “ 摸 了 又 放 回 ”试验 , 有 两 个 可 能 事件 ，F1“ 摸 到 一 个 黑 球 ”和 FF， 
“ 措 到 一 个 白 球 ”。 对 于 这 两 个 事件 得 到 无 条 件 概率 PCB1) 和 PCB)。 在 
“ 摸 了 不 放 回 ”的 试验 中 ， 第 二 次 措 时 所 提供 的 球 的 个 数 依赖 于 第 一 次 的 
结果 。 着 先是 出 现 事件 Pi, 则 在 钠 中 还 有 (m 一 二 个 黑 球 和 (n 一 4) 
个 白 球 ; 车 先 出 现 的 是 Fa， 则 在 弘 中 是 mw 个 黑 球 和 (nm 一 了 D 个 白 
球 ， 因 此 对 于 京 件 包 “ 第 二 次 摸 到 一 个 黑 球 ”和 是 “第 二 次 找到 
一 个 入 球 ”, 有 四 个 条 件 概率 PCB1/FI),，P(Ba/F1), P(EB1/F2), P(EBa/ 
2)o 
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概率 


[全 2 在 据 两 个 理想 衣 子 时 , 会 出 现 36 个 事件 Bt ws 一 (a, 中 ,其 
中 a=1, 2, …, 6 和 b=1, 2, ,6, 它们 是 两 两 互相 排斥 的。 用 这 种 
记号 和 一 般 的 有 序数 对 一 样 ,把 (a, 5) 看 作 与 (5, a) 不 同 。 因 此 能 得 到 无 
条 件 概率 了 PCB) 一 襄 -。 对 于 “在 据 一 次 总 数 为 8" 的 事件 ,加 法 定理 给 
出 P(a 上 3 一 8) 一 襄 ; 因 为 存在 5 个 有 利 事件 , 对 应 于 a+5~2+6 一 3 二 
5~4+4~5+3~6 十 2。 另 一 方面 ,在 附加 条 件 S。 “总数 是 偶数 > 下 , 得 到 
PB w/50) = -证 从 而 P(e+b 一 8/8,) = -后 。 另 外 ,“ 第 二 个 般 子 得 数 


4 的 条 件 ， 给 出 另 一 个 条 件 概率 。 对 于 b=4, (qa, 5) 可 以 是 6 个 数 对 
(1 汪 , (2,4), C3, 忽 , (4, 负 , (5, 沪 , (6, 沁 中 的 一 个 ,所 以 (Bo,sy/ (2 一 4)) 


=- 茵 = 否 。 对 于 在 ac=4 的 6 个 数 对 中 出 现 b-4 的 概率 ， 得 到 相同 


的 数值 二 ( 见 图 14.2-2)。 


图 14,2-3 搓 两 个 股子 时 的 概率 
0) 总 数 为 8 的 概率 5/36 
0) 第 二 个 股子 得 数 4 的 概率 6/36 一 /6 
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衬 率 的 来 法 定律 。 党 在 具 用 次 可 能 结果 的 试验 中 ， 事 件 万 出现 
次 . 因此 PCF) 一 之 ,再 车 在 这 万 次 事件 万 申 有 mm 次 五 还 满足 另外 的 条 
件 ， 在 此 条 件 下 事件 (B/) 出 现 , 则 对 于 这 个 事件 的 概率 为 PCB/Z 一 
笠 。 另 一 方面 ,分 数 表示 PCBB)， 因 为 乘积 了 3 记 为 既 满足 玉 出 现 


P(EF)=P(F):P(E/F), 

西 人 事件 及 和 万 同时 出现 的 榜 替 P(ED) 是 第 一 个 事件 的 要 六 
PCF) 和 事件 马 丰 事件 天 已 经 出 现 的 假定 下 的 条 件 概率 PCB/) 的 来 
积 。 

一 [ 侈 当 多 两 个 服 子 时 ， 有 36 个 事 位 ,为 可 能 事件 。 设 也 是 
“(qa, 的 点 数 a+5 能 被 2 整除 ”的 事件 , 而 (如 / 玉 ) 是 其 中 a+5 也 能 被 
3 整除 的 事件 。 因 此 到 是 o+B 能 被 6 整除 的 事件 。 从 而 得 到 


P(F)= 如 Re PE/ FY =6/18, P(EP) = 避 一 于， 


因为 BF 恰好 由 6 个 事件 (1, 5), (2, 4), (3, 3), (4, 2), (5, 1), (6, 6) 
组 成 。 换 外 话说 ,就 是 了 (BP) 一 36 一 痢 " 了 人 BP)*P(B/F)。 

全 概率 定律 设 事 件 Fi=1, 3 %) 形 成 一 个 完 备 系 ， 又 设 林 
是 另外 一 个 事件 , 那 末 事件 吾 ,PsGi = 了 2 … 人 是 两 两 互相 排斥 的 。 这 
些 事件 之 和 等 于 事件 吾 。 按照 概率 的 加 法 定律 ， 概 率 PCB) 由 PCBF,) 
G=T 2 …, %) 之 和 给 出 。 但 是 对 于 和 式 中 的 每 一 项 , 由 概率 的 乘法 律 
得 到 卫 (B.F0) 一 PCF4)PCEB/F,)。 因 此 把 这 些 结果 组 合 起 来 得 到 


P(E)=B PP).P(B/P), 


这 个 无 条 件 概率 已 ( 卫 ) 称 为 全 概率 。 -| - 
【 例 】 两 个 灸 中 各 装 有 一 定数 晤 的 黑 球 和 和 白 球 ， 但 每 一 经 中 的 黑 球 
白 球 比例 可 以 不 同 。 于 是 “从 其 中 一 负 摸 到 一 个 白 球 ”的 事件 .至 能 表示 
为 两 个 互相 排斥 的 事件 之 各 Fi 十 忆 Fo， 其 中 Fi 记 “ 从 绸 荆 中 摸 球 ”, Fy 
记 “ 从 镀 2 中 摸 了 下"。 按 照 全 概率 定律 ,给 出 事件 五 的 概率 
PE)= P(EFI)+PEF;s) =—P(F)P(E/PD) +P(F2) P(E/Fs), 
因此 PCE) 可 以 由 PCF1), PCF2),， PAB/ 丰 ) 和 PCB/F2) 算 得 。 
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独 主 事件 。 两 个 事件 吾 和 万 彼此 独立 , 是 指 一 个 事件 的 出 现 或 者 不 

出 现 不 影响 另 一 个 事件 的 出 现 或 者 不 出 现 ; 例如 , 在 掷 两 个 理想 山子 时 ， 

一 个 股子 掷 到 的 点 数 不 依赖 于 另 一 个 邱 到 的 点 数 。 渤 召 记 为 “点 数 为 入 
且 两 个 最 子 用 下 标 工 和 2 区 分 , 则 

卫 ( 吾 念 一 忆 (B3) 一 


1 

6 Ed 

但 同样 有 PCBx/BED) ~ 

对 于 事件 如 了 = 丽 . 杷 , 即 “每 个 般 子 点 数 为 和 ,由 此 得 到 PCB1N Es) 


= 二 = 工 . 工 。 这 个 结果 能 推广 到 一 般 。 


独立 事件 概率 的 乘法 定律 | PCBiLN Bo Bs)=P(B1) .P(E2).P(E:) 


概率 的 公理 化 定义 ”自然 科学 和 工程 技术 的 发 展 引起 了 一 些 问 题 ， 
对 于 这 些 问题 不 能 再 不 加 鉴别 地 应 用 概率 的 经 典 定义 。 不 能 总 是 假定 可 
能 出 现 的 情况 数目 是 有 限 的 以 及 个 别 情况 是 同等 似 然 的 。 例如 , 纯粹 从 
对 称 性 的 论证 就 难以 确定 在 一 根 电 话 线 上 在 指定 的 时 间 内 nn 次 总 数 中 发 
生 m% 次 会 话 的 概率 。 对 于 这 些 问题 , 概率 的 统计 定义 胜 过 经 典 定义 , 不 
过 它 的 特征 要 比 形式 数学 的 定义 更 为 描述 性 的 。 因 此 就 有 必要 用 一 种 公 
理化 的 结构 来 系统 地 研究 概率 演算 的 基本 概念 并 建立 起 其 可 应 用 性 的 条 
件 。 在 曾经 提出 的 种 种 办 法 中 , 今天 普遍 遵循 的 是 柯 尔 莫 哥 洛 夫 在 三 十 
年 代 初期 为 解决 一 些 新 问题 而 提出 的 公理 化 方法 。 他 把 概率 论 的 概念 与 
现代 集合 论 、 测度 论 和 泛 函 分 析 联 系 起 来 。 他 的 方法 从 概率 的 一 些 主要 
性 质 着 手 ， 这 些 性 质 无 论 它们 是 建立 在 经 典 的 定义 之 上 还 是 建立 在 统计 
的 定义 之 上 都 有 效 。 柯 尔 莫 哥 洛 夫 对 于 概率 的 概念 创立 了 一 个 公理 化 基 
础 , 它 包含 了 经 典 的 和 统计 的 两 种 定义 ,而 且 还 满足 现代 自然 科学 和 工程 
技术 更 加 严格 的 要 求 。 

这 一 公理 化 的 发 展 建立 在 基本 事件 集合 8 以 及 8 的 子 集 一 个 系统 
8 的 基础 上 。 系 统 B 的 元 素 即 8 的 子 集 , 称 为 陆 机 事件 。 若 随 宙 事件 的 
系统 至 满足 下 列 条 件 , 则 称 为 波 茉 尔 (Borel) 事件 场 。 

波 莱 尔 场 


~ 


1 集合 S 是 B 的 一 个 元 素 。 
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交 EiN Eo 以 及 它们 的 补 也 和 BE 也 是 B 的 元 素 。 
3. 车 集合 Bl!，Es, …, E,,… 是 B 的 元 素 , 则 它们 的 并 EU EoU… 
UE,U.… 和 它们 的 交 E11 由 Esn… 几 En 几 … 也 是 吾 的 元 素 。 


图 14.2-3 事件 图 14.2-4 事件 BIUEs 图 14.2-5 事件 名门 
和 Bl 和 事件 BiU Es 和 事件 五 站 已 


车 只 满足 条 件 1 各 2, 则 称 为 一 个 事件 场 。 

按照 第 二 个 条 件 , 即 室 集 必须 是 B 的 一 个 元 素 。 它 称 为 不 可 能 
事件 。 随 机 事件 Bl, 1，B1U Bs, Bi1UB2, BN Bs 以 及 就 功 已 在 图 
14.2-3, 14.2-4, 14.2-5 上 说 明 , 其 中 随机 事件 用 正方 形 内 的 点 表示 。 于 
是 , 每 一 个 点 集 表 示 一 个 随机 事件 。 

现在 用 一 个 例子 来 说 明 。 若 痢 一 个 蜗 子 , 则 基本 事件 集 是 由 6 个 元 
素 eli==1, 2 …，6) 组 成 ,其 中 ea% 记 掷 到 点 数 为 站 的 结果 。 于 是 ,随机 事 
件 系 统 B 由 2=64 个 元 素 组 成 : (e1),，(e2), …， (66)，(e1, 63)，…，(@g, 
C6), (e1, 69, 63), "'', (64, 65, 66), ''*, (el ea 63; 24; 6E8， 86) 以 及 空 集 8 
包含 在 每 一 对 括号 内 的 是 8 的 某 些 元 素 , 它们 组 成 8 的 相应 子 集 。 

在 随机 事件 系统 BB 的 基础 上 ， 其 中 昼 记 为 必然 事件 , 8 记 不 可 能 事 
仁 , 如 和 马 为 对 立 的 事件 ， 于 是 一 个 事件 出 现 的 概率 根据 柯 尔 莫 哥 洛 夫 
的 公理 系统 来 定义 。 

柯 尔 莫 碍 洛 夫 的 公理 系统 : 

i， 公理, 对 于 束 件 汤 中 多 得 一 个 同 机 事件 指定 一 个 非 负 实 非 负 实数 
全 》 称 为 五 的 概率 。 

2 公理 : 必然 事件 S 的 概率 为 41， 即 PC(S) = 
六 人 Ei, FE;, .., E, a 的 ， 则 
POELU EU UE,)=P(E1)+P(E,) +.. PCB) 

这 个 系统 还 补充 如 下 的 广义 加 法 公理 ， 这 就 有 可 能 考虑 由 无 限 多 个 

部 分 事件 组 成 的 那些 事件 (在 概率 论 中 经 常 出 现 )。 
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广义 加 法 公理 ; 车 事 件 E 的 出 现 等 于 商 两 互相 排斥 的 事件 Es, Po 
Es … 中 你 一 事件 的 出 现 , 则 P(E)=P(ED) +P(Es)+…+ P(E,) + 

从 这 些 公理 作为 第 一 个 推论 得 到 ， 对 于 五 中 的 每 一 个 事件 也 有 
P(E) <1。 这 个 公理 系统 无 矛盾 但 不 完备 。 它 是 概率 论 结构 的 基础 ,概率 
的 测度 论 概念 连同 充分 广泛 的 频率 解释 , 是 数理 统计 的 基础。 

随机 变量 和 分 布 

昨 机 变量 和 是 这 样 的 一 个 变量 , 在 相同 条 件 下 所 进行 的 不 同 试验 中 
它 取 不 同 的 值 > 其 中 的 每 一 个 值 则 代表 一 个 随机 事件 下面 将 只 考虑 由 
逆 随 机 变量 及, 它们 取 有 限 个 或 至 多 可 列 无 限 个 值 z, 或 考虑 连续 随机 变 
量 , 它 能 取 到 有 限 区 间或 无 限 区 间 的 一 切 值 。 例如 , 撕 一 个 共 子 得 点 
的 数值 是 一 个 离散 随机 变量 ; 随机 事件 或 实现 是 2=iCi 二 1, 2,…, 6)。 另 
一 方面 , 气体 分 子 的 瞬时 速度 区 是 一 个 连续 随机 变量 ， 它 能 取 到 某 区 间 
的 每 一 个 值 ,因此 ,随机 变量 完全 由 它们 的 概率 , 密度 和 分 布 函 数 来 表征 。 

离散 随机 变量 的 概率 和 分 布 函数 ”随机 事件 mw 视 为 间断 的 ， 从 而 它 
们 的 概率 (zw) 为 间断 量 。 于 是 , 概率 函数 与 此 间断 量 有 关 ; 例如 , 对 于 一 
个 铅 心 般 子 , 概率 P(X=zo) 对 应 于 “点 数 为 六 的 事件 zi。 因为 一 定 出 现 


这 些 事件 当中 的 一 个 事件 , 所 以 安 PCX=zo ~1 。 


在 图 上 , 用 直 条 形 表示 概率 函数 , 其 
宽 是 em 高 是 "P(X=2)。 对 于 一 个 铅 
心 山 子 , 图 考 .2-6 中 给 出 值 P(X=%)。 
考 在 横 坐 标 和 纵 坐 标 方向 上 取 se 和 
为 单位 ， 使 得 ez 一 cy 一 二 则 和 矩形 面积 之 
和 为 PCZ=) 二 1。 分 布 函 数 P(x) 
给 出 随机 变量 对 只 取 值 x<z 的 概率 
P(X<x)。 这 样 ,对 于 具有 实现 i=1 
图 14.2-6 离散 随机 变量 2,…, % 的 随机 变量 下 , 当 ><zl 时 ， 

的 概率 函数 图 示 。 . P(X<H)=0; 当 妇 < 区 时 ， 


P(X¥=%) 


P(X<Y)—Pe); 
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当 za<Z<os 时 , P(XY<Y) =PCD) T+ P(Na); FT>r, NH, PCX<Y) =1, 
因此 分 布衣 数 了 (DD) 从 玉 ( 一 ww )==0 到 万 (十 w) 二 1 单调 增加 。 例 如 , 对 
于 一 个 铅 心 最 子 给 定 的 概率 男 数 ,由 于 z==i 得 


F(1)=—PC(X<1) =0; 


F(2D)—=P(X<2)=P(EX=1) = 三 


万 (3) 一 P(X<3) = PER=1)+ P(X=2)= 
F(4)=PCX<4) -P(X -0D)= 
F(5)=PCX<H) = PX= 


EF(6) =~PCE<6) PPX~i 


全 一 有， 


wl 


-站 
5 


= 于 


F(X>6)=P(X < 办 ~ 六 P(X~=D)=1, 


从 图 葵 .3-7 中 看 出 , 分布 函数 
(2) 的 图 形 是 一 个 阶梯 函数 , 在 稍 卡 尔 
化 标 系 中 , x4 取 为 横 坐 标 ， 祖 应 的 了 (C2) 
取 为 纵 坐 标 。 

连续 随机 变量 怀 的 密度 和 分 布 函数 
对 于 一 个 连续 随机 变量 又 ， 一 个 区 间 中 
的 每 个 值 > 是 一 个 随机 事件 ， 它 出 现 的 
概率 为 0。 但 是 对 于 每 一 个 值 % 对 应 有 
概率 密度 或 害 度 函数 的 一 个 值 了 (x)。 对 


于 这 个 函数 Jo)>0 且 | f(Dat=1 


Ps) 


医 14.2-7 离散 随机 变量 
的 分 布 函数 图 示 


《 见 图 14.2-8); 即 又 轴 和 wo) 的 图 形 之 间 面 积 为 1。 
分 布 函 数 F(XY) 还 表示 连续 随机 变量 取 小 于 x 值 的 概率 P(X<z)。 


因为 了 (2)>0, 所 以 从 万 (z) ~P(Z<9) 一 广 了 (6) 得 到 , 函数 也 (w) 从 


PF( 一 wo)=0 到 了 (十 品 )=1 单 涯 增加 ( 见 图 14.2-9)。 
随机 变量 取 汉 间 z1<z<w 值 的 概率 由 PCY1<X<xo) 一 P(X< 
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MI 2 几 


了 be 分 
图 14.2-8 密度 函数 的 表示 。。 图 14.9_9 连续 随机 杰 量 的 分 布 函数 
2) — P(X<H) Fm) F(z1) = rca 给 出 , 在 密度 函数 的 图 示 中 


是 用 虚线 部 分 的 面积 表示 。 一 个 著名 的 连续 随机 变量 下 是 正 坊 分 市 , 它 
将 在 后 面 研究 。 
均值 或 期 望 和 方差 

车 一 个 随机 变量 是 离散 的 , 则 它 由 概率 函数 完全 地 描述 ,车 一 个 随机 
变量 是 连续 的 , 则 它 由 密度 函数 完全 描述 。 从 这 些 函 数 中 , 能 算出 一 些 参 
数 来 表征 随机 变量 。 最 重要 的 是 均值 或 期 望 和 方差。 

均值 或 期 望 一 个 离散 随机 变量 五 的 均值 b 是 由 它 的 每 一 个 可 能 
值 乘 以 相应 的 概率 再 形成 所 有 这 些 乘 积 之 和 而 得 到 的 。 这 个 均值 不 一 定 
在 离散 随机 变量 和 的 值 中 出 现 。 

车 时 由 概率 水 数 了 (X=z0) 一 pCi==1，2，,，…, %) 描 述 , 则 均值 儿 确 
定 为 =zip1+xaps 十 十 npno 


离散 随机 变量 的 均值 


【 例 1] 对 于 一 个 理想 股子 ，Pi 一 言 G= 了 2 …。6); 于 是 均值 
1 
加 

对 于 一 个 连续 随机 灾 量 ， 艾 值 放 是 由 z 线 以 密度 函数 了 (2), 再 将 
此 乘积 从 一 = 到 二 oo 积分 得 到 的 。 


= 一 1 .1 .1 .4 . ,二 
/一 下 可 十 3 于 十 3 言 十 上 百 十 5 二 十 6 言 =3.5。 


连续 随机 变量 的 均值 人 
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【 例 3] 求 具有 正 志 分 布 或 高 其 分布 ( 见 图 14.2-10》 
了 
DP) = av 了 
概率 密度 的 连续 随机 变量 并 的 均值 。 
于 是 


eten521(2a9) 


og 2 全 
-ja 和 oo 图 14.9-10 正六 分 布 的 均值 


人 ”了 


用 代 换 (x 一 bD)/(aV 3)=z，dw/ (aV 3)=ds, 再 借助 于 积分 公式 
所 ec 一 mw 和 三 we dz~0 
得 到 p=aVB/V a | etd/ V3) led 


=b/V | 的 


随机 变量 之 和 与 积 的 均值 具有 均值 we 和 的 随机 变量 了 革 与 了 
之 和 和 = 入 十 工 也 是 一 个 随机 变量 ; 例如 , 抑 冰 个 仙 子 得 点 的 数值 。 
随机 变量 2 的 均值 ks 由 单个 随机 变量 并 与 工 的 均值 we 和 心 确 
定 。 . 
两 个 随机 变量 之 和 的 均值 等 于 两 个 随机 变量 的 均 信 之 和 。 


| Ws= Wt Hy | 


这 个 法 则 还 能 推广 到 三 个 或 更 多 个 随机 变量 之 和 的 均值 。 例 如 , 随 
机 变量 =0 十 了 + 了 由 具有 均值 wu wo bv 的 随机 变量 0, X, 了 之 
和 形成 , 它 的 均值 是 We 一 上 十 Use 十 No 

k 例 3] 车手 两 个 理想 融 子 , 则 随机 变量 互 和 了 分 别 是 第 一 个 和 第 
二 个 般 子 得 点 的 数值 。 每 一 个 的 均值 是 已 知 的 : Ke 一 3.5; [一 3.5。 于 
是 掷 两 个 股子 得 点 总 数值 的 均值 是 He=3.5+3.5=7。 

【 例 和 ”可 以 把 一 个 工厂 在 很 小 的 时 间 单 位 (如 一 天 ) 内 的 产量 看 作 
一 个 随机 变量 ， 内 于 荣 些 总 不 能 预测 也 不 能 用 技术 方法 消除 的 故障 ， 产 
量 会 受到 一 些小 的 变化 。 两 个 工厂 4 和 B 的 产品 数 (在 4 为 随机 变量 
下 ,在 为 了 ) 分 别 有 均 值 we 一 360 和 py 一 90。 于 是 两 个 工厂 的 生产 ( 随 
机 变量 2) 有 均值 

Ws=2604-90= 350, 
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同样 , 车 和 了 是 独立 的 , 即 若 方 程 
P(X<z; TY<Y) = PX) .PY<Y) 
对 于 任意 的 > 和 y 都 成 立 , 则 两 个 随机 变量 下 和 了 的 积 也 有 一 个 简单 
法 则 。 这 里 P(X<z; 了 <s) 是 对 小于 x 并 且 了 小 于 Yy 的 概率 。 若 iw 
和 wy 是 两 个 独立 随机 变量 和 了 的 均值 , 则 随机 变量 乡 =XY- 了 的 均 
值 ps 由 jvs= pwr Ky 给 出 。 
两 个 独立 随机 实时 村 积 的 均值 等 于 两 个 变量 均值 的 来 积 。 


| Kz= He Hy | 


正如 多 于 两 个 随机 变量 之 和 的 情况 一 样 ， 这 个 法 则 也 能 推广 到 多 于 
两 个 独立 随机 变量 之 积 的 情况 。 

[ 例 5】 矩形 板 的 长 度 ( 用 英寸 为 单位 ) 和 宽度 (用 英寸 为 单位 ) 是 随 
机 变量 (分 别 用 及 和 了 了 穴 示 )。 由 此 得 到 , 面积 也 是 一 个 随机 变量 (2 = 
耻 . 了 )。 设 呈 和 了 的 均值 分 别 是 we= 120 英寸 和 .jw 二 80 英寸 ， 那 未 板 
面积 的 均值 p=120 x80 一 9600 平 方 英寸 。 

方差 在 许多 情况 下 , 均值 不 足以 表征 一 个 随机 变量 和 。 例如 , 在 
螺栓 的 生产 中 , 直径 是 一 项 重要 的 测量 , 在 概率 论 意 义 下 是 一 个 随机 变量 
和 。 机 器 调节 在 最 佳 状态 下 , 它 的 均值 义 等 于 所 要 求 的 值 。 但 在 生产 过 
程 中 , 发 现 许多 直径 大 于 还 有 许多 小 于 所 要 求 的 值 。 对 于 相同 的 均值 , 这 
种 偏差 能 在 一 人 台 机 器 上 大 些 , 在 另 一 台 机 器 上 小 些 , 但 是 它们 必须 在 容许 
界限 内 。 

随机 变量 X 的 方差 o? 是 用 来 描述 它们 的 , 其 平方 根 o 称 为 标准 偏 
差 或 去 方 报 差 。 它 是 偏离 均值 大 小 的 一 种 度量 。 

离散 随机 变量 的 方差 02 由 其 与 均值 的 每 一 个 偏差 (V4 一 信 ) 的 平 
方案 以 相应 的 概率 ,再 将 所 有 这 些 乘积 加 起 来 得 到 。 

同一 个 概率 函数 象 用 于 X 那样 地 应 用 于 最 (mr 一 /5 即 -2 2， 


以 及 pl 


离散 随 机 变量 的 方差 


0 ~ Zp ~ 1)2ps 


【 例 0] 当 搓 一 个 理想 艇 子 时 , 得 点 的 数值 是 一 个 随机 变量 X, 均值 
为 上 =3.5, 概率 函数 为 
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ps 4 2 3 4 5 6 


工 工 工 工 1 
6 6 6 6 6 


因此 其 方差 由 下 式 给 出 : 
=(1-3.5)? Bt Bt (3—3.5)? 宫 


十 (4 一 3.5)2. 证 +(5- 3.5)2 .二 


二 (6 一 3.5)3. 言 一 3.92， 


即 有 o=V3.92=1.71, 
连续 随机 变量 了 的 方差 0? 由 其 与 均值 的 偏差 CZ 一 凡 ) 的 平方 来 以 


RE 


连续 随机 变量 的 方差 Ce 


【 例 7] 求 具有 均值 5 和 概率 密度 
p(X) 一 /CaV23m)e ?YWQa%) (高 斯 分 布 或 正 态 分 布 ) 
的 连续 随机 变量 并 的 方差 。 
方 益 的 定义 给 出 : 
a2 -三 (zs—b)2 /Ca Bor ) ec-52102o0 0 


利用 上 面 给 出 的 代 换 , 得 到 结果 02= a?。 

两 个 独立 随 视 变 量 之 和 的 方差 车 了 和 了 是 两 个 独立 随机 突 晤 , 
分 别 具 有 方差 o 和 cb 则 2= 六 + 了 也 是 一 个 随机 变量 (例如 ， 指 两 个 
仍 子 得 点 的 数值 )， 并 且 随 机 变量 2 的 方差 cz 由 两 个 变量 了 和 了 的 方 
差 确定 。 

两 个 独立 随机 变量 之 和 的 方差 等 于 它们 的 方才 之 和 。 


[Ee o? =02+o? 3| 


【 例 8] 掷 两 个 理想 股子 得 点 的 数值 是 一 个 随机 变量 2。 它 是 两 个 
随机 变量 闷 与 工 之 和 ,而 蕊 和 了 工 是 在 每 卷 一 次 两 个 股子 分 别 得 点 的 数 
值 ,其 中 每 一 个 的 方差 是 04 一 op 一 2.93。 因 此 随机 变量 2 的 方差 中 给 出 
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为 o2 一 2.924+2.92 一 5.,84。 
切 比 晓 夫 不 等 式 
前 一 节 表 明 , 一 个 随机 变量 性 态 的 一 般 概 念 能 从 均值 和 方差 获得 ,但 
是 , 当 这 些 量 给 定时 , 仍旧 不 能 回答 如 下 的 问题 : 对 与 均值 4 的 一 个 特定 
偏差 其 概率 是 多 少 。 切 比 晓 夫 不 等 式 对 此 给 出 一 个 简单 估计 。 
一 个 离散 的 或 连续 的 随机 变量 了 X, 取 值 x 均值 和 方差 9。 不 加 
推导 地 写 出 切 比 晓 夫 不 等 式 如 下 : 


切 比 晓 夫 不 等 式 P{|z—1u|>e} <o?/e? 


差 (wx 一 内) 的 绝对 值 大 于 或 等 于 任意 一 个 数 8>>0 的 概率 小 于 或 等 于 
方差 除 以 82。 

借助 于 这 个 不 等 式 , 能 够 估计 对 均值 不 同 偏差 的 概率 。 例 如 , 若 测 量 
长 度 时 , 设 定 它 的 平均 长 度 为 300 码 ， 方 差 为 56, 则 出 现 偏差 大 于 30 码 
的 概率 估计 为 : 


P(|z— 300|>30) <36/)00=0.04,; 
即 此 概率 至 多 为 0.04。 
大 数 定律 

在 日 常生 活 和 理论 研究 中 , 溉 率 千 近 1 或 0 的 事件 起 着 重要 的 作用 。 
例如 和 人们 关心 , 安全 运送 旅客 的 概率 不 能 不 是 1, 桥梁 倒塌 的 概率 实际 上 
应 为 0。 因此 概率 论 的 一 项 本 质 任务 就 是 发 现 概 率 靠近 1 的 情况 。 在 这 
些 定律 中 , 大 数 定律 特别 重要 , 下面 用 商 种 形式 进行 说 明 。 

按照 切 比 晓 夫 的 定律 ,给 出 的 是 % 个 两 两 独立 的 随机 变量 X1, 了 2,…， 
也 。， 其 均值 分 别 为 Rb js,…， km, 方差 爹 部 小 于 5b3。 设 4 一 (px 十 Ha 

十 … 十 bn) /2% 记 这 些 均 值 的 算术 平 沟 。 从 切 比 晓 夫 不 等 式 得 到 


(| /nD 沪 XA4| <8)>1-6/(ne’), 


其 中 8 是 任意 一 个 正 数 。 

切 比 肛 夫 大 数 定律 。 对 于 充分 大 的 值 x, nz 个 两 两 独立 随机 变量 均 
值 的 算术 平均 4 与 这 些 变量 的 算术 平均 之 差 小 于 8 的 概率 任意 靠近 1。 

切 比 晓 夫 大 数 定律 证 实 , % 次 测量 的 均值 要 比 任 何 单个 测量 来 得 可 
靠 。 

按照 伯 努 利 的 定律 事件 如 出 现 的 概率 为 p, 在 % 次 独立 试验 中 事 
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件 妃 出 现 拉 次 。 于 是 对 任意 一 个 正 数 s>0, 有 
PCOnfn~p|<=e) >1—1/(4e2n), 

伯 努 利 大 数 定律 。 对 于 充分 大 的 值 n, 在 n 次 观察 中 事件 出现 的 
站 对 频率 与 此 事件 出 现 的 概率 p 之 差 小 于 8 的 概率 任意 靠近 二。 

伯 努 利 大 数 定 律 是 切 比 晓 夫 定律 的 一 种 特殊 情况 。' 它 建立 相对 频 
率 , 可 用 于 未 知 概率 的 估计 。 

【 例 】 在 掷 一 要 硬币 时 区 分 正面 和 反面 两 个 事件 。 给 出 斤 硬 币 的 一 
系列 结果 ,以 6 二 0.1 利用 大 数 定律 。 可 以 看 到 , 当 随 着 掷 币 次 数 的 增加 ， 
相对 频率 za/* 与 概率 2 一 0.5 的 偏差 小 于 0.1 的 概率 趋 于 1。 


% 


访 次 正面 mn | i-1/(4em) | 


汝 让 4040 2048 ”0.507 0.9938 

皮尔 示 I2000 6019 0.5016 0.9979 

皮尔 还 24000 12019 0.5005 0.9990 
某 些 重要 的 分 布 


一 个 随机 变量 拒 完 全 由 它 的 概率 函 赦 或 密度 函数 , 或 者 说 由 它 的 分 
布 函 数 表征 ; 简 而 言 之 :由 它 的 分 布 表征 。 某 些 类 型 的 分 布 在 实践 中 获得 
了 很 重要 的 意义 。 

二 项 分 布 ”二 项 分 布 (有 时 称 为 伯 努 利 分 布 ) 可 用 于 建立 在 如 下 试验 
设计 基础 上 的 问题 ， 在 一 个 链 中 有 黑 球 和 白 球 , 事件 了 8“ 措 到 黑 球 ”的 概 
率 为 g。 于 是 事件 8“ 摸 到 白 球 ”的 概率 为 CL 一 p)。 一 系列 % 次 摸 了 放 
回 的 试验 , 其 中 事件 五 出 现 次 ,不 出 现 (% 一 四 次 ,这 个 试验 确定 随机 变 
量 了 。 它 的 分 布 是 二 项 分 布 。 它 的 概 举 坊 数 Ps《%) 可 以 确定 如 下 ; 因为 
每 一 个 球 措 到 后 再 放 回 ， 所 以 每 一 次 摸 球 是 一 个 独立 事件 ， 按 照 乘法 定 
律 , 措 到 个 黑 球 和 (nm 一 甩 个 白 球 的 概率 是 类 (1 一 p)"*。 可 能 摸 到 个 


黑 球 和 人 一 区 个 白 球 的 不 同 次 序 有 人 ; ) 一 二 种 排列 , 而 其 中 


每 一 种 都 导致 相同 的 结果 。 因 此 , Pu 有 一) 疡 (1 一 p)”*。 一 个 一 个 
值 的 概率 就 给 出 概率 函数 。 对 所 有 的 大 <x 相 加 ,得 到 分 布 函 数 
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Fn ls) = PE) 

【 例 二 从 张 中 搜 出 一 个 球 ， 然 后 再 放 回 妈 中 。 措 到 一 个 黑 球 的 要 
率 是 p 一 于 。 每 摸 10 次 形成 一 组 。 考 试验 连续 进行, 在 每 一 组 中 黑 球 的 
数目 会 变化 它 是 一 个 随机 变量 。 要 求 找 出 这 个 随机 变量 的 概率 函数 和 
分 布 函数 。 需 要 知道 "在 10 个 球 中 的 黑 球 数 ”。 借 助 于 公式 

Pwo) OO, 


其 中 z=0, 1, 2, "> 10, 得 到 概率 函数 ( 见 图 14.2-11); 


0T3533567800 
图 14.2-11 二 项 分 布 的 图 14.2-13 ”分布 函数 
概率 函数 pn (%) 了 am (9) 的 表示 


青 从 Pio(w) 一 3 Pyo(%)， 其 中 求 和 对 所 有 的 <z 实施, 得 分 布 函数 


为 ( 见 图 14.2-12). 


8 


Fio(K) 0.980 | 0.996 | 0.999 


从 图 示 可 以 得 到 概率 函数 和 分 布 函 数 的 一 个 印象。 其 中 下 和 z 取 为 模 
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坐标 ，Pr (7 和 Fto (8) 分 别 为 纵 旦 标 。 
【 俩 2] 根据 生男 的 概率 p=0.515, 借助 于 二 项 分 布 可 以 算出 一 家 
6 个 小 孩 中 包含 0, 了 2, 3, 4, 5 或 6 个 男孩 的 概率 ; 


为 了 简化 概率 Pa(7) 的 元 长 计算 , 导出 递 推 公式 : 


PaCk+1) = 2 Pa Ch) 


二 项 分 布 的 均值 和 方差 。 在 离散 随机 变量 的 均值 公式 中 ， 代 入 相应 


。 。 递 推 公式 


”的 量 可 得 


b= 六 nm Pa (mm) = Sn( )arG-Drm 


% 
nm 
=Rp 室 ( 一 jod -or 
m=0 mm 
考 虚 到 二 项 式 定理 ， 由 此 得 到 4 一 %p[p 寺 以 一 p)]*1=np。 按 此 均值 
tp, 就 可 给 出 方差 为 : 
07= Sm —np)P,Cm) 


= Sm ) p"(1—p)""— 2np Sm ( )r -pr"™ 


+n2p? SS jzd-om 
给 nn mm 
= )e" dD" 
用 计算 均值 同样 的 方式 算出 第 一 个 和 式 , 最 后 得 到 
0?—np[L(1—p) ~—np]+np = np —p)o 
对 于 上 面 的 例 2 它 的 均 什 和 方差 给 出 如 下 : 


10. 于 =2.5c2 一 10, 于 .时 =1.875。 


对 于 小 的 % 各 值 ,用 二 项 分 布 很 容易 ,但 是 对 于 大 的 % 和 % 值 ,计算 
就 变 得 十 分 麻烦 。 于 是 可 根据 问题 的 性 质 而 用 普 阿 松 分 布 或 者 正 态 分 布 。 
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布 函 数 
Fa(D)= DY) 


【 例 】 从 一 个 馈 中 重复 摸 球 , 再 放 回 链 中 。 摸 到 一 个 黑 球 的 概率 是 
Pp 一 0.01。 每 摸 60 次 形成 一 组 , 若 进 行 连续 试验 , 则 在 每 一 组 中 黑 球 的 数 
目 将 会 变化 ; 它 是 一 个 随机 变量 。 要 求 “在 60 个 球 中 黑 球 的 数目 "这 个 随 
机 变量 的 概率 函数 和 分 布 函数 。 由 yeo( 妇 一 (0.6)*e oil， 其 中 必 天 60 
x0.01=0,06, 万 可 取 秆 0, 1, 3, …，60， 得 到 概率 函数 ， 


0.54910.32910.099 10.02010.0031 0.000 


weo CF) 


0.0 10.5490.878I0.977|0.997|1 .000|1 .000| .. 


用 象 二 项 分 布 同样 的 方式 得 到 图 形 表示 。 yn 
在 图 14.2-14 中 ， 画 出 不 同 4 值 的 普 


阿 松 分 布 。 它 表明 ， 分 布 的 项 峰 随 着 4 值 a=0.5 
增加 逐步 向 右 移 动 ， 并 逐渐 减少 曲线 的 不 
对 称 性 。 0 
为 了 计算 各 别 的 概率 ， 使 用 一 个 从 比 多 全 | 
率 a=l 
(十 二 /yn 
=[klertig-o]/[L(%+1)!are™o] 012345 
=a/CE+1) 的 0=2.5 
得 到 的 相当 的 递 推 公式 : 
递 推 公式 | (+ 了 D=of/(% 革 DD 灿 (D " = 


普 阿 松 分 布 的 均值 和 方差 ”这 些 量 从 01234567891012 % 
二 项 分 布 的 相应 量 来 计算 , 其 中 np 等 于 ww 图 夫 ,2-14 不 同 & 信 的 
而 wp 区 于 0。 得 到 jw 一 np=4; 0?~np 一 Qo 普 阿 松 分 布 
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这 样 , 均值 和 方差 相等 。 


概率 函数 Wn CE) =are fk! 


均 值 下 一 C 
方 差 2 一 


普 阿 松 分 布 的 应 用 范围 一 度 只 限于 非常 罕见 的 事件 ， 例 如 小 孩 自 杀 
或 者 在 军队 中 被 马 器 死 。 可 是 近 几 十 年 来 , 它 已 取得 颇 大 的 重要 人 性。 今天 
它 在 电讯 中 , 在 统计 的 质量 控制 中 , 对 于 描述 放射 性 物质 的 壮 变 , 在 纺织 
工业 中 , 在 生物 学 中 和 在 气象 学 中 , 都 起 着 重要 的 作用 。 此 外 ,在 许多 请 
况 下 ， 普 阿 松 分 布 用 作 二 项 分 布 的 一 个 逼近 ， 因 为 实际 上 对 于 充分 大 的 
乡 值 和 充分 小 的 2 值 , 这 两 个 分 布 是 相当 一 致 的 。 

正 态 分 布 或 高 斯 分 布 ” 正 态 分 布 是 概率 论 中 最 重要 的 一 种 分 布 ， 它 
是 高 斯 在 把 最 小 二 乘法 应 用 于 测量 时 发 现 的 。 


Pott) Ps ( 份 Poolh) p(s) 
LL 
0.3[. 0.3 0.2 0.4 
0.3 0.9 多 一 15 n=30 0.3 
0 0.3| 
0,1 0.1 0 
各 
% 在 La Ea 
012345 1234567891011 2 4 6 8101214161820 4 


图 14.2-5 ” 摸 球 次 数 % 增 大 时 概率 通 数 的 图 形 表示 


对 于 二 项 分 布 , 给 出 概率 函数 P( 隐 =( ，)mxCL- 功 "-5 其 中 < 痢 到 
一 个 黑 球 ”事件 的 概率 p 在 0 和 1 之 间 有 一 个 定 信 。 当 摸 球 次 数 % 增 大 
时 (参见 二 项 分 布 ), 概率 函数 就 逐 闭 失去 它 的 不 对 称 性 (图 14.2-15)。 对 
于 p=0.2 以 及 n=5, 15 和 30 得 到 : 


0.0210.0610.1310.1910.21|10.18|0.12|0.0610.02|0.01 


0.01 | 0.03 | 0.05 


13 14 


0.14 


当 摸 球 次 数 % 不 断 增 加 超出 每 一 个 界限 时 ， 即 当 2% 一 co 时 , 就 得 到 正 态 
分 布 。 该 随机 变量 卫 的 特征 值 2 的 个 数 不 再 是 可 列 的 ;随机 变量 芋 是 
连续 的 。 它 的 密度 函数 p(x) 通 过 极限 过 程 而 得 

lim PC) =p(2) =1/[eV Br Je /0, 
这 是 可 以 详细 证 明 的 。 数 4 和 数 5 是 常数 。 对 于 均值 及 和 方差 ?得 到 


{w/ovV a les/ dv =b 
p= s/teV ml = 


co 六 (一 D)2 /[aW Br Je 3/20) dr=? 


(参见 均值 或 期 望 和 方差 ， 例 2 和 例 7)。 均 值 和 方差 完全 拱 述 了 这 个 分 


布 。 
图 14.2-16 表明 对 于 不 同 值 9 一 0 频率 分 布 pz) 的 图 形 表示 。 这 


Ho sto 


图 14.2-16 对 不 同 的 0, 高 斯 分 布 的 频率 分 布 
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些 曲线 是 钟 形 曲线 。 每 个 分 布 的 峰 信 位 于 均值 w。 曲 线 从 此 峰值 往 其 两 
边 对 称 地 下 降 , 渐 近 地 起 于 xz 轴 。 曲 线 在 距 均值 土 o 处 拐 折 。 从 图 中 容 
易 看 出 方差 大 小 对 于 钟 形 曲线 形式 的 影响 。 随 着 o 的 增 大 , 曲线 就 变 得 平 
坦 和 宽阔 。 


度 函 数 
D(Z) 王 1/[awW Zo Je™ e/a 


均 值 
w=b 


方 差 


G2 一 02 


正规 化 高 斯 分 布 。 一 个 可 以 用 均值 为 和 方差 为 c2 的 高 斯 分 布 来 
描述 的 随机 变量 和 ， 计 算 这 个 随机 变量 忌 的 密度 函数 p(z) 的 一 个 一 个 
全 是 元 长 的 。 因此 将 每 一 个 高 斯 分 布 与 均值 上 =0 和 方差 o? = 工 的 高 斯 
分 布 联系 起 来 ,这 一 个 高 斯 分 布 的 密度 函数 g (一 1/V 3m e 2 它 简 
称 为 正规 化 高 斯 分 布 或 称 为 正 态 分 布 。 密 度 函 数 p(X) 列 表 , 由 于 曲线 的 
对 称 性 ， 在 表 中 仅 给 出 对 应 于 正 特 征 值 的 密度 函数 值 。 借 助 于 代 换 和 = 
(x 一 /0, 能 将 均值 为 和 方差 为 0 的 高 斯 分 布 变换 成 正规 化 分 布 。 对 
于 一 个 算得 的 信 %, 在 表 中 查 出 密度 函数 (2) 的 对 应 值 ， 然 后 由 关系 
P(z) 一 p(X)/o 求 出 对 应 于 特征 人 的 密度 函数 p(z) 的 值 。 

【 例 】 已 知 一 个 高 斯 分 布 的 均值 为 4 一 20 和 方差 为 c2?= 235。 首先 
计算 和 = (z 一 20)/5， 然 后 在 表 中 查 出 p(X), 最 后 计算 p(z) 一 p(X)/5。 


gph) | 0.3989 | 0.3910 | 0.3683 | ... | 0.2420 
pz) | 0.0798 | 0.0782 | 0.0737 | … | 0.0584 


正 态 分 布 p(X) 一 1/V 2m @ 12 的 纵 坐 标 。 


多 十 


AI 


OooOo0n 
2 
Ne 
二 
So 


3977 | 3973 
3925 | 3918 
3836 | 38825 
3712 | 3697 
3555 | 3538 


Ooo 
Oo 
Pa 
Me 
Bg 


OOCOOO 
ot 
© 
由 
Mo 


3372 13352 


2943 | 2920 


2468 | 2444 


2227 | 2203 
1989 | 1965 


1540 | 1518 
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高 斯 分 布 的 分 布 西 数 。 高 斯 - 
分 布 的 分 布 函数 TM) = pa 的 值 
Pe) = pal(aV Ww) 


Psd 


DN 


0.0000 
0.0398 
0.0793 
0.1179 
0.1554 


0.1915 
0.2257 
0.2580 
0.2881 
0.83159 


x f Be 一 (一 031(2027 at 


称 为 高 斯 积分 或 误差 积分 。 

这 个 分 布 函数 了 C2) 表示 在 
曲线 p(z) 下 , 一品 和 z 之 间 的 面 
积 ( 见 图 其 .2-17)。 访 数 F(z) 以 
$ 轴 和 直线 了 了 (2) =1 为 其 浙 近 
线 , 且 在 "= 几 处 有 一 个 拐点 。 它 
给 出 特征 盆 小 于 的 概率 。 记 住 
钟 形 曲线 的 对 称 性 , 对 于 pp 一 0 和 
02 一 工 的 分 布 函 数 互 (o) 按 如 下 形 
式 造 表 ; 

3 = pd=1YE 


A 
* | eA At。 


.图 考 .23-18 表明 由 这 个 函数 
所 表示 网 面积 。 用 % 一 (2 一 fo 
将 均 信 为 和 方差 为 0? 的 高 斯 分 
布 与 $(W) 联 系 起 来 。 借 助 于 这 个 
关系 能 计算 对 应 于 特征 值 21 和 ws 
的 面积 。 现 考虑 几 种 不 向 傅 形 : 

(i) 车 轩 和 和 都 位 于 等 的 
右边 , 且 7e> ja 则 在 曲线 下 这 两 
个 值 之 间 的 面积 是 ®(X2) -BM1) 
.( 见 图 入 .2-19)。 著 两 个 值 位 于 
零 的 左边 ,也 有 类 似 的 结果 。 

《ii) 车 入 和 加 位 于 零 的 两 
边 , 则 此 面积 由 BCM) 十 DB(A2) 给 


0.0 
0.1 
0.2 
0.3 
0.4 
0.5 
0.6 
0.7 
0.8 
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图 14,2-17 高 斯 分 布 的 密 诬 图 14.2-19 由 (9) 一 D1) 
函数 和 分 布 函 数 的 表示 给 出 的 面积 

出 ( 见 图 考 .2-20)。- 

在 两 种 峭 吕 下 ， 血 得 的 而 和 表示 其 望 汐 案值 位 于 宇和 帮 所 办 区 
间 内 的 概率 。 

.【 例 】 已 知 一 个 高 斯 分 布 的 均值 
一 0 和 方差 o?=25。 要求 观 察 值 位 
于 


t 


DO) tOD 


(i》 1 一 和 5 和 zs 一 35 


(ii) wi1=—6 和 v3=35 2 一 3 0 二 加 3 
之 间 的 概率 。 a ha 
首先 算出 图 14.2-20 由 人 (Oo) 十 入 (0 
TY 给 出 的 面积 


(i) N=25—20)/5=1, h= (85—20)/5=3, 

(ii) MN=5-20)/5=—3, hs=(35—20)/5—3, 
然后 从 表 中 得 到 

人 下 (ON) 一 0.3413，@6(0a) =0.4987, 
(ii) DNA) =0.4987, BN) =0.4987。 
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在 人 中 相 减 ,在 Ci 让 中 相 加 , 就 得 到 所 概 求 的 概率 Ci)0.1574，(ii)0.9974。 

借助 于 误差 积分 , 能 确定 在 钟 形 曲 线 下 ,界限 4 和 zz 之 间 的 整 块 面 
积 的 比例 。 从 工 减 去 这 个 比例 就 得 到 相应 的 剩余 面积 的 比例 。 在 数理 统 
计 中 有 重要 意义 的 一 些 局 部 面积 收集 在 附 表 由 。 


从 误差 积分 得 到 的 整 块 面积 和 剩余 面积 
在 % 轴 上 的 界限 整 决 面积 的 比例 剩余 面积 的 比例 


及 一 人 G K+ ao 


~ k+lo 


独立 随机 变量 和 的 极限 定理 

在 自然 科学 ,工程 技术 和 经 济 学 中 所 描述 的 许多 过 程 , 都 是 假定 它们 
受到 大 量 的 彼此 独立 的 随机 因素 的 影响 ， 其 中 每 一 个 因素 变更 过 程 的 发 
展 只 是 很 少 一 点 ,一 般 地 , 在 研究 这 些 过 程 时 观察 到 的 仅仅 是 它们 影响 的 
总 和 ; 例如 , 测量 误差 形成 这 样 的 一 个 随机 变量 , 它 是 许多 独立 随机 变量 
之 和 。 概 率 论 已 经 建立 起 极限 值 定理 , 就 是 控制 这 些 和 的 性 态 的 规则 。 

棣 美 弗 - 拉 普 拉 斯 积分 极限 定理 若 对 于 % 次 试验 中 每 一 次 , 2 是 
事件 召 出 现 的 概率 ，4 一 1 一 p 是 事件 马 不 出 现 的 概率 ， 则 能 确定 一 个 
随机 变量 Xx, 使 得 在 第 万 次 试验 中 当 如 出 现时 Xs 一 1， 当 吾 不 出 现时 


到 =0。 于 是 ,随机 变量 bb 确定 在 次 连贯 的 试验 中 事件 如 出 现 多 
少 次 。 由 于 和 式 中 各 项 的 分 布 ， 的 概 素 巴 数 是 期 望 值 p=np 和 


方差 02 二 np(1 一 2)=npq 的 一 个 二 项 分 布 。 按 照 要 美 弗 - 拉 普 拉 斯 
定理 ， 这 个 和 式 包 台 的 分 市 函 数 当 2 一 oo 有 时 并 不 趋 于 极限 分 市 萄 数 ， 
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也 允 随机 变量 次 二 2 是 趋 于 的 ， 并 且 它 的 极限 分 布 本 数 是 正规 化 


高 斯 分 布 。 这 意味 着 , 对 于 任意 数 4<b, 当 %-> oo 时 ,成 立 如 下 的 关系 
式 。 


o}> J 3dr 


棣 美 弗 - 拉 普 拉 斯 定理 引起 这 样 的 问题 : 所 得 到 的 关系 是 否 依赖 于 求 
和 方法 的 选取 , 并 且 如 对 和 式 中 各 项 的 分 布 函 数 加 上 人 少许 条 件 , 那 末 这 个 
关系 是 否 仍然 成 立 ? 中 心 极限 定理 以 它 最 简单 的 形式 给 出 部 分 的 回答 ， 
它 能 相当 大 地 推广 。 

中 心 极限 定理 。 车 两 两 独立 的 随机 变量 Xi, X，…， Xn* 有 相同 的 
分 布 ,又 车 从: M=E(Xn) 和 07 二 D2(Xo)>0 存 存在 ， 则 随 存 符 ， 册 随机 实生 


革 站 x-z( 误 乓 )/[P( 芒 让 交州 


以 正规 化 高 斯 分 布 为 极限 分 布 函数 。 
”在 二 个 长 时 期 内 ， 这 个 理论 的 经 典 方面 的 主要 任务 在 于 找 出 最 一 般 
的 条 件 ,使 在 此 条 件 下 当 项 数 增加 时 , 独立 随机 变量 之 和 的 分 布 函数 趋 于 
正 态 分 布 。 与 这 个 经 典 方面 的 结论 相 平行 的 ， 在 独立 随机 变量 之 和 的 极 
限定 理 的 理论 中 发 展 另 一 个 方向 , 它 与 后 面 要 讲 的 随机 过 程 有 密切 关系 。 
在 这 个 方向 上 问题 如 下 ; 除了 正 潭 分 布 以 外 , 还 有 什么 样 的 分 布 可 能 是 独 
立 随机 变量 之 和 的 极限 分 布 ? 研究 表明 , 不 仅仅 正 态 分 布 可 作为 极限 分 
布 。 考 上 对 各 被 加 项 找 出 条 件 的 问题 , 使 对 充分 大 的 项 数 , 和 式 的 分 布 会 
趋 于 这 个 或 那个 极限 分 布 。 最 近 三 十 年 中 , 独立 随机 变量 之 和 的 极限 定 
理 的 这 一 现代 方面 有 重大 的 发 展 , 它 与 柯 尔 莫 哥 洛 夫 、 辛 钦 、 格 涅 坚 科 等 
人 的 名 字 紧 密 相连 。 在 数理 统计 前 发展 中 以 及 在 观测 的 误差 理论 中 ,极限 
定理 具有 实际 意义 。 
随机 过 程 
随机 过 程 是 用 随机 变量 描述 的 ,这些 随机 变量 依赖 于 至 少 一 个 参数 。 
这 样 的 参数 或 可 取 离 散 的 值 集 ,或 可 连续 地 变化 。 例 如 , 汽车 轮胎 磨损 的 
程度 依赖 于 它 所 驶 过 的 英里 数 如 而 按照 初始 条 件 它 是 t 的 随机 函数 。 还 
有 在 相当 长 一 段 时 间 内 , 城镇 居民 数 的 发 展 除了 时 间 主 作为 参数 之 外 , 必 


拉美 - 拉 普 拉 靳 定理 | 7 pe< 福 2 人 < 
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须 考 虑 系统 的 和 随机 的 影响 。 

对 于 一 个 参数 t 的 情形 ,随机 过 程 记 为 了 (5 中。 其 中 参数 表示 
随机 的 本 性 , @e 9, 这 里 日 是 所 有 可 能 出 现 的 事件 集合 ;参数 1 表示 该 
随机 变量 的 一 种 系统 依赖 性 , 通常 依赖 于 时 间 , 但 也 可 能 在 编号 的 情况 下 
它 依赖 于 一 个 序列 ， 或 者 依赖 于 距离 。 对 于 固定 的 例如 在 时 刻 t= 如 
作 " 快 速 摄影 了 了 (;, wo) 就 是 一 个 随机 变量 。 对 于 固定 的 %, 六 人才 四 是 
t 的 函数 , 称 为 过 程 的 实现 。 例 如 ,了 叉 (#, @) 能 给 出 依赖 于 时 间 的 个 体 或 
部 分 的 数目 ,温度 或 者 速度 向 量 。 

随机 过 程 的 重要 类 型 有 马尔 可 夫 过 程 和 平稳 过 程 。 

马尔 可 内 过 程 和 马尔 可 夫 链 ”马尔 可 去 过 程 或 无 后 效 过 程 是 一 个 随 
机 过 程 , 其 中 未 来 发 展 的 认识 完全 由 当前 的 状态 确定 。 也 就 是 说 , 若 已 知 
不 同时 刻 如 < 机 <…<t, 随机 变量 XGio, @), 了 (bi, 0)，,，…'， 芋 (tm, 四) 的 
分 布 函 数 , 则 随机 赛 量 卫 (t,.w) 在 时 刻 ti 的 分 布 函 数 能 单独 从 时 刻 吉 
的 分 布 函 数 算出 。 例如 ， 假设 水 库 在 时 间 区 间 (tw， tm 十 4 开始 时 如 含有 
水 量 瑟 (tm @0), 在 此 时 间 区 间 内 流 进 的 水 时 为 多 Ctn, ,而 流出 常量 17。 
于 是 在 时 刻 1 一 如 十 4 水 库 总 水 墅 是 入 (tnt hi,w) = 六 (io o) FZ ns 2) 
一 女 ， 从 而 能 给 出 总 水 量 不 超过 水 库 有 限定 容量 y 的 概率 。 流 进 水 量 
Z(t, 号 是 随机 的 , 但 对 于 不 同 的 时 刻 上 它们 是 彼此 独立 的 。 

”在 一 个 马尔 可 夫 甸 中, 参数 缚 仅 取 记 离散 的 值 集 #G=…， -二 0， 

"1) 0 
| 沁 历 性 定理 是 讲 参数 增加 超过 一 切 界限 时 ， 马 尔 可 夫 过 各 的 科 限 的 
性 质 。 

普 阿 松 过 程 作为 马尔 可 夫 过 程 的 一 种 特殊 情况 ， 对 于 描述 放射 性 元 
崇 豪 减 或 在 服务 过 程 中 ， 例 如 在 电话 交换 工作 由 对 于 计算 呼喊 的 等 侯 时 
间或 修理 机 器 的 等 候 时 间 , 它 都 起 着 重要 的 作用 。 
”平稳 过 程 ”一 个 随机 过 程 ,在 其 过 程 中 变化 的 原因 与 时 间 无 关 , 就 称 
之 为 平稳 的 。 例 如 , 若 选 择 现 察 的 时 间 区 间 如 此 之 小 , 使 得 与 一 天 时 间 有 
关 的 变化 可 以 忽略 不 计 ， 则 在 一 间 房 子 里 某 一 点 的 局 部 气温 在 固定 的 均 
值 上 下 不 规则 地 变化 ( 见 图 葵 .2-21) 。 从 纺织 机 人 简 口 引出 的 纱 线 直 径 的 
变化 也 有 一 个 与 时 间 无 关 的 均值 。 若 用 函数 筷 ( 轧 w) 来 描述 这 些 过 程 ， 
其 中 变量 了 理解 为 时 间 , 则 对 于 每 一 个 t 存在 均值 各 和 方差 o3。 

实际 重要 的 是 这 样 一 些 随机 过 程 , 它们 是 在 辛 钦 的 意义 下 平稳 的 。 这 
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. 图 14.2-21 局 部 气温 变化 曲线 
就 要 假定 均值 加 一 召 (X(, 必 ) ) 和 方差 02 一 DAAXL, ww)) 取 不 变 的 有 限 
值 ， 并 且 相 关 函 数 灵 他 一 8) 一 召 ([ 苹 0) 一 吉 ] [Gs, 9) 一 mp]) 仅 依赖 
于 差 t+ 一 9% 这 里 寺 和 s 是 任意 两 个 时 刻 且 1>s。 这 些 平稳 过 程 ,例如 在 电 
工学 中 , 在 信息 技术 中 , 在 大 气 浊 流 的 研究 中 , 在 某 些 经 济 问题 的 处 理 中 
以 及 在 医学 中 都 有 用 。 


14.3 统计 

统计 的 早期 开端 大 约 是 在 公元 一 世纪 初 的 人 口 普查 计算 中 。 不 过 只 
有 到 18 世纪 才 开 始 发 展 成 一 门 独 立 的 学 科 ， 用 于 描述 表征 一 个 状态 的 
条 件 的 一 些 特征 。 统 计 (statistios) 这 个 概念 是 从 拉丁 字 status 一 词 派生 
的 ， 意 思 是 条 件 。 在 一 个 长 时 期 内 , 就 限于 这 个 领域 内 工作 。 只 是 在 最 
近 几 十 年 才 脱离 这 个 独一无二 的 特征 ,开始 借助 于 概率 论 提出 分 析 统计 
数据 和 证 明 统计 假设 的 方法 。 这 种 数理 统计 的 方法 或 简称 统计 方法 已 成 
为 在 自然 科学 和 工程 技术 中 揭示 新 规律 的 有 力 工具 。 

总 体 和 样本 “一 个 统计 研究 的 总 体 ， 作 为 它 的 元 表 具 有 在 相同 条 件 
下 的 观测 或 试验 。 每 一 个 元 素 可 以 关于 不 同 的 特征 来 考察 ; 而 这 些 特征 可 
看 作 随 机 变量 民 了 , …。 考 所 考虑 的 特征 工 在 总 体 中 有 分 布丁 数 卫 (>)， 
则 说 此 总 体 关于 特征 X 有 分 布 函数 也 (2)。 在 统计 研究 中 ,总 是 考虑 在 总 
体 中 元 素 的 有 限 子 集 。 它 就 为 一 个 样本 , 而 包含 在 这 个 子 集中 的 元 素 个 
数 吨 称 为 样本 大 小 。 

[ 例 】 考 10 岁 男孩 的 体重 是 随机 变量 X， 则 这 个 年 龄 的 所 有 男孩 
形成 总 体 。 测量 若干 地 方 男孩 的 体重 形成 一 个 样本 , 而 每 一 个 男孩 是 总 
体 的 一 个 元 素 。 重量 是 该 元 素 的 一 个 特征 。 还 有 其 他 特征 , 例如 身高 和 
易 围 


试验 设计 
为 了 用 统计 方法 解决 一 个 问题 必须 提出 一 个 试验 计划 ， 其 中 包括 收 
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集 数 据 的 方法 、 样 本 的 大 小 以 及 求解 问题 的 方法 。 试 验 计 划 越 周到 , 用 统 
计 方 法 所 获得 的 结果 就 越 好 。 尤 其 必须 保证 那些 对 于 结论 来 说 是 重要 的 
测量 没有 遗漏 或 不 完整 。 然 而 也 应 避免 用 花费 很 大 的 试验 系列 来 做 那些 
只 需 很 小 代价 即 可 完成 的 囊 情 。 就 此 而 论 , 下 列 几 点 是 重要 的 。 

(i) 所 研究 的 资料 应 是 同类 的 ; 即 在 研究 中 , 试验 的 方法 必须 保持 
相同 。 必 须 做 到 生产 的 设备 或 条 件 不 变 ， 必 须 不 使 用 精确 度 不 一 样 的 测 
量 仪器 。 

《这 ) 系统 误差 或 影响 必须 尽 可 能 排除 。 例 如 , 若 我 们 希望 比较 两 种 
材料 ， 就 必须 在 同一 台 机 器 上 进行 加 工 ， 否 则 机 器 方面 的 差别 也 就 加 入 
研究 的 结果 。 在 农业 上 , 在 试验 不 同 的 肥料 时 , 必须 把 十 地 分 割 成 平行 的 
条 形 , 为 的 是 等 化 土质 类 型 及 其 位 置 的 影响 。 

《四 》 必 须 规定 一 种 榨 制 。 或 者 对 于 所 考虑 的 特征 存在 标准 值 , 它 能 
与 试验 结果 作 比 较 , 或 者 必须 进行 控制 试验 。 例 如 , 在 肥料 的 试验 中 , 必 
须 评 佑 在 相同 的 环境 条 件 下 ， 植 物 施 这 种 肥料 和 不 施 这 种 肥料 生长 的 莽 
别 。 

(iv》 样 本 的 选择 必须 是 随机 的 或 有 代表 性 的 。 随 机 选择 就 是 在 选 
择 时 每 一 个 元 素 以 相同 的 概率 是 或 者 不 是 该 样本 的 一 个 成 员 。 例如 , 在 
一 批 螺钉 交 货 中 , 检验 的 样本 不 得 全 部 从 一 个 地 方 选择 , 而 必须 分 布 在 整 
个 这 批 货物 中 。 在 测量 金属 丝 的 粗细 时 , 测量 点 必须 随机 地 分 布 在 金属 
丝 的 整个 长 度 上 。 元 素 的 随机 选择 可 异 助 于 随机 数 表 来 做 。 当 所 研究 的 材 
料 能 唯一 地 分 成 若干 部 分 时 , 能 做 到 样本 的 代表 性 选择 。 例 如 , 有 可 能 将 
螺钉 的 一 批 交 货 按 这 样 的 方式 细 分 ， 使 得 每 一 部 分 仅 包含 一 台 机 器 的 产 
品 。 然 后 可 从 每 一 个 部 分 随机 地 选择 与 该 部 分 的 大 小 成 比例 的 件数 , 这 些 
总 起 来 形成 样本 。 用 这 种 方式 获得 在 缩小 的 规模 上 货物 的 一 个 景象。 

《v ) 至 于 试验 样本 的 大 小 , 必须 考虑 到 样本 越 大 ， 那 末 由 此 作出 的 
关于 总 体 的 推断 就 越 好 ; 但 是 另 一 方面 , 由 于 时 间 和 人 力 的 原因 , 样本 的 
大 小 通常 又 必须 保持 小 一 点 , 使 得 必须 将 结果 的 随机 偏差 考虑 进去 。 当 
用 统计 方法 关于 总 体 作出 推断 时 , 要 考虑 试验 样本 的 大 小 。 

资料 的 收集 和 赋值 

从 试验 得 到 的 未 加 工 的 数值 集合 ， 称 为 原始 总 体 。 可 以 根据 样本 的 
大 小 和 每 个 元 素 特征 的 个 数 将 它们 列 成 表 ， 绘 成 图 ， 打 成 穿孔 卡 或 数据 
处 理 卡 。 在 单一 特征 或 者 在 小 样本 的 情形 下 ， 列 一 张 表 就 行 了 ; 对 于 车 
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干 个 特征 和 较 大 的 样本 , 为 了 减少 在 赋值 过 程 中 分 类 的 工作 量 , 对 于 每 个 
元 素 绘 成 图 或 制 成 穿孔 卡片 。 按 预先 规定 的 键 将 记号 穿 在 卡片 边 上 。 在 
有 许多 特征 和 大 量 元 素 的 情况 下 , 最 好 用 数据 处 理 卡 来 记录 所 得 的 结果 ， 
因为 通过 这 些 准 备 工 作 和 这 种 类 型 的 存储 , 以 后 赋值 过 程 就 减轻 了 。 

资料 的 准备 ”为 了 获得 所 给 资料 的 初步 考察 , 在 原始 总 体 中 , 按 它们 
的 数量 大 小 整理 各 个 特征 的 数值 ， 确 定 各 个 数值 出 现 的 频率 。 用 这 种 方 
式 得 出 频率 分 布 。 在 概率 论 一 节 中 说 明 的 连续 随机 变量 和 离散 随机 变量 
都 出 现 为 离散 变量 ， 因 为 这 些 值 根据 给 定 的 或 者 所 要 求 的 精确 度 已 作 会 
入 o 

分 类 。 在 大 样本 的 情形 下 , 特征 的 数值 范围 分 成 相同 大 小 的 几 类 ; 用 
这 各 方式, 几 个 数值 并 在 一 起 形成 一 个 类 。 而 各 别 类 的 大 小 选择 依赖 于 
样本 的 大 小 还 依赖 于 散布 .EB, 即 样本 中 最 大 值 和 最 小 值 之 差 。 为 了 使 分 
布 的 特征 不 至 于 模糊 不 清 , 类 的 数目 不 能 太 小 。 另 一 方面 ,如 果 类 的 数目 
太 大 , 那 末 非 正 态 值 会 被 夸大 , 从 而 难于 识别 所 给 的 分 布 。 每 一 个 类 或 由 
它 的 界限 或 由 它 的 均值 来 表征 。 一 个 类 的 宽度 2 就 是 它 的 上 限 和 下 限 之 
差 ; 在 用 离散 随机 变量 描述 的 特征 情形 下 ， 类 的 平均 值 sm, 就 是 在 此 特定 
类 中 特征 的 数值 的 算术 平均 ,而 在 用 连续 随机 变量 描述 的 特征 情形 下 , 均 
值 就 是 该 类 上 限 和 下 限 的 算术 平均 。 

【[ 例 起 对 于 一 个 用 连续 随机 灾 量 描述 的 特征 ， 样 本 大 小 为 »=80 
的 频率 分 布 ; xz: 是 特征 的 数值 ，h 是 频率 。 

〈i ) 未 分 成 类 
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《五 》 分 成 类 : zu 是 类 平均 


类 
从 33 到 35( 包 括 35) | 
从 35 到 37( 包 括 37) ll 
从 37 到 39( 包 括 39) 震 [|] 


从 39 色 和 红 ( 包 括 生 ) 其 上 

从 给 到 给 (包括 43) 机 赂 好几 笑 25 
从 各 到 千 ( 包 括 个 ) 峰 旭 山 | 16 
从 全 到 4 和 47( 包 括 47) 册 抽 | 13 
从 和 到 49( 包 括 49) 2 


频率 分 布 的 图 形 表 示 ”在 材料 准备 以 后 ， 就 能 给 出 经 验 的 频率 分 布 
的 图 形 表示 ( 见 图 考 .3-1, 14.8-2)。 根 据 研 究 的 目的 和 所 考虑 的 特征 ， 
能 用 不 同 的 方式 作 图 ,如 同 在 例子 中 所 看 到 的 那样 。 


hs he 


TZ 


9 站 两 一 在 站 ”2 387 托 EE pa 0 
图 14,3-1 用 线形 图 表示 分 布 图 14.3-2 用 块 疹 图 表示 分 布 


样本 的 均值 和 方差 一 个 大 小 为 的 样本 ， 可 由 均值 和 方差 8 来 
崎 征 , 它们 当 作 总 体 的 相应 值 下 和 o2 的 估计 值 。 


均值 。 均 信 , 算 术 平均 值 3 是 由 z 一 广 记 给 出 , 这 里 mm 人 = 
2，…, nm) 是 名 别 测量 到 的 特征 的 数 信 。 在 频率 分 布 中 ,均值 由 
7 一 六 hv 
算得 , 这 里 hi 是 频率 , v, 是 特征 的 数值 (或 nu 是 类 平均 ), 是 竺 征 的 数 
信 的 数目 (或 类 的 数目 )。 除了 算术 平均 3 以 外 ， 在 实践 中 还 用 中 央 值 
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作为 均 信 。 当 是 背 数 时 ， 它 是 深 大 小 次 序 排列 的 数值 系列 中 第 
于 Ce+I 位 置 上 的 该 特征 的 数值 。 当 ”是 偶数 时 , 中央 值 就 是 在 第 各 
和 第 字 +1 位 置 上 竺 征 的 数值 的 算术 平均 。 
方差。 对 于 样本 的 % 个 各 别 什 zi(i=1, 2; … 9%), 方差 加 给 出 为 


7 


s 称 为 均 方差 或 称 为 标准 偏差 。 对 于 给 定 的 有 个 特征 的 数值 x.〈 或 有 
类 平均 zy 的 个 类 ) 和 频率 入 的 频率 分 布 , 它 的 方差 5 计算 如 下 ; 


变化 范围 


如一 2 最 天 统一 区 量 小 储 


除了 方差 将 以 外 ， 还 用 另 一 个 量 来 刻 划 特征 的 数值 延伸 的 范围 ， 这 
就 是 散布 或 变化 范围 BR, 也 是 特征 的 数值 的 最 大 值 ?mox 和 最 小 值 Ymio 
之 差 . BB 一 Xar 一 Tmino 

【 例 3] 对 于 上 述 大 小 为 % 王 80 的 频率 分 布 : 

变化 范围 
R=:16.7 


£~42,23 


均值 以 及 方差 的 不 符 是 由 于 把 比较 小 的 样本 分 类 的 缘故。 当 色 增 大 时 ， 


它们 就 越 来 越 接近 于 相等 。 
正 态 分 布 ” 讲 特 莱 (Lambert Quetelet，I796~1874 年 ) 的 入 类 学 测 


景 引出 了 一 个 假设 , 只 要 涉及 频率 ， 所 有 的 生物 学 测量 都 遵循 高 斯 分 布 。 
由 于 这 个 原因 ， 它 就 称 为 正太 分布， 并且 统计 方法 建立 在 这 个 假设 之 上 。 
正 态 分 布 的 基本 特性 在 概率 论 一 节 里 已 作 介绍 。 为 了 完全 起 见 ， 下 面 再 
介绍 几 个 在 统计 实践 中 重要 的 例子 。 
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由 于 正 态 分 布 只 是 由 它 的 均值 和 方差 来 确定 的 ， 它 可 由 样本 的 均值 
4 和 方差 3 来 计算 。 用 这 种 方式 , 就 有 可 能 判定 一 个 特定 的 特征 是 否 基 
于 这 样 的 一 个 分 布 。 

(i ) 若 样 本 由 个 特征 的 数值 组 成 ， 这 些 数 值 分 成 个 类 ， 宽 度 
为 4 均值 为 zw， 那 末 为 了 能 用 正 态 分 布 ， 对 于 每 个 类 计算 数 和 一 
(xu 一 2)/s。 异 助 于 表 中 查 到 的 值 w(0， 得 到 第 ;类 的 相对 频率 9%= 
(G/s)9 (和 ) 和 绝对 频率 b= nqiGi=1，2,…, )。 

【 例 3】 对 于 上 述 样本 (参见 例 卫 计算 正 态 分 布 : 


(让) 车 满足 于 正 态 分 布 的 图 形 表示 , 则 用 下 面 的 经 验 法 则 ， 借 助 于 
在 人 中 给 出 的 公式 9= (@/ 3)p()， 对 于 % 一 0 算出 正 态 分 布 的 峰值 ymaz 
( 见 图 考 .3-3) 。 按 如 下 列 规则 可 以 得 到 另外 一 些 织 坐 标 ; 


Z 士 8 z Zz 土 38 


Ymax Tymazs/8 | Bymas/8 | Ynax/3 | Ymszx/80 


涛 需要 有 绝对 频率 的 表示 ， 则 每 一 个 值 乘 以 %。 在 图 中 说 明 上 面 例子 的 
频率 分 布 , 以 及 按 此 法 则 算出 的 正 态 分 布 。 

Cii) 借助 于 概率 生 标 纸 , 还 能 检验 所 研究 的 特征 其 分 布 是 否 拟 合 
一 个 正 态 分 布 ， 进 而 均值 x 和 标准 偏差 * 是 什么 。 概率 网 格 是 这 样 的 坐 
标 纸 , 其 纵 坐 标 刻度 构造 得 使 正 态 分 布 的 累积 百分数 曲线 为 一 条 直线 ( 见 
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图 14 .3-4)。 


回归 和 相关 
在 统计 中 一 个 很 大 并 且 很 重要 的 领域 是 回归 分 析 和 相关 分 析 。 它 们 
用 以 揭示 和 描述 两 个 或 更 多 个 特征 (随机 变量 ) 的 依赖 性 。 同 归 分 析 涉及 
特征 之 闻 对 应 的 本 性 ， 相 关 分 。。 雪人 下 
析 的 任务 则 是 确定 这 种 依赖 性 
的 程度 。 这 里 只 能 描述 两 个 特 
征 (随机 变量 忒 和 了 ) 的 线性 pal 
相关 情况 的 基本 概念 。 


图 14.3-3 频率 分 布 及 引出 图 14.3-4 频率 分 布 的 
的 正 态 分 布 例子 . 累积 百分数 曲线 


回归 ”在 一 个 学 校 中 量 得 孩子 的 身高 (随机 变量 X) 和 体重 (随机 变 
县 了 )。 要 求 确定 按 平均 是 否 较 大 的 体重 对 应 于 较 大 的 身高 , 这 种 对 应 是 
否 线性 以 及 什么 样 的 平均 体重 对 应 于 一 个 给 定 的 身高 。 在 这 种 情况 下 测 
量 表明 ,第 一 个 问题 的 回答 是 肯定 的 。 但 是 不 作 深入 研究 就 不 可 能 回答 
其 他 两 个 问题 。 
”单独 一 对 值 (z, 引 , 这 里 (2) 是 孩子 的 身高 , () 是 孩子 的 体重 ,作为 
相对 于 一 对 直角 轴 坐 标 为 (z, 雪 的 点 能 夯 出 ,用 这 种 方式 画 出 的 点 形成 一 
个 点 集 , 它 要 末 没 有 特别 形式 , 要 末 或 多 或 少 地 拟 合 一 条 曲线 。 车 点 集 近 
似 于 一 条 直线 (我 们 仅仅 考虑 这 种 情况 ), 则 随机 变量 XX 和 了 之 间 的 关系 
用 两 条 直线 描述 , 这 就 是 回归 线 。 就 体重 (y) 对 于 身高 (2) 的 依赖 性 , 存在 
一 条 回归 线 了 == ao 十 bez, 这 里 未 知 系数 oo 和 bs 利用 高 斯 的 最 小 二 来 法 
算得 。 对 于 %w 对 值 (zy ga G= 卫 2 …， 由 的 -- 个 样本 , 要 求 
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| (ys 一 了 7? 一 [ys ~ (cz 十 Dezi)]2 
为 极 小 。 这 就 导出 
习 (一 人 (2 一 幼 vw- Sw | 
Do 


Bo Be 
Qs=Y — bato 

在 这 些 公式 中 , x 和 y 分 别 是 数 zw 和 ys 的 平均 值 。 数 pe 称 为 回归 系数 ， 
指出 了 孩子 的 体重 @) 对 于 他 的 身高 (?) 的 依赖 性 。 这 说 明 当 身高 增加 
一 个 单位 时 ， 体 重 按 平 均 数 疏 
变 b。。 可 以 用 这 种 方式 引进 给 
出 孩子 的 体重 对 于 他 的 身高 的 
依赖 性 的 回归 线 ( 参 见 例 题 及 
图 14.3-5)。 

车 现在 问 什么 样 的 平均 身 
高 对 应 于 一 个 特定 的 体重 的 问 
题 ( 在 此 特例 中 意义 不 大 )， 则 
不 能 利用 上 面 给 出 的 方程 ， 而 

图 14.3-5“ 便 中 的 点 集 和 疝 归 线 (这 里 必须 求 另 一 条 回归 线 和 = as 十 
两 根 轴 的 交点 不 是 坐标 系 的 等 点 》 by, 重新 用 最 小 一 乘法 计算 未 
名 系数 mw 和 by。 这 就 给 出 ay 一 7 一 Buy， 这 里 


,ec 习 wi- 妨 “六 co- 寺 [加 = 总 w] 
站 or 记 庆 总) 


b, 也 称 为 回归 系数 并 且 指 出 孩子 的 身高 (2) 对 于 他 的 体重 @) 的 依 苇 性 。 
这 个 系数 说 明 当 体 重 增加 - -个 单位 时 , 高 度 按 平均 数 变化 by。 若 同样 地 
引进 这 条 回归 线 , 则 看 浊 两 条 直线 交 于 点 集 的 重心 (Z, 信 ， 而 呈 剪 刀 形 。 
锡 刀 形 靠 得 越 罕 ， 随 机 变量 了 和 了 之 间 章 随机 相关 就 越 密切 。 若 严 格 
线性 , 则 剪刀 就 完全 关闭 , 因而 存在 一 个 函数 关系 。 

【 例 ] 量 得 10 个 学 生 的 身高 (z) (用 厘米 为 单位 ) 和 体重 (的 ( 用 公 
斤 汶 单位)。 图 14.3-5 表明 点 集 以 及 两 条 回 明 线 ; 所 有 必要 的 计算 包 合 
在 表 中 : 


Ea 
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yD | ea yD | -DYy-D)| 
—3.31 | 19.36 | 10,9561 14.5640 
2.59 31.36 6.7081 14.5040 
1.89 0.16 3.5721 一 0.7560 
—0.51 6.76 0.2601 一 荆 .3260 
0.99 5,76 0.9801 一 23.3760 
—0.831 5.76 0.09611 . 0.7440 
一 二 .人 | 29.16 | 29.2681 29.2140 
4.09 21.16 | 16.7281 18.8140 
一 5.71 | 19.36 1 32.6041 25.1240 
5.69 43.56 | 32.3761| . 37.5540 


182.40 |133.5490| 136.0600 


1394 | 326.1 


z=139.4, y=32.61, 
bs=0.746， b, ~1.019, - 

ao —71.38, ay =106.3, 

Y= -71.3840.746%, 入 =106.2 上 了 1.019y。 


相关 ”用 相关 系数 yu 定量 地 测定 依赖 性 的 程度 , 通过 回归 线 给 出 
它 的 一 个 印象 。 


相 


SDD 
?ery 一 一 
V 之 (os — Z)2。 局 (号 一 分 ? 
A 


VB i VS iy 
2 ” Psm1 ‘ % 全 


这 个 相关 系数 与 特征 的 单位 无 关 , 它 能 取 - 土 和 十 1 之 间 的 一 切 信 。 
车 yw 分 别 地 等 于 + 或 一 1, 则 此 关系 是 直接 或 间接 线性 的 。 若 yay 二 0， 
则 没有 关系 。 在 上 述 例子 中 , Yo 一 0.87。 
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相关 系数 yo 与 回归 系数 bo 和 by 之 间 的 联系 是 下 面 的 关系 : 
y2y=b»" Dyo 
统计 估计 的 方法 

从 样本 的 数值 常常 能 引出 关于 总 体 的 一 个 或 几 个 特征 的 结论 。 这 用 
一 个 随机 变量 来 刻 划 。 车 已 知 相应 的 分 布 函 数 的 解析 形式 , 则 须 佑 计 包 
含 在 其 中 的 参数 信 。 对 于 这 样 的 一 种 估计 , 有 许多 的 可 能 性 足以 利用 , 例 
如 , 对 于 随机 变量 的 期 望 就 可 用 中 央 值 或 算术 平均 。 因此 费 欢 尔 (R. A 
Fisher) 在 1930 年 提出 了 估计 量 优 度 的 准则 ; 他 要 求 估计 量 应 是 无 偏 的 、 
相 容 的 和 有 效 的 。 

对 于 未 知 参数 @ 的 无 偏 估计 量 @ 全 的 期 望 应 与 @ 的 期 望 相符 ; 例 
如 , 样本 的 算术 平 沟 2 或 方差 分 别 是 表征 总 体 的 随机 变量 的 期 望 4 或 
方差 o? 的 无 偏 估计 量 。 未 知 参数 @ 的 相 容 估计 量 6 应 使 它 与 日 之 差 ， 
当 样本 的 大 小 增加 时 以 增 大 的 概率 其 差 为 一 个 小 量 ; 即 对 于 任意 的 
s>0, 当 样 本 充分 大 时 , 有 了 (IS-@| < 是 -> 1。 例 如 ， 样 本 的 算术 平均 
z 就 是 表征 总 体 的 随机 变量 的 期 望 儿 的 相 容 估计 景 。 对 于 参数 日 的 有 效 
估计 量 @@ 这 个 随机 变量 合 的 方差 应 比 其 他 可 能 估计 量 的 方差 要 小 ; 全 
如 ,算术 平均 亏 比 起 中 央 值 务 来 是 一 个 有 效 估 计量 , 因为 随机 变量 > 的 方 
差 要 小 于 随机 变量 名 的 方差 。 

参数 的 估计 可 以 是 一 点 估计 也 可 以 是 一 个 区 间 估 计 。 在 点 估计 中 ， 
随机 变量 的 真正 参数 值 取 为 等 于 从 样本 所 得 值 的 估计 量 。 不 过 它 仅 以 小 
概率 相符 于 真 值 ; 这 样 , 关于 估计 量 的 精确 度 就 知道 得 很 少 。 因 此 用 如 此 
的 方式 寻求 由 区 间 佑 计 来 确定 包含 估计 量 全 的 一 个 区 间 ( 合 -5 G+6)， 
使 这 个 区 闻 以 概率 (1~a) 包 含 该 未 知 参数 。 数 (1 一 a) 称 为 置信 系数, a 
是 一 个 数 0<a<l, 由 此 能 算出 宽度 为 23 的 区 间 。 

对 于 一 参数 最 有 用 的 点 估计 方法 是 权 大 似 然 方法 。 对 于 正 态 分 布 高 
斯 早 就 发 展 了 这 种 方法 。 然 而 , 这 种 方法 的 名 称 、 论 证 以 及 进一步 的 发 展 
则 要 追溯 到 费 欢 尔 。 它 的 原理 在 于 用 如 此 之 方式 选择 参数 @ 的 估计 量 全 
使 得 给 定 样本 的 似 然 函数 具有 极 大 。 这 个 似 然 函 数 将 由 连续 随机 变量 叉 
以 及 已 知 的 概率 密度 (%; @) 给 出 ， 这 里 参数 日 是 要 从 1 个 独立 值 2 
2 …， mo 的 试验 样本 估计 出 来 的 。 

将 似 然 函 数 工 (1 zx2，…，zn; 9) = 了 (zi; @)…f(zn; 9) 考 虑 作为 未 
知 参数 @ 的 函数 , 再 选择 @ 的 估计 晤 6, 使 函数 工 取 极 大 。 于 是 确定 全 
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作为 方程 汉 2 =0 的 解 。 在 实际 计算 中 ， 方 程 代 之 以 A -2. 了 


一 0。 关连 统 随机 认 量 X 的 密度 f(x; 1 6 ) 依 吉 于 两 个 参数 GO 和 0;, 
则 它们 的 估计 量 1 和 @ 作为 方程 组 i 2) 的 


解 给 出 。 
【 例 ] 正 态 分 布 的 随机 变量 X 的 参数 B@1 jp 和 @2=o? 能 从 具有 值 
Tl Voy Tn 的 样本 估计 出 来 。 由 似 然 函数 


了 (zt po， Tn; HW 0) 


1 了 
-| | “ez [we ) 名 (ep) | 
得 到 in 五 一 - 壮 In (Ej 5 > (zp — 2, 
OdnD) 
因此 有 一 有 = 三 D> (oz 一 /一 0 
adgnzZ) —n 1 2 
和 Do5 207 + Do 之 《zx 办 2 一 0。 
由 此 得 到 佑 计量 


和 6 一 二 训 (Zp — £2)?o 


最 后 ,对 于 一 个 简单 情况 给 出 区 间 估计 的 过 程 ,其 中 了 X 是 一 个 正太 
分 布 的 随机 变量 ， 在 它 的 参数 六 和 03 当中 仅 知 cz。 对 于 几 由 有 值 
vy ty, ,Tn 的 样本 要 给 出 一 个 置信 估计 。 选取 算术 平均 一 二 二 匀 mh 
作为 估计 量 。 这 已 知 以 参数 所 和 二- ~ 正 态 分 布 的 。 对 于 每 一 个 a(0<a 
< 了 TD, 可 从 正 态 分 布 表 这 样 地 确定 x P(]z—p|<ho/Y n) =1-a 或 
已 (15 一 MaoV/V <U<5 二 Mo/Va 1 一 4a。 团 信 区 间 (B 一 ho/ 
V2，2+)uo/wV 3 ) 是 上 的 一 个 置信 估计 量 , 置信 系数 为 (1 一 a)。 

【 例 】 车站 是 正 态 分 布 的 随机 变量 ， 则 在 正 态 分 布 表 中 , 对 于 “= 
0.05 以 及 置信 系数 1 一 a=0.95 查 出 值 ==1.96。 对 于 大 小 为 %=16 和 
标准 偏差 为 o 一 1.5 的 样本 ， 得 到 参数 的 置信 区 间 PC 一 1.96.1.5/4 
<w<z+1.96,1.5/4) =0.95; z 是 从 样本 得 到 的 估计 量 。 参 数位 于 
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区 间 ( 壹 -0.74， x 十 0.74) 的 概率 是 0.95。 
”统计 闪 验 过 程 
在 许多 统计 问题 中 ， 由 频率 分 布 或 由 数值 不 足以 描述 可 供 利用 的 材 
料 , 例如 , 楼 回答 下 面 的 问题 时 
(i) 在 邻居 中 要 找 一 些 10 岁 儿 童 ， 它 们 具有 比 通常 值 为 大 的 平均 
体重 。 这 个 偏差 是 不 是 随机 的 ,或 者 说 这 个 差异 可 归于 其 他 原因 ? 
(站 在 饲养 实验 中 ， 若 干 鼠 给 以 标准 饲料 而 其 他 鼠 咕 以 试验 的 食 
物 。 车 在 一 系列 试验 的 末了 , 发 现 两 组 鼠 的 平均 体重 存在 差别 , 则 要 求 确 
定 哪 一 种 试验 的 食物 引起 体重 的 较 大 增加 。 
在 这 些 问题 中 , 需要 知道 霄 而 的 偏差 是 随机 的 还 是 具有 其 他 意义 的 。 
这 由 检验 过 程 所 决定 , 它 完全 依赖 于 比较 ;例如 ,要 末 对 于 两 个 样本 互相 
比较 相应 的 测量 值 , 要 末 一 个 样本 的 数值 与 总 体 相 应 的 已 知 量 相 比 较 。 在 
检验 过 程 中 , 从 假定 或 假设 出 发 ， 在 第 一 种 撒 况 下 , 假设 两 个 被 考查 的 样 
本 属于 同一 个 总 体 ; 在 第 二 种 情况 下 ， 假 设 该 样本 属于 所 考虑 的 特定 总 
体 , 也 就 是 说 在 两 种 情况 下 差异 只 是 随机 的 。 这 个 假设 称 为 罕 候 设 CHo)。 
相应 地 , 其 他 可 能 性 就 称 为 大 一 假设 ( 互 )。 
借助 于 检验 过 程 决定 是 接受 还 是 拒绝 等 假设 。 这 样 做 时 , 必须 记 住 
采纳 零 假设 无 非 是 它 比 择 一 假设 没 更 可 取 。 并 不 要 求 在 每 一 种 情况 下 这 
个 决定 都 是 正确 的 ， 因 为 它 可 能 依靠 着 大 小 为 2 的 一 个 样本 ， 还 有 一 个 
误差 。 相应 地 ， 以 误差 梳 率 a 作 决 定 ， 一 般 邮 , a 选取 为 0.05, 0.01 或 
0.00L。 一 个 误差, 称 为 第 一 类 误差 , 意味 着 出 现 这 个 误差 就 拒绝 零 假设 ， 
虽然 实际 上 它 是 正确 的 。 其 他 可 能 的 错误 决定 , 即 接受 零 假 设 虽然 它 是 错 
误 的 这 种 决定 , 称 为 第 二 类 误差 。 例 如 , 若 作 为 比较 的 结果 , 得 出 新 药 比 
旧 药 好 的 结论 ,虽然 实际 上 它们 两 者 有 同样 的 价值 , 则 产生 了 一 个 第 一 类 
误差 。 不 过 , 车 得 出 两 者 同样 好 的 结论 , 虽然 实际 上 新 的 较 好 , 则 产生 了 
一 个 第 二 类 误差 。 - 
检验 分 布 - 为 了 检验 零 假 设 利用 检验 变量 ， 它 们 是 随机 变量 ， 因 而 
可 用 一 个 分 布 来 描述 。 对 于 下 述 检验 ,检验 变量 或 者 是 正 态 分 布 的 或 者 
基于 其 他 的 分 布 : t 分 布 、 罗 分 布 以 及 和 娄 分 布 。 这 些 分 布 表 在 例子 中 给 
出 。 
正 态 分 布 。 沙 检验 变量 建立 在 一 个 正 态 分 布 之 上 ， 则 误差 概率 w 有 
一 个 走 观 的 意义 ， 为 此 只 要 考虑 由 误差 积分 所 给 出 的 累积 面积 和 剩余 面 
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积 表 。 在 这 些 才 中 , 相应 了 误差 概率 的 和 镜 余 面积 a 是 以 百分数 给 出 的 。 对 
于 一 个 误差 概率 对 应 有 一 个 值 *=1《z 一 4)/ol; 一 般 地 , 4 和 co 能 假定 
为 已 知 , 只 是 对 于 大 样本 要 用 和 s 来 估计 。 例 如 , a~0.05 或 5% 的 
误差 炙 率 ， 对 应 于 Xe 一 1.96; 于 是 ， 由 样本 算得 的 入 值 若 满 足 A>? 一 
1.96, 则 零 假设 被 拒绝 , 若 <<jo=I.96, 零 假设 就 接受 。 

分 市 。 若 几 和 未 知 , 且 要 对 为 小 的 样本 从 z 和 s 进行 估计 , 则 
当 作 正 坊 分 布 描述 的 过 程 就 不 再 可 能 。 在 这 种 情况 下 ，s 能 相当 地 偏离 
ca， 从 而 不 是 一 个 好 的 估计 。 只 是 当 属于 和 的 误差 概率 相应 增 大 时 , 它 才 
能 使 用 。 这 出 现在 “学 生 ”# 分 布 中 ， 它 考虑 到 样本 的 大 小 和 误差 往 率 ae 
当 增 加 和 的 值 时 ， 它 就 接近 正 态 分布 ， 并 县 在 m-> = 的 极限 下 转化 为 正 
态 分 布 。 + 分 布 对 于 误差 概率 的 不 同 数值 和 代替 样本 大 小 的 自由 度 了 的 
不 同 数值 制 成 形 。 自 由 度 定义 为 样本 大 小 少 和 用 于 计算 的 特征 测量 的 数 
m 之 间 的 差 ; 了 一 n 一 m。 在 下 面 的 每 个 检验 中 ,自由 度 是 给 定 的 。 在 图 
14.3-6 中 说 明 自由 度 了 =5 和 误差 概率 一 0.05 的 正 态 分 布 和 t 分 布 。 


(Cf1=8, 户 =60) 


aa | ~ 
“5-4-3-3~10123451 


0 1 2 3F 
图 14.3-6 ”具有 误差 概率 =0.05 14,3-7 思 分 布 和 
范围 的 正 态 分 布 和 分 布 (一 辣 误差 概率 a 


记分 布 。 洪 从 正 岩 分 布 的 总 体 中 选取 两 个 大 小 为 各 入 的 样本 , 计 
算 两 个 方差 呈 和 吕 再 形成 比率 了 = 时/ 吕 , 则 所 得 的 这 些 信 的 频率 分 布 
是 费 软 尔 研究 过 的 一 种 分 布 , 称 为 有 分布。 它 依赖 于 误差 概率 n 以 及 自 
由 度 户 一 四 ~ 工 和 户 = 四 一 也 并 且 对 于 不 同 的 误差 概率 和 自由 度 制 成 
表 。 作 为 两 个 平方 数 的 比率 , 也 只 取 正 信 。 图 14.3.7 表明 一 个 万 分 布 ， 
从 中 能 看 出 误差 概率 的 意义 。 

加 分 布 。 与 高 斯 的 误差 理论 有 关 , 赫 尔 梅 (Helmerb 1843~1917 年 ) 
研究 正 态 分 布 的 变量 平方 和 。 用 这 种 方式 得 到 的 分 布 ， 后 来 被 皮尔 进 
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(1857~1936 年 ) 称 为 好 分 布 。 这 基于 如 下 的 假定 : Ki， Xs …， 和 ,是 
个 随机 变量 ， 它 们 互相 独立 且 建 立 在 参数 为 上 和 岂 的 同一 个 正 态 分 
布 之 上 。 平方 和 的 分 布 避 ~ 澡 交 (一 1 称 为 类 分 布 这 里 z 
22 …， Zn 是 随机 变量 卫 !，X2，…，n 的 数值 。 刀 分 布依 赖 于 误差 慨 
率 a 和 自由 度 户 并 且 对 于 这 些 数值 制 成 表 。 图 14.3-8 显示 一 个 好 分 
布 以 及 误差 概率 的 意义 。 


7 


: 好 
图 14.3-8 对 于 j 一 3 的 次 分 布 和 误差 概率 


假设 检验 的 过 程 ” 下 面 汇集 对 于 经 常 出 现 的 问题 的 一 些 检验 过 程 。 
误差 概率 的 选取 依赖 于 问题 的 性 质 而 相应 地 确定 。 一 般 地 , 在 工业 和 农 
业 上 , 0.05 的 误差 概率 是 惯例 ， 在 医学 上 则 取 0.01 或 0.001 的 误差 馈 
率 。 

1. 均值 区 和 凡 的 比较 。 大 小 为 % 的 以 及 取 自 正 态 分 布 的 总 体 的 方 
差 s 的 样本 的 均值 x, 与 正 态 分 布 的 总 体 的 均值 比较 。 若 检验 变量 i= 


( 字 ) ,lz 一 plV 的 计算 值 各 小 于 + 分 布 表 中 对 a 和 自由 度 一 nl 


的 值 姑 , 则 以 误差 概率 “接受 零 假设 , 即 假设 两 者 之 间 的 差 是 随机 的 。 

【 例 】 从 考查 一 种 材料 ”一 49 的 样本 中 ， 以 平均 5 一 3.496 和 方差 
?一 0. 和 4 确定 一 种 化 学 元 素 的 比例 。 的 值 假定 为 3%, 所 出 现 的 偏差 是 
不 是 以 误差 概率 a 一 0.05 为 随机 的 ? 


检验 变量 的 值 为 bo 2- ~6.7。 对 误差 概率 40.05 
和 自由 度 了 一 4 一 1 一 48 的 # 分 布 的 表 值 为 2.01。 由 于 如 <ts 零 人 
设 必须 拒绝 。 因 此 实在 均值 和 假定 值 之 间 存 在 着 重要 的 (本 质 的 ) 关 
别 。 

分 布 表 


自由 | ”误差 概率 自由 误差 概率 
了 


本 ”| 一 -一 一 一 -一 一 -一 -一 
f a=0.05lz=0.01 =0.05lu—0.01 


.90 . 2.69 
88 - 2.68 
86 . 2.66 
85 . 2.65 
83 。 2.64 
82 。 2.63 
31 . 2.63 
80 。 2.62 
79 。 2.61 
.78 . 2.61 
2.60 


2.11 
2.10 
2.09 
2.09 
2.08 
2.07 
2.07 
2.06 
2.06 
2.06 
2.05 
2.05 2.60 
2.05 2.59 
2.04 。 2.659 
2.03 . 。 2.59 
2.02 2.58 

| 2.58 
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4. 
3. 
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3. 
3. 
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3. 
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3， 两 个 区 值 页 和 Za 区 比较 。 大 小 分 别 为 科 和 疗 的 两 个 祥 本 互相 
独立 ， 且 假定 来 自 正 态 分 布 的 总 体 ” 此 外 假定 它们 的 方差 89 和 胡 的 信 
差 是 随机 的 。 若 对 于 检验 变量 


| 一 Ze| /nina 2 _ SC 一 工 ) 十 强 Cma 一 工 ) 
t= A 83 一 一 -一 一 -一 一 一 一 一 一 
Sa 1 ++ 709 其 中 名 NR1 吓 9 一 2 


的 计算 值 成 小 于 对 a 和 自由 度 了 = 十 壤 一 2 的 表 值 知 , 则 以 误差 概率 
% 接受 零 候 设 , 即 假设 它们 的 均值 #1 和 za 仅仅 随机 地 相差 。 

【 例 】 对 于 两 种 材料 ， 分 别 进行 :二 20 和 m==32 的 试验 ， 以 方差 
于 一 4.104 和 吕 一 6.101 确定 平均 抗 张强 度 列 一 18.107Nym2 和 鸭 = 
24.107 N/m?。 关 于 a 一 0.05 的 误差 概率 , 这 两 种 材料 关于 断裂 强度 是 
否 实质 地 不 同 ? 
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对 于 检验 变量 算得 ; 
118:107 -24.10'] /20:33 920， 
V5.2-107 20 十 淖 
.1014. .1014, 

其 中 .104。 
对 a 一 0.05 的 误差 概率 和 自由 度 f 一 m+ma~2 一 50, ;分 布 的 克 值 是 
加 一 2.01。 由 于 名 > 和 如 , 零 假设 必须 拒绝 ; 这 意味 着 两 个 均值 之 间 存 在 着 
重要 差别 。 

3. 两 个 方差 中 和 强 的 比较 。 假 定 大 小 分 别 为 和 ws 的 两 个 样 
本 泵 相 独 立 ， 并 且 取 自 一 个 正 态 分 布 的 总 体 。 若 对 于 检验 变量 =/ 
台 , 时 > 切 的 计算 值 Fo 小 于 对 a 以 及 自由 度 凡 = 各 一 和 户 一 tm 一 的 表 
值 Fr, 则 以 误差 概率 采取 零 假 设 ， 即 假设 它们 的 方 益 误 和 号 仅仅 随 
机 地 彼此 不 同 。 

，【 例 】 两 部 机 器 在 给 定 的 加 工 过程 中 , 比较 它们 保持 的 公差 , 以 确定 
关于 误差 概率 a=0.05 它们 是 否 实质 地 不 同 。 为 此 目的 , 分别 在 第 一 台 和 
第 二 人 台 机 器 上 进行 一 25 和 ms 一 31 的 试验 ， 并 对 所 得 的 结果 算出 方差 
si =- 和 好.9 和 有 噶 =17.5。 对 于 检验 变量 得 到 瓦 一 17:9717.5=1.0233。 对 
a 一 0.05 的 误差 概率 和 息 由 度 户 =24, 思 一 30, 分 布 的 表 值 是 Fr= 
4.89。 由 于 了。<Rr, 零 假 设 必须 挨 受 , 即 两 台 机 器 公差 之 间 的 差别 只 是 
随机 的 。 i 

对 于 a 一 0.05 的 而 分 布 ( 户 = 较 大 散布 的 自由 度 ) 


如 


fo f= lf fmf 5 fi=6 | f=8 fi=12|f1=24| fiool fo 


一 一 一 一 | 一 一 一 | 一 一 一 | 


iI 

2|18.54|19 .00[19 .16|19 .25| 19 .30 。 。 
3|10.13| 9.55| 9.28| 9.12| 9.0 8. 。 8. 
4| 7.71| 6.94| 6.59| 6.39 6.26| 6。 。 5.77| 
5| 6.61| 5.79| 5.41{ 5.19) 5.05| 4.95| 4.82: 4.53| 
10| 4.96| 4.101 3.711 8.48| .3.33| 3.22 3.07 2.74 
20| 4.35| 3.49| 3.10| 2.87| 3.71 2.60| 2.45 2.08 
301 4.13| 3.32|.2.921 .2.69| .38.55| 2.42| 2.27 1.89 
40| 4.08| 3.23| 2,84| 3.6]| 2.45| 3.34 2.18 1.79 
-60| 4,00| 3.15| 2.76| 3.53| 2.37| 2.25| 2.10 1.70 
120| 3.93| 3 071 2.68! 2.45| 2.29| 2.17| 2.02 1.61 
oo | 3.84| 2.99| 2.60| 2.37| 2.31 2.09| 1.94| 1.52| 
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人生， 频率 的 比较 。 在 大 小 为 %， 其 元 素 互 相 狂 立 的 样本 中 ,， 若 一 个 宁 
件 出 现 z 次 ,但 它 在 总 体 中 出 现 的 概率 为 2 则 只 要 检验 变量 
， ls-np| ;1a/np| 


或 


Vnpll—p) Ap 一 人 
的 计算 值 如 小 于 对 a 和 自由 度 J 一 2 一 工 的 表 值 如, 那 林 相 对 频率 s/n 与 


2 的 偏差 就 以 误差 概率 为 随机 的 。 

【 例 】 在 长 时 期 观察 的 基础 上 , 某 种 动物 病 的 死亡 率 是 p~0.4。 在 
n 二 ?41 只 患 此 病 的 动物 身上 试验 一 种 新 药 ， 它 们 中 的 z==20 只 死亡 。 关 
于 a 一 0.01 的 误 盖 概率 , 此 药 是 不 是 一 种 适当 的 处 方 ? 


按照 零 假设 , 相对 频率 s/n 与 2 一 0.4 的 偏差 只 是 随机 的 , 算 


, 120 一 71.0.4| 二 1 一 
得 ~ 所 十 寺 症 6™~2.035。 对 a 一 0.01 的 误差 概率 和 自由 度 了 一 7 


1=70, i 分 布 的 表 值 是 加 =2.65。 因 为 如 <n, 所 以 等 假设 能 接受 。 

5.， 分布 的 检验 。 沙 检验 变量 姑 = 高 [Ch 如 的 计算 值 小 
于 对 a 和 自由 度 了 = 一 1 的 表 值 烧 , 其 中 m 是 根据 样本 估计 的 未 
知 参 数 的 个 数 , 则 一 个 经 验 分 布 以 误差 概率 a 只 是 随机 地 偏离 理论 分 布 
这 里 把 所 研究 的 材料 分 成 类 , 加 是 观察 值 , 右 是 在 第 i 类 (i 一 1 
办 中 理论 上 的 绝对 频率 。 在 每 一 类 中 理论 上 的 绝对 频率 要 求 至少 为 包 
如 必要 的 话 ,组 合 几 个 类 能 达到 这 个 要 求 。 

[ 例 】 对 一 台 机 器 制造 的 80 件 产品 测量 某 个 特征 。 把 所 得 的 测量 
分 类 ,给 出 表 中 的 频率 jn。 要 求 检验 关于 w= 0.05 的 误差 概率 测量 值 是 
否 对 应 于 一 个 正太 分布。 为 此 目的 ， 借 助 于 高 斯 分 布 算出 属于 每 一 类 的 
理论 频率 hi 并 检验 每 假设 ， 即 经 验 分 布 偏离 理论 分 布 只 是 随机 的 。 借 
助 于 下 表 算出 检验 变量 , 此 表 包 含 计算 中 的 各 步 。 

he— ks Ch — ks) 


Chs 一 hs) /ho 


0 
2.1 .0 1.0 0.10 
7.5 

16.4 3.4 11.56 0.70 
22.0 _3.0 3 00 0: 红 
18.3 _2.3 5 29 

9 : 2.7 7.29 | 0.59 
70.70 | 一 了 65 
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相应 于 计算 值 发 一 3.09, 对 误差 概率 w=0.05 和 2 自由 度 ( 因 为 
个 参数 被 估计 ) 查 出 必 的 表 值 为 鸡 =5.99。 因 为 < 癌 , 所 以 接受 零 


1 
2 
3 
4 
5 
6 
了 
8 
9 


中 局 
SSSSS 


统计 的 应 用 领域 

这 里 将 从 许多 应 用 领域 中, 选择 技术 统计 和 生物 测量 。 

技术 统计 统计 处 理 技 术 问 题 的 开端 要 追溯 到 十 九 世 纪 二 十 年 代 
初 。 那 时 , 戴 维 斯 (Karl Daeves, 1893 年 生 ) 认 识 到 现代 工业 的 大 生产 随 
之 带 来 遵循 某 些 正则 性 的 测量 问题 。 他 在 天 数 研究 的 概念 下 , 汇集 了 他 
的 考察 过 程 。 只 是 在 最 近 的 中 到 30 年 间 , 统计 才 应 用 于 相当 范围 的 工 
业 问 题 , 例如 检验 样本 的 赋值 、 一 系列 测量 的 估计 或 者 生产 的 现行 控制 。 
在 这 个 发 展 的 过 程 中 ,引伸 出 技术 统计 这 一 专门 名 词 。 所 谓 靶 术 统 计 就 
是 能 应 用 于 技术 且 特 别 简洁 的 所 有 统计 方法 的 总 称 。 


14.3 统 计 5 


这 些 方法 可 分 成 两 类 

1. 自 包含 观察 材料 的 统计 考察 和 赋值 的 方法 。 这 实质 上 涉及 统计 
估计 和 检验 过 程 ， 涉 及 揭示 和 描述 关系 的 回归 和 相关 分 析 。 下 列 的 问题 
对 这 一 类 是 典型 的 , 电灯 泡 的 寿命 ; 在 高 精度 机 械 仪器 的 情形 下 测量 不 精 
欧 性 的 影响 ; 天 然 羊 毛 纤维 的 屈服 强度 ; 某 种 纺织 品 的 撕 裂 强度 ; 钢 的 搞 
张强 度 对 各 种 因素 依赖 性 的 确定 ; 两 种 工料 的 性 能 比较 。 

2. 生产 过 程 的 初始 和 终了 控制 以 及 流动 控制 的 方法 , 简称 为 统计 质 
量 控制 。 这 些 方法 基于 用 统计 方法 控制 生产 过 程 的 想法 , 当 废品 一 出 现 
立刻 就 被 发 现 并 且 出 度 品 的 原因 能 被 排除 。 

对 于 这 种 控制 有 两 个 可 能 性 

(i ) 利用 控制 图 这 样 地 调节 生产 , 使 废品 减少 和 工时 缩短 ; 

《让 ) 利用 抽样 检验 过 程 来 考查 成 品 和 半成品 ,是 否 满足 一 定 的 质量 
要 求 。 在 这 种 情形 下 ， 已 经 不 能 影响 成 品 ; 而 只 能 对 下 一 步 生产 作出 扒 
断 。 
挫 制 图 。 利 用 控制 图 以 这 样 的 方式 控制 正在 完成 的 过 程 ， 能 鉴定 产 
品 的 特征 并 能 判定 与 所 要 求 数值 的 偏差 是 随机 的 还 是 系统 的 。 根 据 鉴定 
的 种 类 区 分 为 ; 

(i ) 对 于 可 济 特 征 的 控制 图 ， 

( 衬 ) 对 于 不 可 测 特 
征 的 控制 图 。 

用 单 值 图 说 明 控制 -~ 
图 的 设计 和 使 用 ( 见 图 ' 
14.3-9); 相应 的 过 程 对 于 Ho- 下 | 

1 


测量 什 


其 他 的 控制 图 也 成 立 。 在 
特定 的 生产 过 程 中 ， 为 了 
控制 一 个 特征 ， 随 机 地 选 。 100 
取 在 某 些 时 节 末 了 完成 的 ; i 广 证 
物件 ， 再 测量 所 考察 的 特 时 间 轴 或 提取 次 数 
征 的 数值 。 这 个 数值 不 是 图 14.3-9 单 值 图 

记录 在 本 子 里 而 是 标点 在 控制 图 的 时 标 上 方 。 车 把 这 组 数据 设想 为 频率 
分 布 , 则 在 许多 情况 下 所 得 的 分 布 是 正 态 分 布 , 至 少 近似 于 正 态 分 布 。 涛 
以 它 的 均值 3 作 一 条 平均 线 (ML), 以 值 艺 + 3s, 5 一 3s 分 别 作 控制 上 限 
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(DCL) 和 控制 下 限 (ZCZ)， 则 所 有 测量 值 的 99.73% 必须 落 在 由 这 两 条 
控制 线 所 围 的 区 域内 。 车 这 三 条 线 已 由 初步 检验 确定 下 来 , 则 生产 过 程 
就 可 用 以 这 种 方式 准备 的 图 表 来 控制 。 考 测 量 值 落 在 区 域 里 面 , 则 与 均 
值 的 偏差 可 看 作 随机 的 。 若 一 个 形 信 落 在 控制 线 外 边 (图 中 用 箭头 指出 )， 
则 此 偏差 是 系统 的 。 在 这 种 情况 下 ， 在 继续 生产 以 前 就 得 找 出 干扰 的 夭 
因 。 控 制图 的 图 形 往往 比 表格 提供 更 好 的 通盘 考察 。 它 表明 在 生产 进程 
中 所 考虑 的 特征 的 发 展 ， 并 指出 什么 时 候 需 要 排除 故障 以 及 对 机 器 作 新 
的 调节 。 由 于 这 些 性 质 , 控制 图 在 操作 中 十 分 有 效 , 联系 到 故障 起 因 的 探 
索 它 指出 经 常 反 复出 现 的 故障 , 因而 导致 技术 上 的 改革 。 

抽样 方案 。 当 正在 完成 的 过 程 中 实行 流动 统计 控制 时 , 使 用 控制 图 。 
不 过 要 是 供应 未 知 其 质量 的 材料 或 者 正在 完成 的 过 程 之 前 作 控 制 而 要 求 
在 这 个 过 程 之 后 进行 质量 考查 , 那 末 这 些 方法 一 般 就 会 失效 。 在 这 两 种 
情况 下 ， 在 初始 和 终了 控制 中 能 实行 100% 的 控制 。 不 过 ， 这 是 很 昂贵 
的 。 而 且 如 经 验证 实 , 即使 用 100% 控制 也 不 能 保证 发 现 所 有 的 缺陷 。 因 
此 就 满足 于 样本 检验 ， 一 批 货 接受 还 是 拒绝 根据 从 这 批 货 提 取 的 样本 质 
县 来 决定 。 例 如 ,这 里 按照 抽样 方案 进行 好 坏 检验 。 从 人 件 的 一 批 货 中 
取出 大 小 为 的 样本 进行 检验 。 著 它 包 含 多 于 s 个 坏 件 , 则 拒绝 这 批 贷 ; 
车 至 多 有 4 个 坏 件 , 则 接受 它 。 于 是 , 拍 
料 方 案由 数 对 (4% 幻 表 征 。 它 基于 假定 ; 
在 样本 中 次 品 的 百分数 与 整 批 货 中 次 品 
的 百分数 相符 。 这 仅 以 一 定 的 概率 出 
现 ， 所 以 生产 者 和 消费 者 在 接受 抽样 方 
案 时 都 承担 风险 ， 这 可 以 从 运行 特征 中 
看 出 (图 攻 .3-10)。 它 表示 对 于 货物 的 
接受 概率 工 (p) 依 赖 于 它 的 拒绝 百 分 束 
_ ” _p, 它 的 形式 依赖 于 抽样 方案 。 一 般 地 ， 
图 14,8-10 运行 特性 。  _ 放 利 用 二 项 分 布 或 普 阿 松 分 布 计算 。 从 
图 中 能 看 出 生产 省 或 消费 者 的 风险 ， 即 能 读 出 具有 拒绝 百分率 乡 的 一 批 
货物 被 拒绝 或 接受 的 概率 。 重 要 的 是 根据 协议 选 定 抽样 方案 并 借助 于 运 
行 特征 确定 许可 的 拒绝 百分率 p。 实际 上 ， 通 常 以 这 样 的 方式 选择 方 
案 ; 具 有 pi% 拒绝 率 的 货物 将 以 95% 的 概率 被 接受 而 具有 ps% 拒绝 率 
《Di<2a) 的 将 以 90% 的 概率 被 拒绝 。 
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生物 测量 ”皮尔 过 将 生物 测量 定义 为 应 用 数学 的 (统计 的 ) 方 法 考察 
生命 相 重 性 的 研究 。 在 探讨 生物 的 现象 和 规律 时 直到 比 起 譬如 沉 物 理 的 
现象 和 规律 来 不 可 比拟 的 困难 情况 。 在 物理 学 中 能 制定 可 再 生 的 实 
丛 。 为 了 发 现 所 要 求 的 规律 ,可 使 试验 条 件 保 持 不 变 , 而 只 让 所 研究 的 变 
量变 化 。 但 是 在 生物 学 中 ， 许 多 因素 在 起 作用 ， 它 们 不 受 研 究 韦 的 影响 
(例如 气候 对 植物 栽培 的 作用 )。 在 医学 上 上, 这 些 方法 更 成 问题 , 因为 实验 
通常 被 排斥 在 外 (例如 , 出 于 道德 禁止 在 人 身上 作 实 验 ), 往往 只 能 停留 在 
纯粹 的 观察 。 对 此 必须 添加 生物 学 测量 及 数值 的 祖 重 性 , 称 为 生物 变异 
性 。 由 于 这 些 原因 , 一 定 村 对 试验 的 安排 .实施 和 赋值 有 一 个 考虑 周密 的 
试验 方案 。 在 生物 测量 的 发 展 过 程 中 ,已 经 引出 一 些 计划 试验 或 观察 的 
特殊 方法 。 对 于 试验 或 观察 的 赋值 , 创造 了 一 些 特殊 方法 , 它们 特别 考虑 
到 : 


(i 》 通常 是 小 的 样本 , 这 是 由 满足 同性 质 要 求 的 困难 所 制约 的 。 
(上 频率 分 布 不 能 归结 为 正 态 分 布 。 

这 些 困 难 同 时 也 是 生物 测量 吸引 人 的 地 方 ， 就 在 于 未 出 最 适合 于 给 
定 的 现实 问题 的 统计 方法 。 
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15.1 误差 计算 

误差 计算 关系 到 数据 及 计算 结果 的 准确 性 。 由 于 不 正确 的 数学 推理 
所 造成 的 误差 , 由 于 忽视 运算 规则 所 造成 的 误差 ,由 于 草率 计算 所 造成 的 
误差 , 它们 都 不 是 误差 计算 的 讨论 对 象 。 当然 这 决 不 意味 着 计算 者 就 可 


以 粗心 大 意 了 。 从 三 角形 的 两 条 边 长 4= ao2 一 56,1001 
7.49，1 =-5.32 及 其 夹 角 7 一 30*， 中 学 生 P28.3024 
会 按照 公式 a2 十 D2 一 84.4035 
c=~Mot dabcosy cosy =0.87 
来 计算 第 三 边 的 长 度 c( 见 右 列 的 计算 过 2ab cosy 一 69.3334 
程 )。 教 师 发 现 这 个 结果 太 不 准确 了 : 本 来 0 一 15.0691 
期 望 的 解 。=3.92, 学 生 在 查考 cos? 时 显 ¢=—38.88 


然 取 的 小 数位 太 少 了 。 由 此 引起 这 样 一 个 问题 ， 忽 略 小 数位 数 的 结果 会 
出 现 怎样 的 误差 , 而 为 了 给 出 所 要 求 的 准确 度 cos7 应 当 保持 多 少 个 小 数 
位 ( 见 近 似 值 计算 结果 的 准确 度 中 例 4 。 

近似 值 ”在 实际 应 用 中 测量 所 得 的 数值 只 能 近似 地 知道 。 有 一 个 人 
要 开车 到 伦敦 去 ， 路 标 指 出 距离 为 75 英里 , 他 的 汽车 每 加 仓 汽油 平均 可 
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吏 30 美里 ,因此 他 算出 这 次 旅行 的 燃料 需要 量 是 C75/30 二 )2.5 加 合 。 然 
而 , 路标 并 没有 指出 这 一 旅程 的 “ 真 什 ”, 它 仅仅 
是 一 个 近似 值 。 对 于 这 项 计算 来 说 , 更 加 准确 [4 
的 距离 表示 不 会 有 什么 特殊 价 信 ， 因 为 他 的 吉首 Lendon 75 
车 平均 耗 油 量 也 只 是 一 个 近似 值 而 已 ( 见 图 
15.1-1)。 - 图 15.1-1 这 个 路 标 含 

即使 是 纯粹 的 数 在 计算 中 也 常常 只 能 用 它 入 到 英里 整数 
们 的 近似 值 。 因为 天 量 的 数 在 十 进 小 数 系统 内 仅 能 表示 为 无 限 小 数 , 例 
如 V3, w, IE3。 

如 要 描 出 a 是 量 x 的 一 个 近似 值 , 通常 写 为 zai > 是 精确 值 ，a 是 
近似 值 。 例 如，W 3 汪 1.41; m23.14; lg3~0.4771。 

绝对 误差 和 相对 误差 

绝对 误差 ”近似值 4 的 优 劣 由 它 与 精确 信 z 的 偏差 米 评 定 ， 差 值 
oa 一 2 电 做 续 对 误差 8 一 5 一 z。 绝 对 误差 越 小 , 则 近似 值 4 越 准 确 ， 例如 
z 一 2/3 的 近似 值 a1 一 0.66667 要 比 近似 值 a 一 0.667 准确 一 百倍 。 


近似 值 精确 值 绝对 误差 | 相对 误差 


a 和 8 一 4 一 2 |e/z| 


校正 ”如 果 要 从 近似 值 a 获得 该 量 的 精确 值 2， 就 必须 对 & 加 上 校 
证 值 c: c=x 一 4 二 一 8。 

相对 误差 ”常常 不 是 给 出 近似 值 4 的 绝对 误差 8， 而 是 给 出 它 的 相 
对 误差 |e/z|。 相 对 误差 通常 用 百分数 来 表示 。 对 于 不 是 同一 个 量 的 车 
干 近似 值 , 可 以 用 这 种 方式 进行 相互 比较 。 

【 例 】 对 于 精确 值 Z=2/3,y==1/15 分 别 地 取 近 似 值 41 =0.67, go= 
0.07， 其 绝对 误差 81 = 二 41 一 2% 二 0.67 一 2/3=1/300 以 及 8s=a4s 一 $= 二 0.07 
一 4/15 一 4/800; 而 对 于 相对 误差 则 得 到 


| _ 1/300 _ 四 加 
ist/z| = 2 =~1/200 一 0.005=0,5% 
、 _ 1/300 on vv 
以 及 |82/y| = 7 =1/20=—0.05~—65%。 


虽然 绝对 误差 相等 ,ad 近似 于 z 要 比 @ 近似 于 % 准确 十 倍 。 
绝对 误差 界限 ”有 关 某 个 近似 值 的 绝对 误差 或 相对 误差 大 小 的 每 一 
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个 命题 都 是 表达 这 个 有 还 近 准 确 度 的 命题 。 不 过 , 精确 值 通常 是 不 知道 的 ， 
例如 从 测量 所 得 的 近似 值 就 是 这 种 情况 。 因 此 既 不 能 计算 此 还 近 的 绝对 
误差 , 也 不 能 计算 出 它 的 相对 误差 。 在 这 种 情况 下 , 应 当 给 出 这 一 遥 近 的 
绝对 误差 或 相对 误差 的 界限 。 所 渭 某 个 近似 值 4 的 绝对 误差 界限 , 理解 
为 绝对 误差 的 绝对 值 决 不 会 超出 的 一 个 正 数 Aas 不 等 式 
dasse<hdn 或 a-as<re<at+da 

总 是 成 立 。 如 果 指 出 了 一 个 44, 则 局 时 就 给 出 了 zz 的 一 个 下 办 和 一 个 上 
界 。 这 可 简写 为 Ara( 士 4a)， 或 了 =ac 土 4; 4a 给 出 了 关于 = 的 准确 度 
信息 。4 如 越 小 , 近似 值 4 越 准 确 。 


a 是 z 的 近似 值 ，4a 是 a 的 绝对 误差 界限 |z=a( 圭 4) 或 z=a 土 如 


另 一 方面 , 若 对 于 量 > 已 知 两 个 界限 必 和 2， mrem, 则 g= (&1 
十 29)/2 是 zx 的 一 个 近似 值 ,而 La 一 (ws 一 22) /2。 

相对 误差 界限 在 技术 资料 中 准确 度 常常 写成 zsa《 土 6.100%) 或 
z=a 士 6,100%。 量 6=|4a/q| 是 a 的 相对 误差 的 一 个 界限 。 

zza《 士 6-100%) ”| a 是 z 的 近似 值 ; 5 一 |Laf/al 是 a 的 相 
或 z=a 圭 6.100% 对 误差 界限 ; 4a 是 绝对 误差 界限 
“【 例 ] 一 个 电容 器 的 电容 量 为 250 p+10%, 近似 信 a~=250 pF 的 

相对 误差 是 60,1, 由 此 得 出 4=a.6=25 pF 是 绝对 误差 的 一 个 界限 。 
因此 电容 量 的 精确 值 在 225pB 和 275pF 之 间 。 

洲 给 出 诸如 mn，M3, lg3 等 数 的 近似 值 , 则 通常 省 去 准确 度 的 专门 
说 明 。 这 种 近似 值 的 表示 遵守 一 定 的 规则 它 多 许 立 刻 推 出 所 给 表格 的 
准确 度 。 

截 尾 ” 数 王 只 能 表示 成 无 限 小 数 展开 。 例 如 在 表 中 会 发 现 此 数 给 出 
他 一 3.141592653589.. " 这 个 表 就 以 这 种 方式 给 出 一 个 在 其 地位 后 截 尾 
的 小 数 作为 和 的 近似 值 。 在 哉 尾 一 个 无 限 小 数 时 , 它 的 数字 序列 于 某 个 特 
定位 置 上 完全 被 切 掉 了 。 末 尾 的 三 个 点 就 是 指出 应 该 还 有 数字 中 在 后 面 。 
以 此 方式 给 出 的 所 有 数字 都 是 真确 数字 ， 就 是 说 截 尾 了 的 小 数 数字 序列 
与 未 截 尾 的 小 数 数字 序列 直到 开始 切 淖 的 那 一 位 之 前 是 完全 相符 的 。 

因此 在 第 4 个 小 数位 后 截 尾 的 数 m 为 m=3.1415…。 在 截 尾 子 的 小 
数 最 后 一 个 数字 之 后 可 六 跟从 0 到 9 的 任何 一 个 数字 。 由 此 得 出 ; 其 用 
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在 无 位 数字 之 后 截 尾 的 数 作为 一 个 进 似 值 ， 则 这 一 逼近 的 绝对 误差 是 负 
的 并 且 其 绝对 值 小 于 该 数 最 后 一 个 数字 所 在 的 癣 次 单位 。 因 此 在 第 个 
小 数位 后 截 屁 的 一 个 数 具 有 小 于 10™* 的 误差 ; 例如 , 对 于 w 才 3.1415, 它 
的 绝对 误差 小 于 10~=1/10000。 

会 入 ”缩短 小 数位 的 一 个 普通 方法 是 运用 含 入 。 按照 这 种 方法 , 如 
果 后 面 跟着 的 是 0, 1, 2 3, 4 中 某 一 个 数字 (会 出 ), 则 留 下 来 的 最 后 一 
位 数字 象 在 截 必 法 中 一 样 保持 不 变 。 如 果 后 面 跟着 的 是 5 6, ?7, 8, 9 中 
某 一 个 数字 ( 舍 进 ), 则 留 下 来 的 最 后 一 位 数字 要 增加 {。 因此 , 四 会 入 到 
西 位 小 数 的 一 个 近似 值 为 w 心 3.1416; 它 的 绝对 误差 小 于 10"4/ 2 如 果 道 
照 这 个 规则 ， 那 未 就 能 保证 合 入 数 的 绝对 误差 具有 小 于 给 出 的 最 后 一 个 
数字 所 在 老 次 单位 的 一 半 的 绝对 值 。 不 过 这 时 的 绝对 值 可 正 可 负 。 只 有 
当 被 略 去 的 第 一 个 数字 为 5 并 且 跟 在 它 后 面 的 都 是 零 的 时 候 ， 会 人 误差 
才 正 好 等 于 所 留 下 的 最 后 一 个 数字 所 在 宕 次 单位 的 一 半 。 在 这 种 情况 下 
通常 按 这 样 的 方式 合 入 ( 舍 出 或 合 进 ): 使 留 下 来 的 最 后 一 位 数字 为 偶数 。 
例如 ,12/3 二 0.12500 应 合 入 为 0.12, 而 7/40=0.17500 就 应 含 人 为 0.18。 

可 靠 数字 一 个 舍 入 数 的 数字 并 非 全 都 是 真确 数字 ， 因 为 它们 可 以 
是 舍 进 的 结果 。 正 确 舍 入 的 数 只 有 可 靠 数字 。 如 果菜 个 近似 值 的 绝对 误 
关 至 多 为 留 的 最 后 一 位 数字 位 敌 次 单位 的 一 六， 则 这 个 近似 值 的 所 有 
数字 都 称 为 可 靠 的 。、 

【 例 ] 在 五 位 平方 根 表 中 对 于 V3 给 出 的 值 为 6.24500。 这 个 值 
全 是 可 此 数字 , 因为 它 的 绝对 误差 小 于 5" 功 -*。 但 它 的 最 后 三 位 数字 
不 是 真确 数字 ,因为 V 驾 =6.2449979…。 这 样 一 来 ,只 要 一 个 近似 值 只 
含 可 靠 数字 , 此 时 就 不 一 定 有 一 个 准确 度 的 叙述 。 另 一 方面 , 如 果 不 给 出 
逼近 准确 度 , 就 必须 假定 其 所 有 数字 都 是 可 靠 的 。 特 别 地 ， 在 数学 表 中 给 
出 的 一 切 数 都 属 这 种 情况 。 

如 果 没 有 引起 误解 的 危险 ， 那 末 只 要 a 是 对 于 2 由 合 信 而 造成 的 一 
个 近似 值 , 常常 就 不 写 < 心 4 而 写成 2~=a。 

有 效 数字 和 无 效 数字 在 伟人 一 个 大 数 的 时 候 会 发 生 困 难 。 例如 ， 
将 数 1778 含 入 到 最 近 的 百 位 ,得 出 1800。 这 个 数字 是 正确 地 会 人 的 , 但 
并 非 只 含 可 靠 数 字 ， 因 为 其 绝对 误差 大 于 0.5。 在 略 去 了 数字 7 和 8 的 
位 置 上 引进 了 0, 它们 用 来 轩 定 会 入 数 的 数量 级 。 它 们 是 所 谓 无 效 数字 。 
引进 非 实质 性 的 数字 ( 零 ) 在 考虑 准确 度 时 会 引起 误解 。 因 此 借助 于 十 的 
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条 次 使 用 男 一 种 记 法 ,在 刚才 讨论 的 这 种 情况 下 ,对 于 合 入 数 写 为 18.105， 
不 过 车 要 舍 入 的 数 为 1799.7, 则 在 1800 中 的 两 个 零 是 有 效 数字 , 它们 要 
包括 在 内 , 例如 应 写成 形式 1.800.10*。 

合 入 数 的 伟 入 ”如果 已 经 合 信 过 了 的 数 还 要 进行 合 入 的 话 ， 就 磁 到 
更 大 的 困难 。 例 如 , 车 数 0.4747 合 入 成 二 位 小 数 ， 就 给 出 0.47; 然而 若 
此 数 第 一 次 合 入 成 三 位 ,再 将 这 个 合 入 数 合 入 成 二 位 , 则 首先 得 到 0.475 
硬 最 后 为 0.4, 此 时 最 后 的 那 人 地 就 不 再 可 次 了 。 当 景 后 一 位 数字 不 

4，，。 得 不 伟人 成 5 时， 总 是 出 现 这 种 由 于 反复 合 入 
所 造成 的 不 确定 性 。 因 而 通常 为 着 可 能 进一步 
合 入 就 注 出 一 个 命 入 数 最 后 一 位 的 5 是 不 是 真 
实 的 ,或 说 它 是 含 进 的 结果 还 是 含 出 的 结果 。 有 
结果 ， 分 办 、 和 号 
加 局 一 位 5 的 表示 一 点 来 表示 ( 见 图 15.1-9)， 
2.6146~2.615~2.61, 2.6153~2.6152.62, 
近似 值 计算 结果 的 准确 度 

初始 误差 和 计算 误差 ”如 果 用 近似 值 来 进行 一 项 计算 ， 那 末 一 般 地 
说 , 其 结果 同样 也 只 是 近似 地 正确 的 。 首 先 ,结果 的 不 准确 度 取决 于 参与 
计算 的 焉 近 误差 。 在 结果 中 以 这 种 方式 所 造成 的 误差 称 为 初始 误差。 其 
次 ， 有 些 误差 是 在 计算 过 程 本 身 出 现 的 ， 例 如 经 受 了 会 进 或 舍 出 而 出 现 
的 ,这 叫做 计算 误 疼 。 计 算 误差 总 是 要 比 初始 误差 小 ,否则 初始 数据 的 准 
确 度 就 没有 完全 被 利用 。 计 算 误 差 大 约 应 是 初始 误差 的 1/10 数量 级 。 要 
做 到 这 一 点 可 以 在 计算 中 增加 小 数位 ， 然 后 将 结果 合 入 到 与 初始 误差 相 
适应 的 准确 度 。 一 般 地 说 , 为 了 达到 这 个 目的 , 有 一 到 二 位 数 就 足够 了 。 

边界 值 方法 边 脂 值 方法 能 最 精密 地 确定 出 计算 结果 的 准确 度 。 这 
个 方法 从 初始 数据 的 下 界 和 上 界 找 出 结果 的 下 界 和 上 界 。 对 于 基本 的 计 
算 方 法 可 以 给 出 一 些 简 单 的 规则 。 设 工 (z) 和 Ta) 分 别 是 z 值 的 下 界 
和 上 界 , L(y) 和 Uy) 是 y 值 的 下 界 和 上 界 , 则 
LD = U0), Lory) =L 0) +LY), Lo-) =L6) Uy), 
DU =-L), Ut 0 +UY), Ue) 0 (0) ~ LY)o 
这 些 关系 可 以 从 不 等 式 Lz) <z<0 (og), LG) <g< DG 推导 出 来 ， 例 
如 , 从 不 等 式 工 (2) <z<T(z) 乘 以 一 1 就 得 出 “IO 二 -zs 一 La， 


【| 


"Se 


SE 
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所 以 -DGz) 是 一 2 的 下 办 而 7G) 是 一 zf 的 上 界 。. 
YZ<T(D) 1 Fn < 也 (2z) < r<U (oz 
得 出 人 四 
YY 十 9 宝林 (O) HY; | LO 十 VC 十 他 | 五 (Ge) 一 gs2 一 多 jz 一 < 一 多 


yuUY). LO <Y y<U) L(y) <9 
得 到 本 
2 二 和 厅 () LO) + LY LU | r-y<U) 
二 TO) <2Z 十 9 <2Z- 一 9 —L(y) 


在 确定 2y 和 z/y 的 界限 时 ， 界限 的 符号 在 超 作用 。 如 果 和 ?都 有 正 的 
界限 ,部 末 
L(y) =LDLY, UC =U(2U (0), 
: Lf/y) = Lr)/UY), U/W U0) /LY) 。 

计算 过 程 由 进行 合 入 时 ， 必须 注意 作为 会 人 的 纵 果 ， 下村 只 能 减少 ， 了 上 界 
只 能 增加 。 

【 例 必 正 加 千夫 头 体 的 高 度 是 从 它 的 上 半径 261(40. 5) 英 
十 ， 它 的 下 半径 ms74( 士 0.5) 英寸 ， 以 及 它 的 斜 高 5 守 82( 土 0.5) 英寸 
计算 出 来 的 。 公式 是 h~VB 一 (ri 二 73)”。 右边 的 计算 结果 给 出 80.28 
英寸 作为 下 界 ，81.63 英寸 作为 上 界 。 这 个 结果 可 以 更 简明 地 表示 成 
1s80.955( 士 0.675) 英寸 或 各 为 粗粮 一 点 的 带 近 81.0《 土 0.8) 英 寸 。 
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极限 误差 方法 ”边界 值 方法 把 初始 误差 和 计算 误差 都 考虑 进去 了 。 
不 过 使 用 它 是 很 费时 间 的 , 因为 每 一 步 计算 都 要 进行 两 次 。 

如果 只 是 对 初始 误差 感 兴趣 , 那 末 极限 误差 法 能 更 快 地 达到 目标 。 它 
虽然 不 那么 严格 , 但 它 提 供 了 一 种 方便 , 能 直接 从 初始 数据 的 准确 度 找 出 
结果 误差 的 近似 界限 。 极 限 误 差 方法 依据 下 面 的 原理 。 

设 要 计算 天 个 变量 的 函数 jos，2，…，%r) 。 对 于 计算 所 需 的 值 
2 72 7 zw 只 能 利用 它们 的 近似 值 cy aa，…， axo .现在 要 求 估计 基 
于 近似 值 a1，42，…，aw 计算 出 的 结果 中 所 具有 的 误差 。 假设 表 近 具有 
绝对 误差 6&1 二 41 一 44，69 二 09 一 V9， ，84 二 0 一 %4, 它们 与 值 @4 相 比 是 非 
常 小 的 。 精 确 的 结果 应 是 

fp1 Toy 0, Wy) fa Bl A982 一 | 

如 果 这 个 等 式 的 右 端 应 用 微分 演算 中 已 知 的 方法 展开 为 级 数 ， 再 略 去 绝 
对 误差 s: 的 高 次 项 , 就 得 到 . 

fT Ey) ~f (evn) -5 oo 让 一 ez 一 总 
这 里 了 (z1…, mw) 的 偏 导数 在 点 全 一 au 5==ao，…, 弘一 oi 取 值 。 对 于 

结果 的 绝对 误差 , 到 et 的 高 次 项 为 止 ， 这 个 等 式 给 出 了 表达 式 .， 
一 
efaly ee, qn) + ésfa Coa, «1o dn) 
+ CR 0, Op)o 


这 样 ， 绝对 误差 的 绝对 值 可 以 估计 如 下 : 本 
|ejl<leil|ro(ai ~- “y Gx) | + |82) | fo, Ca “0 ax)]| 
十 … “十 | te, ai, oz。 


者 已 知 绝对 误差 8 so B84 的 界限 ds，4qz，…, .das， 则 此 不 等 式 可 

以 加 强 为 

les| < Adal fo Ca1, 1, Gi) 1 + doa fo, a1 », ax)| 
++ hao) fo, (a1 ~ an) | =4fo 

就 _ 个 良好 的 条 近来 说 信人 给 出 了 结果 的 绝对 误差 的 一 个 界限 。 


估计 计算 结果 准确 度 的 基本 等 式 


加 


Af =das [faa …， on) | dagl fa Ca ar 
or | fo Cay oo l 
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由 这 个 等 式 就 有 可 能 从 参与 计算 的 近似 值 的 极限 误差 计算 出 结果 的 极限 
误差 。 在 其 推导 中 赂 去 绝对 误差 eG = 二 …; 妈 的 高 次 项 实际 上 相差 无 
几 。 

极限 误差 方法 应 用 于 初等 计算 规则 车 a 和 分别 是 量 z 和 2 的 逼 
近 , 樟 限 误差 为 如 和 如 , 则 基本 等 式 采取 如 下 形式 : 

加 法 ; f(z 由 =z 二 5; 1fo|=1 |fy|=1;4f =Aat+ 4D。 

减法 ; yw 殷 一 7 一 纺 |fol=1; fyl=1; 4f =Lat 人 bp。 

两 个 近似 值 的 权限 误 关 之 和 表示 这 两 个 近似 值 的 和 以 及 差 的 绝对 误 
差 的 一 个 界限 。 

乘法 :了 (的 四 一 ys |fol =|yl; 一 lz 好 =|al4p+ 1514a; 除 
以 1f(@j)1=1ab] 给 时 4111F|=haflal + 人 p/1b1。 
“除法 :了 (gv) 一 wfgs fol =B/{yl; Nfvl=)z| /ys 4f =da(1/1251) 
+ 人 |alyb3; 除 以 jj 如 1 =1ay91, 给 由 A471/1F1=4af1al+45/1b1。 

两 个 近似 值 的 相对 误差 界限 之 和 表示 这 两 不 近似 值 的 积 以 及 商 的 
相对 误差 的 一 个 近似 界限 。 

自 来 方 辕 ;Jo) 一 oo; [fo = jr; 4 二 balnartl; 除 以 fC0)1 
一 |o"| 给 出 4/ IJ 一 java4o/jol。 

一 个 达 似 入 的 机 允 授 间 轩 限 的 人 4 舍 为 这 个 近似 全 4 小 轩 的 起 允 话 关 
的 一 的 一 个 近似 界限 。. 

”家 了 恨 误 关 法 世 可 应 用 于 由 和 、 差 , 积 、 高 合成 的 更 加 复杂 的 计算 。 


加 


极限 误差 公式 1 
> 和 9 是 精 奖 值 oa 和 z2 是 它们 的 遏 近 ，4a 和 化 为 它们 的 极限 误差 


一 一 一 一 
十 计算 类 型 | f(z, 纺 | 绝对 误差 好 界限 ,| 相对 误差 47/17| 界限 


类 wy 4 二 (da+ M6) /1a+ 5] 
沽 :| wvw-y ”+ dat+ hb) /la—o6l 
乘 my Aalbi+4olal daflal+do/1bl 
” 除 wy |ldalol+dolaf)/e| ha/lal+do/b| : 
自 乘 方 守 | 税 - 如 ja 一 | | (Cd4oylcl) 


- 般 |7G 力 | lf Solisleb)| + Ae feo) 
olfvle, 5) | fa, ©)| 
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人 2 表达 式 fab/e 对 于 人 :3 十 0 2 一 入 0. 和 4 一 2.5 十 0. 
的 计算 给 出 : 
f= (2 4) /2.: 5=3.2, 
”具有 相对 误 着 ;i 
“Af/lfl=4a/lal +Ado/lb| : 
+4o/le] 
,=0.1/24+0.8/4 
:0.1/3.5. ~ 
=0.14 信 14%. 
图 15.1-8 计算 位 于 三 角形 4"B0" 和 ”和 绝对 误差 为 仿 一 3.5.0,14 一 
4'B0' 之 间 的 精确 三 角形 0. 448。 结 果 是 了 一 3， 3 二 0.448。 
【 例 避 ”给 出 两 边 及 夹 角 af5.3( 土 0.0，DA3.4( 二 0.05) 以 及 
Y 一 35"(《 士 107) 的 三 角形 而 积 ( 见 图 瑟 . 革 3) 是 . 0 
i : A=l/2ab sin ye6, 070。 


误 医 估 革 为 “ 
A4 =112 dalbl |sinyl+1/2lal solsinyl +1/2 | jollecsy lb, 
44/1A]=Aa/lal+ db/]b]+ leasy/siny dy 
0, 05/5. 2+0., 05/3. 4+1,$28: ‘0. :0029 
=0.00964+0.0147.0.,0042 全 
: ‘0.0285 全 2.8596。. 了 : 
因此 44- -5， 070. 0. 0285 一 0. ] 经 或 4 5. .070( 士 0. 144), 齐 妈 
A~5. 070C 土 2. 85%), 
析 限 误 关 方法 的 基本 等 式 将 初始 信 识 经 的 界限 司 计算 结果 误 基 的 和 
限 联系 了 起 来 。 如 果 只 有 单个 近似 信 参 加 计算 , 那 末 从 这 个 基本 等 式 , 可 
让 算出 为 了 保证 结 果 达 到 要 束 的 准确 度 对 这 个 近似 信 所 必须 选取 的 准 交 
摩 。 在 这 种 情况 下 ,基本 等 式 形式 为 4f 一 17'(a) |4o 其 中 a 和 如 标记 攻 
个 近似 值 及 其 极限 误 莽 。 沙 结果 的 误差 不 得 超过 4 则 必 5 有 入 <4 台 
da< do)\f"(D 1 "| 
| 【 例 幻 ， 由 两 条 边 长 4=7.49 和 b=~5.32 以 及 夹 角 7- a0 计算 译 
角形 第 三 条 边 的 长 度 'c， 为 了 使 其 绝对 误差 小 于 0.005， 问 cosy 性 


多少 位 4 由 i ! 
6—V qi 十 -7 


A 
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” : Uc | ab. | __w 
因此 Oosy).. V 吓人 -530bcosy ce 
且 ”demd(0087) Cab/¢) 一 人 cos 四 .10.23。 


因为 4e<0.005 必须 成 立 ,所 以 4Ceosy) <0. 005/10. 2=4.9.10-4。 由 此 
得 出 cosy 的 值 至 少 准 确 到 三 位 小 数 。 : 

: 贡 果 计算 的 结果 依赖 于 上 几 个 初始 值 ， 那 示 为 了 保证 结果 具有 给 定 闪 
确 麻 而 从 极限 误差 的 基本 方程 来 确定 初始 数据 所 必须 的 准确 度 问 题 当 然 

是 一 个 不 定 问 题 。 对 于 多 个 变量 的 计算 只 有 一 个 线性 方程 可 以 利用 。 不 

过 , 借助 于 基本 方程 可 以 估计 出 各 个 误差 对 于 结果 的 影响 大 小 ， 上 且 而 可 入 
认识 到 某 一 些 初 始 值 必须 选取 得 具有 特定 的 准确 度 。 

【 例 5] . :要 确定 正 国难 的 体积 。 得 庆 罗 的 直径 0 a~16 及 高 度 jn 
83。 为 了 使 结果 的 相对 误差 不 超 i 
过 1%， 问 测量 必须 有 怎样 的 洲 “ 
驳 度 ， 在 计算 中 “应 职 和 多 少 位 小 7 
， 入 的 体积 yf1DhT 如 I 
果 Lm， 妇 ，44 分 别 为 m ,QQ 绝 
对 误差 的 界限 ， 那 末 体 积 根 对 误 
差 的 界限 给 出 如 .47 一 4m/mr+ 
dp/jp+24212。 A 
0.01 得 到 不 等 式 -- 

0， 318314r 十 0.03125 亿 加 oo 

:0. 12544-<0. 01, -图 5,1-4 位 于 图形 4BO NAB"0" 
单 妆 利用 这 个 关系 ， 不 可 能 给 出 ，， 之 同 的 正 站 多 而 
4r, 沁 和 好 的 叭 一 估计 。 不 过 可 以 看 出 ， 在 确定 直径 时 产生 的 一 个 误差 
对 于 结果 的 影响 要 比 测量 高 度 时 一 个 误差 的 影响 大 四 倍 。 测 量 直 径 时 
如 =0.1 的 准确 度 是 不 够 的 。 单单 由 这 项 误差 所 造成 的 结果 相对 误差 可 
达 1.25%。 着 让 公测 量具 有 准确 朗 0.05, 则 44=0.05 而 其 他 两 个 误差 
的 界限 必须 消 足 条 件 . 
0.318314%+0.03125A <0; .00375。 

高 度 测 最 中 的 误差 最 多 为 0.12, 此 时 = 必须 没有 误 准 \ 如 果 高 度 测量 的 
准确 度 提高 到 入 =0:1， 那 末 的 误 盖 界限 必须 满足 0.318314w< 


A 
此 | 
wy 
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0.000625 或 4r<0,.003。 这 样 , w 含 入 到 两 位 小 数 取 值 3. 考 就 能 满足 条 
件 。 由 此 得 出 , 车 测量 直径 具有 44=0.05 的 准确 度 , 高 度 具有 准确 度 仿 
一 0. 并 且 取 w=3.14, 则 计算 图 种 的 体积 至 少 具 有 9 的 准确 度 ( 见 图 
15.1-4)。- 

测量 误差 和 观测 误差 : 

:测量 误差 知 果 尘 于 一个 量 的 近 寥 信 趾 通过 注 量 奖 得 的 ， 屠 末 绝 
对 误差 6=6 一 z 称 为 测量 误 关 或 二 当 误差。 我 们 说 测量 误差 不 可 避免 时 ; 
当然 不 考虑 进 失 误 兰 ， 例 如 由 于 朴 忽 或 者 没有 调节 好 测量 仪器 所 造成 的 
这 类 过 失误 差 。 测 量 误 差 , 一 方面 来 源 于 测量 仪器 的 准确 性 (仪器 误差 )， 
另 一 方面 来 源 于 进行 测量 的 天 在 判断 和 读数 时 造成 的 无 意 误差 (小 人 误 
差 )。 仪器 误差 往往 卖 现 为 常规 误 差 ,它们 或 者 圳 恒定 的 或 者 是 系统 的 。 
例如 ,车 从 一 只 走时 绝对 准确 但 指针 找 错 了 的 钟 面 上 读 出 时 间 , 则 这 个 时 - 
间 测 量 就 具有 到 定 的 误差， 它 正好 是 指针 氢 错 的 时 差 总 量 。 而 如 果 已 知 
一 只 钟 每 天 快 五 分 钟 , 那 末 在 这 只 钟 上 的 时 间 读 数 就 具有 系统 的 误差 , 其 
数量 依赖 于 此 钟 自 从 上 次 校准 后 已 走 了 多 长 时 间 。 在 测量 中 必须 考虑 许 
多 恒定 误差 和 系统 误差 。 不 过 由 于 它们 的 规则 性 ， 所 以 它 从 总 是 可 以 确 
定 出 来 并 予以 清除 的 。'、 

观测 名 签 就 非常 规 的 勤 随机 的 测量 误差 来 说 ， 情况 起 不 同 宁 。 它 
们 虽然 疝 样 也 是 不 可 避免 的 ,但 并 非 总 是 可 以 消除 它们 的 。 天 部 分 观测 
者 的 个 人 课 盖 必须 看 作 是 随机 误差 , 于 是 将 它们 叫做 观 油 误差 。 不 过 随 
机 误差 也 健在 测量 过 程 中 由 不 可 控制 的 、 随 机 的 影响 所 产生 。: : 

单独 一 次 测量 足以 提供 量 x 的 一 个 近似 什 &; 但 是 从 吐 单 独 一 次 测 
量 关于 随机 的 测 副 误 关 一 a 一 2 则 什么 也 说 不 上 。 它 在 某 一 次 可 能 大 些 ， 
在 另 一 次 可 能 小 些 , 还 可 正 可 负 。 当 然 , 由 测量 仪器 的 知识 以 及 观测 者 的 
细心 和 经 验 ， 可 以 纵 出 一 个 对 于 测量 谋 兰 来 说 肯定 不 会 超过 的 界限 a, 
然而 往往 粗粮 了 一 点 。 由 于 这 个 原因 , 测量 不 只 进行 一 次 , 而 是 进行 若干 
六 并 且 如 果 了 可 能 的 活 各 个 测量 出 不 同 的 观测 者 来 做 。 车 已 经 作出 量 * 
的 次 测量 , 通常 4 个 结果 机，a2 半 ，4 并 不 完全 相符 ， 尤 其 当 对 于 读 
数 的 准确 度 提出 了 严格 要 求 而 测量 标尺 上 刻度 之 间 的 数值 又 必须 作 估计 
时 更 是 如 此 。 这 种 估计 总 是 包含 有 观测 者 的 个 人 因素 ; 况且 ,判断 的 准 
确 度 总 是 一 次 测量 跟 另 一 次 测量 有 所 不 同 。 发 生 误 差 的 纯粹 心理 学 上 的 
根源 还 出 于 这 样 一 个 事实 ， 尼 肉眼 米 炳 定 重 合 不 可 能 没有 模糊 之 处 。7 
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次 测量 a 对 于 % 个 测量 的 正当 误差 1 以 及 未 知 的 精确 信 x， 即 对 于 
(十 个 未 知 数 给 给 出 了 个 方程 

21 一 一 0 一 化) 83 一 43 一 2) "00)y én =n ~— To 
在 数据 调节 这 一 节 将 发 展 几 个 方法 以 找 出 对 尽 可 能 最 佳 的 逼近 a 并 算 
出 它 的 准确 度 。 解决 这 个 问题 的 可 能 性 依赖 于 如 下 的 事实 ; 虽然 在 各 个 
情况 下 观测 误差 se 会 不 可 控制 地 或 大 或 小 、 或 正 或 负 ， 但 是 整体 上 看 它 
们 遵守 一 条 严格 的 规律 。 

高 斯 误差 分 布 律 高 斯 是 最 早 注意 到 控制 观测 误差 (的 规律 的 一 个 

人 。 连续 随机 变量 的 正规 分 布 密度 喜 数 给 出 为 

pC2) =1/LaV2a -expl — (2—b) (Qa)], 
其 中 a=o? 是 它 的 方差 而 =b 是 它 的 期 望 值 ( 见 II. 第 考 章 )。 如 果 
观测 误差 se=x 一 5 选 作 横 坐标 而 相对 频率 作 纵 坐 标 ， 那 末 作 为 密度 分 布 
9(2) 就 由 此 得 出 高 斯 误差 律 。 


pley= 1/tsv 哆 ]. expE 一 s2/(2c2)] 


这 个 函数 的 图 象 是 喇叭 状 的 ， 它 延 伸 到 整个 横 轴 上 《一 sc <s<c) 并 在 
点 6=0 外 具有 极 大 值 而 s= 一 o 和 8 一 十 c 为 变 曲 点 。 当 c 值 大 时 曲线 

gle) 平 坦 宽 阔 , 当 值 o 小 时 曲线 就 陡峭 狭窄 。 借助 于 高 斯 误差 律 可 以 算 
出 观测 误差 的 数量 落 在 界限 一 4 各 :+4 之 间 的 概率 。 这 个 族 率 是 


P(-4<e<+4) -| okKe)de。 


误差 的 界限 4 通常 以 o 为 单位 来 表示 ， 写 成 
4=- Mo(A>0, ac>0)。 误 兰 积 分 的 赋值 表明 ， 
观测 误差 。 的 绝对 值 以 概率 了 不 超出 界限 
4=X0, 右边 的 表格 中 给 出 其 概率 。 

如 果 对 于 一 个 测量 过 程 已 知 其 误差 分 布 
的 标准 偏差 "， 那 未 可 以 给 出 观测 误差 以 某 
一 概率 所 不 会 超出 的 那个 界限 4 一 Xxc。 可 异 
的 是 ， 实 际 上 0 通常 是 不 知道 的 。 

到 节 过 和 六 ,如何 从 有 的 着 二 次 测 最 中 可 以 估计 出 “全 
并 且 和 如 何 慌 助 子 高 斯 误差 律 可 以 得 出 有 关 观 测 误差 的 结论 。 
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15.2 数据 调节 


调节 过 程 本 来 是 由 高 斯 发 展 起 来 的 ， 并 应 用 于 彗星 轨道 的 计算 以 及 
三 角 测 量 , 高 斯 本 人 就 曾经 进行 过 这 种 测量 。 即使 在 今天 这 些 方 法 对 于 
处 理 天 文 测量 和 大 地 测量 来 说 仍 是 不 可 或 缺 的 ， 此 外 它们 有 效 地 应 用 于 
所 有 那些 用 观测 结 果 作 精确 计算 的 领域 。 借助 于 调节 可 以 从 包含 有 误差 
的 一 些 测量 中 确定 出 被 测 数量 的 估计 值 ( 近 似 值 )， 并 指出 其 准确 度 。 

最 小 二 乘法 

似 然 函数 ”著作 个 独立 的 测量 Ql U2 °° On 来 确定 经 个 量 如 
82 Yny 则 高 斯 误差 律 适用 于 每 一 个 观测 误差 Et 一 0 一 YL 82=02— WE 
一 Gn 一 Yne 由 于 dss 一 Qas 
playa =1/Lo V2 :exp[L~ (ot) 20D do, (一 六， 全 

给 出 了 被 观测 的 伪 位 于 微分 区 间 (Cow ai 十 dos) 内 的 概率 ， 或 者 简 称 被 测 
量 的 名 值 是 a 的 概率 。 每 一 个 标准 偏差 61 一 1，…, 1) 依赖 于 相应 测 
量 的 准确 性 。 如 要 计算 被 测量 的 ga 值 为 ay 同 同时 税 测 量 2 征 为 ay， 
以 及 被 测量 的 如 值 为 ax- 的 概率 ， 由 概率 计算 的 溢 法 规则 ; 则 可 给 出 

IT 工 工 . 工 0S) "+( a) tt ns 1] 
Vn Ei 99? oe : 
“dal dd: daino” 


“P= 


这 个 等 式 可 以 写成 页 加 简单 的 形式 了。 =Ldaiday"* das， 这 里 用 荆 标 
记 似 处 而 数 : 
Dr=IUVV 现 2or 了 dv 01) Gow): ‘Conyexp[ - 5/2], 
其 中 的 表达 式 s 通常 叫 角 误差 平方 和 , 台 或 简称 平方 和 : 


-HC 多 /on- 状 [evo。 


高 斯 的 最 小 一 条 原 吉 ， 焙 大 似 然 原理 ”如 果 量 如，…， 饭 是 要 测 最 
的 ， 和 而 其 测量 值 CC 是 已 知 的 ， 量 yy… 7 Yn 的 精确 值 仍然 未 知 ， 按 
照 高 斯 的 说 法 ， 假 如 对 于 它们 来 说 测量 a1; …，as 以 最 大 的 概率 出 现 ， 


那 末 对 % …。 ys 的 值 作 竺 计 是 似乎 衬 能 的 。 因此 以 这 样 的 方式 来 确定 
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yy *…，gn， 使 当 用 所 得 的 测量 值 来 替代 ol，…， an 时 其 概率 已 取 到 极 
大 。 这 样 得 出 的 yy，…，y 值 也 就 叫做 对 于 被 测 数 量 的 最 大 可 能 估计 。 
如 果 概 率 已 取得 极 大 , 那 末 似 然 函数 工 也 一 定 为 豚 大 。 因此 这 一 估计 原 
理 也 称 为 极 大 似 然 原理 ， 而 由 它 给 出 的 妇 ，…，gn 估 讨 值 叫做 极 大 似 然 
舍 计 。 一 旦 平方 入 取 极 小 , 则 似 然 函 数 忆 确实 取 到 极 大 ， 这 样 , 由 极 
大 似 然 原 理 对 于 被 测 数量 yy,，…, 加 的 估计 值 是 以 阁下 方式 确定 :使 得 误 
差 的 平方 和 成 为 极 小 。 这 就 是 最 小 二 来 趴 , 它 四 高 斯 发 展 用 来 从 一 组 包 
含 误差 的 观测 中 估计 出 精确 值 ， 更 加 确切 地 就 应 当 说 这 是 最 水 的 误差 平 
方 和 方法 。 这 一 方法 形成 整个 数据 译 节 (或 磨 光 ) 计 算 的 基础 。 应 用 这 种 
方法 观测 误差 或 多 或 少 地 被 次 去 了 一 些 。- 2 

- 最 小 二 委 法 实施 “如果 量 的 ，…， 包 完全 不 同 并 且 它们 之 同 不 存在 
任何 关系 ， 那 示 最 小 二 采 法 将 导致 解 %=aG = 由 人 2 就 是 说 每 一 个 
量 由 它 的 单独 一 个 观测 秆 来 知 计 生平 方 和 s 闫 格 等 和。 六 不可 能 有 全 
么 测量 值 的 调 节 。 这 种 情况 实 际 上 是 几乎 不 出 现 的 。 通 常 ,或 者 量 Y, ， 
yn 具有 相同 的 值 ,不 过 这 个 值 被 反复 测量 而 已 ; 或 潮 它 们 之 间 存 在 是 各 
关系 。 在 后 一 情况 下 〈 它 包括 前 者 ) 只 有 较 少 的 未 知 量 ,ty ，…， 轴 (5< 
2)， 量 1 ，…， 全 可 用 它们 来 表达 ， 久生 六 ( 姑 网 例如 - 角 二 cu 机 
十 … 十 cwk(i 一 1,…, 2%)。 通 常 有 可 能 用 线性 方程 的 形式 来 表示 , 其 中 的 
系数 cw(p==1, ， 司 为 已 知 的 ; 例如 一 个 全 被 测量 ”次 ， 而 只 有 单 才 一 
个 未 知 蝇 A 于是 方程 为 Yimt, Yo, 0 Yn to 

:正规 方程 ; 徊 果 未 知 量 的 个 数 比 测量 的 次 数 1 少 ， 屠 末 就 甩 余 的 
测量 。 :在 误 差 平方 和 8 中 ,重山 G 一 二 “从 也 用 未 知 量 丰 …， 四 来 表 
未, 进而 形成 妨 关 于 这 些 未 知 量 的 偏 导数 。 为 了 确定 5 的 极 小 , 令 这 些 导 
阁 等 于 零 , 这 就 产生 了 对 于 要 的 一 个 方程 组 , 即 所 襄 的 正规 方 栓 ) 
从 而 解 出 未 知 基 名 …， 姑 。 .用 这 些 解 再 算出 被 测 数量 yt，…， 如 的 估 
计 。 通 常 将 被 测 数量 的 最 大 似 然 估计 写 为 态 ， 加 …* 儿 以 区 别 于 未 知 值 
VD 2 Yno 类 似 地 ， 由 正规 方程 给 出 的 #1 - 沁 如 值 记 为 名 名， voy 
所 。 对 于 特殊 问题 未 知 量 读 ，…, 旭 往 往 选 取 别 的 更 规 适当 的 字母 。 如 果 
函数 .fei …, 刀 ) 是 线性 的 , 那 末 正 规 方程 也 形成 对 于 妇 …， 二 的 一 个 
线性 方程 组 。 不 过 , 车 函数 (tt,，…, 如) 非 线性 , 则 正规 方程 的 解 可 能 相 
当 困 难 。 于 是 须 将 此 问题 线性 化 。 首 先 对 于 妃 如 …， 向 取 初步 的 近似 
值 Ney yy Wo 设计 N61 to 一 N02， 所 二 Ni 填 Oipo 
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将 少数 扬 G31，…, tx) 下 的 统统 截 去 : 
(tb ~ =f (Ney “2 ,N+ + 玉 2 55 十: 


+ 名 Si 这 昌江 


现在 只 和 Ghy, 多 ,Bhoe 

i 平均 误差 和 误差 传播 律 : | 

” 个 别 测量 测量 的 准确 性 是 由 出 现在 误 郑 布 委 中 的 的 标准 偏 天 2 来 
说 明 的 。 常常 不 用 cc 而 引进 量 h=1/(oV 人) 作为 一 种 准确 性 测度 。; 大 

高 斯 误差 律 可 以 发 现 观测 误差 的 数量 在 误差 界限 0.674c 范围 多 的 禄 率 
是 50%6, 而 小 于 1'o 的 概率 是 68.3%。 在 数据 调节 中 = 风 估 下 误差 ， 
而 0.67c 或 更 确切 地 0.674c 叫做 概 热 误差。 


。 平 沟 误 关 | ol , 
， 概 然 误 差 0. 674c 


着 二 测量 如 果 abpa2… Go 是 量 Yiya,* 一 的 测量 人 一 1 
是 每 一 个 测量 的 准确 性 测度 那 末 对 于 误差 平方 和 就 有 


-3= ito- go /oP 2 ?2 总 el。 


加 权 测量 个 别 误差 s 对 于 形成 和 并 水 是 作出 同等 贡献 的 。 成 
S 的 上 时候， 如 果 一 个 测量 具有 较 大 的 准确 性 .加 ， 则 对 它 的 误差 平方 就 要 
乘 上 一 个 比 具有 较 小 准 宵 性 的 测量 相应 的 误差 平方 为 大 的 术 。 可 以 直接 
对 每 一 个 个 别 测量 附 上 * 个 权 pr; 它 说 明 观 测 禹 差 6, 相对 于 别 的 测 时 在 
多 类 程度 止 进 入 误差 平 汶 和 的 计算 。 这 些 权 一 定 与 它们 和 相 应 的 准确 性 测 
度 的 平方 成 比例 ， 即 8:02: :pn 三 凡 : 右 :…: 肌 。 作为 比值 ; 它们 是 一 些 
纯 数 ,并 卫 击 淮 确 性 测度 及 来 确定 时 可 以 相差 一 个 任意 的 常数 因子 。 车 
选 此 因子 使 对 准确 性 % 附 上 的 权 p=1， 则 :I= 友 :如 ,或 者 说 裔 二 
D3 i 二 1， 六。 对 于 具有 相同 准确 性 的 测量 通常 对 每 一 个 测量 附 上 权 
Ps 二 1(i=1，…, 幻 。 因为 一 个 测量 的 平均 误差 4 可 以 从 准确 性 有 用 公 
式 04=1/ChV 3) 算出 来 ,go 一 1/(hV3) 结 出 了 权 p=1 的 个 别 测量 的 
平均 误差 。; 写 出 加 二 hVps 就 得 到 os=o/MW， jl .nn， 因 此 从 校 
为 工 的 个 别 调 量 的 平均 误差 e 可 以 算出 带 有 任意 权 zi 的 个 别 测量 的 平 
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均 误差 。 利 用 权 B 及 权 p=1 的 个 别 测量 的 平均 误差 0， 误差 平方 入 
就 取 上 面 的 形式 。 


8=(Vod pay 


绝对 误差 线性 组 台 的 标准 偏差 对 于 高 斯 误差 律 
A expE~ Ca ec 
有 下 而 的 三 个 积分 : | ' 


ey [re de -也 本 人) 万 ep) de -o 本 

“(3) 人 ee) de 一 025 
(DD 和 (3) 与 概率 论 有 关 ，(2 是 因 被 积 函 数 为 奇 丽 数 的 缘故 。 若 观测 误 
差 。 是 两 个 独立 的 个 别 误 差 61 和 ss 的 线性 组 合 8 一 c181 十 6282 其 中 旬 


和 c2 是 常数 ; 则 利用 这 三 个 各 分 可 以 证 明 在 s 的 标准 偏差 0 与 s1 和 8a 
相应 的 标准 偏差 cl 和 as 之 间 成 立 下 边 列 出 的 关系 。 


| .07= 0103 0203 | : 


: 应 用 概 素 论 的 苹 法 定 征 ; 第 一 个 观测 误差 落 在 微 芬 诡 闻 (et a1+de1》 
内 ， 同 时 第 二 个 误差 落 在 区 间 (ss，62+deg) 内 的 概率 是 由 (s1)ga(e2) 
deides。 因 此 利用 积分 (3 和 (2)，8 的 标准 偏差 o 给 出 为 

-= apeyae= | 亲人 ea 二 全 (的 ie 
. 本 


+eo +eoo 
一 0 [eipiCeDant CC | 63p2(89)de2 


十 261cs (Tepedae )([ espsCen ades) 
一 03o3 二 cgo3。 
这 个 结 困 可 以 推广 为 : 
如 果 观 测 误差 6 可 以 表示 为 多 个 独 主 的 个 别 误 此 B11 22 (已 
个 的 标准 偏差 分 别 是 al c& 2 Go) 的 线性 组 合 .6 二 0C161 十 5a63 十 二 
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Cnén (其 中 of 是 需 数 ); 那 末 8 的 标准 偏差 给 出 为 


?一 cc 二 cio3 十 十 cao2。 
误差 传 摄 律 “ 沙 要 计算 量 nu …， mn 的 函数 g=/Kzo zn), 又 车 
对 于 zu … ”nr 只 有 测量 值 G1 °°, as 可 以 利用 ， 它们 的 正当 误差 为 £1y 
“0, Bn 则 (参见 误差 计算 )y 的 正当 误 益 s 不 计 -8 的 高 次 过 给 出 为 表达 
式 ; 


tt + Bo 


结果 的 正当 误差 8 可 以 表示 为 在 的 线性 形式 。 通过 上 面 的 讨论 可 以 得 
出 。 的 标准 偏差 o 可 以 从 正当 误差 81, ea …，sn 的 标准 偏差 cb ca 
On 用 襄 斯 误 莽 传播 律 来 计算 。 因为 8 的 标准 偏差 o 相 应 于 结果 的 平均 
误差, 而 标准 枫 差 01,02 …, 0 是 测量 值 wy 的 ;an 的 平均 误 盖 , 所 
以 高 斯 误差 件 痢 件 是 信 助 于 税 妆 数据 的 平均 误 关 来 给 出 结 结果 的 平均 误 
差 


| 


平均 人 的 平均 误差 me ,加 的 平均 信 , y= 了 一 (wi 
名 +…++)/o 时, 误 兴 传播 委 采取 特别 简单 的 形式 。 因为 -2 一 二 ,所 
以 得 到 oto 十 03)。 又 车 量 “ 2 和 的 测量 值 cy 


0，…' on 具有 站 同 的 准确 人 性, 则 3 一 oa 一 3 从 而 得 出 
-oo /nm, Uz= 一 ga/ AN 
具有 根 等 准确 性 的 盖 次 测量 平均 佑 的 平均 误 盖 等 于 单个 测量 平均 误 
差 除 以 Vn、 | 
“观测 的 平均 误差 估计 、 一 般 地 说 ， 个 别 测 是 的 平均 误差 0 在 测量 过 
程 中 是 不 知道 的 ,只 是 将 权 6 归于 量 约 …， 名 的 测量 41,…, a 而 已 。 
于 是 就 面临 一 个 大 可 以 利用 的 观测 值 4，…，an 估计 个 刻 测 量 的 平均 误 
差 问题 。 因为 从 具有 权 p=1 的 一 个 测量 的 平均 误差 o 借助 于 公式 ce= 
o/ VD, 可 确定 具有 权 pi 的 个 别 测量 的 平均 误差 0 所 以 只 要 估计 平均 
误 券 0 就 够 了 。 几 w 来 察 示 这 一 估计 。 
-如 果 被 测 数量 所 ，"…?:w 可 以 用 <n 个 未 知 量 因 态 在 严格 地 
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表述 ， 那 末 用 数学 统计 的 方法 能 得 型 对 于 的 一 不 估计 Ja。 量 (i=y 
i 7») 是 被 测 数量 ys, “ty 办 的 极 大 似 然 估 计 。 i 


HN 
“pu 为 测量 的 权 , a 为 测量 什 ; 


re] “3, 为 调节 的 测量 信 , 2 为 多 
| 余 的 测量 数 


在 调节 中 ， 通常 常 就 用 m 来 记 权 2 一 工 的 个 别 测量 的 平均 误 关 ， 并 用 
让 674m 米 记 概 然 误差， 虽然 mm 只 晨 对 于 的 一 个 估 计 ; 它 本 身 可 能 受 到 
随机 变化 .这 些 变化 会 相当 大 , 特别 当 观测 的 次 数 小 的 时 候 是 如 此 。 因 
面 在 用 对 于 平均 误差 的 估计 由 来 蔡 代 时 从 高 斯 误差 律 造 成 的 有 关 正 当 
观测 误差 界限 的 命题 只 是 大 致 正确 的 。 数 学 统计 表明 了 如 何 借助 于 入 达 
到 对 于 正当 观测 误差 的 严格 界限 。; 为 了 描述 测量 的 准确 度 , 总 是 要 说 出 
权 p=1 的 个 别 现 测 的 (估计 ) 平 均 误 差 mm。 用 下 边 给 出 的 公式 ,从 到 可 以 
得 到 权 为 Ds 的 个 别 测量 的 平均 误差 。 | 


权 为 入 的 个 别 调 虹 的 平均 识 基 -me =m /VBe 


这 一 公式 相应 于 公式 04=0/VBI。 异 助 于 高 斯 误差 传播 律 也 就 能 够 计 

算 由 观测 值 iu, …， mm 形成 的 每 一 个 量 的 平均 误差 。 如 果 有 必要 , 还 可 以 

从 芝 艺 均 误 闪 得 出 正 当 观 误差 以 指定 的 要 不 会 出 的 那个 时 了 

直接 测量 的 调节 - 

一 个 量 y 以 同样 的 准确 性 直接 测量 次 ， 设 测 I 量 值 为 G1, G9 ***) Ono 

在 这 个 测量 过 程 中 只 有 单独 一 个 未 知 量 yCX 必 二。 由 具 焉 立方 程 训 一 y， 

ya 一 bo 一 yo 对 于 同等 准确 性 的 个 体 测量 来 说 ， 这 些 测量 具有 相同 

的 权 身 一 各 ==… 一 一 lo 误差 平方 和 及 其 关于 未 知 量 9 的 导数 给 出 为 
~ S=0o)Ska-y)s (oes). 


这 个 导数 等 于 零 就 得 出 正规 方程 思 (x 一 幼 一 0 解 出 就 给 出 了 估计 值 
9 
个 别 测量 的 平均 值 用 来 必 为 被 测量 的 草 的 一 个 估计 值 。 


516 第 15 章 误差 计算 , 数据 调节 , 逼近 理论 


由 同等 准确 性 的 直接 测量 作出 的 估计 值 | 人 = (oa 十 co 十 … 十 on) 如 一 


被 测 数 量 的 近 近 给 出 y 宅 并 土 299) 或 y= 二 9; 对 此 估计 的 平均 误 
差 ms 是 从 个 别 测量 的 平均 误差 应 用 关系 m9 二 wm/ Vn 计算 出 来 的 。 


对 于 同等 准确 性 测量 。 个 体 测量 
的 平均 误差 


m= [Be /mn 


人 信守 到 涡 着 ，““ oe ee 


[0] 五 个 小 学 此 每 人 斋 基 一 个 并 型 立 方 休 的 村 长 y。 由 测量 的 结 
果 ( 网 家) 得 出 信 计 入 


- : 测 。”: 量 ，“ 结 时 
a 19.1 奖 和 -19.5 和 二 


9=[(12.2+12.1+19.5+12.3+12. /可 英寸- 一 12. 3 区 | 
个 体 测 量 的 平均 误差 为 
iN eT 了 5 二 了 
1 | +(12.3—12.3)3+ (12.4—12. 59 
期 m=0.158 英 十。 

这 就 给 出 了 对 于 乡 的 平均 误差 ms =0. 158/VB 5 =0:071 英 十 因而 
立方 体 棱 长 的 估计 值 y~12, 3 甘 寺 (二 071 甘 守 ) 或 Ya. 3 土 0.071) 
英寸 。 人 
趟 等 准确 性 直接 浏 盟 的 调节 一 个 量 y 直接 测量 次， 设 测量 值 为 
ad 942 9 Gno 因为 测量 的 尔 等 准确 性 , 它们 必定 取 不 同 的 权 Po ps， …， 
pa。 在 这 个 测量 过 程 中 只 有 单独 一 个 未 知 量 Y《% 一 1) 从 而 成 立 关系 幼 一 
y;, Ya —Y, "Yn = Yo 如 果 形成 误差 平方 和 必 ， 关于 y 微 分 ; 四 使 这 个 导 
数 等 于 零 就 得 到 正规 方程 


.= (1/o Spa ~ -> /oy) 0 


一 人 Pi WD 
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由 此 可 以 找 出 估计 值 了 。 
具有 权 ps 的 个 体 测量 的 带 权 平 均 用 未 作为 被 测 数量 的 一 个 估计 值 。 


权 2 的 个 体 测量 的 平均 这 ml tn-D 


需要 带 p 二 1 辣 丰 作出 量 风 下 均 训 关 7 是 为了 届 于 计算 其他 有 关 量 
的 平均 误差 。 例 如 由 它 可 以 找 出 权 py 的 个 体 测量 a; 的 平均 误差 w= 
mm/ VP 。 再 者 ， 它 还 可 用 来 按 招 误差 传播 律 计算 出 对 于 全 计 值 乡 的 平均 


= bs 
误差 m。 因 为 总 -一 二 由 此 得 出 


NE rE 


被 而 歼 量 的 远 似 值 可 以 给 出 yw 了 CE 或 V- 一 东 士 go 

[ 例 】 长 度 ? 先 测量 五 次 , 然后 以 更 高 的 准确 性 测量 三 次 。 因为 更 
加 准确 的 测量 过 程 缘故 ,第 二 组 的 测量 值 te, 7, 人 ( 见 表 ) 必 须 给 予 第 一 
组 权 的 五 倍 , 所 以 1 一 ps 一 ps —Pe ~—ps—D, ;而 po 一 [ow-19.35 英 寸 | 


P1 一 ps 一 5。 对 于 1 的 估计 ;给 出 为 ,一 12. 科 英寸 
1=12.34 英 寸 =1/20[1.(12.35+12.40 本 =13. 站 英寸 

二 19.25- 上 +] 雪 .304+13.35) 上 5(413.37 间 1a.30 英 寸 

人 一 -4 、 

二 19， 38+ 12. 区 中 一 了 .35 英 十 


a 12.4.0.062-0.09240.042+0， ， | ms 英寸 
[0.01?40.06-0.093 二 0.0 上 9.0 2 12 39 英 二 


十 5(0.033-0.0 宇 二 0991 一 0.0200 
以 及 V0.030077 =0.0535, | 一 吉 - 闪 美 二 | 
个 体 测 量 的 平均 误差 m 就 具有 计算 值 m=0.0535 英寸 。 因 为 pi = 一 pp 
pa 一 Ps 一 1， 所 以 第 一 组 测量 的 平均 误差 同时 为 m1 一 0.0535 英寸 ,第 二 
组 测量 的 平均 误差 给 出 为 m2 一 mJV5 时 一 0.0239 英寸 。 
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估计 值 的 平均 误差 为 m;=”m/V 好 英寸 =0.0120 英寸 。 因此 从 所 家 ， 
长 度 ? 的 近似 信 测量 算得 Isz419.34 英寸 ( 士 0.013 英寸 )。 
， 如 果 测 量 qu az …， mm 的 平均 误差 04 本 身 为 已 知 的 ; 向 它 们 的 和 
芒 未 知 ， 那 末 通 过 比率 | 1 
pi: Pe: Pn = (0D): C1/o3):. ‘10D), : 
十 bJ 稀 名 确定 到 上 下 一 个 常数 因子 的 程度 。. 这 个 因子 可 出 这 样 选取 ; 或 ; 
者 2 …， Pn 是 易于 处 理 的 数 , 或 者 各 十 ps 十 :二 pn 一 了 6。 用 入 记 此 任意 
因子 , .其 9=2/o?, 权 p 一 1 的 观测 的 平均 误差 为 go 二 opr = 和 所 以 若 
从 观测 值 及 其 规定 的 权 算出 了 坟 , 这 个 结果 必定 近似 等 于 7 因为 加 是 a 
前 一 个 估计 信 。 而 如 果 加 和 多 相 差 很 大 ， 于 未 可以 得 出 这 样 的 结论 在 芝 
些 测 盟 中 出 现 了 系统 误差 。 
观测 的 调节 。 
条 件 观 测 通过 测量 来 确定 三 角形 的 将 上 6, YY, 每 一 个 角 要 反复 测 
量 。 角 ac 的 测量 值 为 cu， ap ,os (nr 次 测量 》; 角 有 的 测量 值 为 bb 
ba…， bm 次 测量 )， 角 小 的 测量 值 为 el, cs,…， cn (fi 次 浏 量 ), 总 起 
来 进行 了 n=m1 十 12 十 ra 次 测量 。 个 体 测 最 是 斤 同 等 准确 性 做 的 再 用 
gb Ya 多 (c 的 测量 ), Ynrly yrs+2 osrm (有 的 测量 》 ys,+n,t1, 
Ynrngtas > Yntnatns 人 的 测量 ) 来 记 要 由 测量 确定 的 量 的 生 确 信 于 是 
借助 于 未 知 是 Or 6b, 7 可 以 将 这 些 量 表达 为 _ 上 
四 = “yn . 
on Ynt2 “rm =pB, 
edi Ytratl™ yh, +t Te 
4 访 @-8) 生 汶 (ow-=5] 
然而 最 小 二 乘法 不 能 立刻 应 用 ， 因为 未 知 量 B, 9 要 服从 某 个 条 件 。 三 
角形 内 角 之 和 为 180。 由 此 wm B, y 必须 满足 条 件 方程 
yla, B, 7) ~ +,B+7y.~180°=0,. 
在 完成 观测 的 调节 时 ， 要 考虑 这 个 条 件 。 这 种 情况 称 为 条 件 观 济 的 调节 节 。 
严格 地 说 ， 这 里 出 现 的 不 是 三 个 未 知 量 ，: 而 仅 是 两 个 未 知 量 。 因 为 菏 &， 
和 8 已 经 确定 下 来 , Y 的 值 能 从 条 件 方程 得 出 。 可 以 有 两 种 方式 处 理 这 种 
情况 ; 或 者 利用 条 件 方程 pCa, 86, y) =0, 借助 于 其 中 的 两 个 角 来 表示 另 
外 一 只 角 , 警 如 % 将 7 的 表达 式 代入 和 式 8 中 然后 再 应 用 最 小 二 乘法 ; 
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或 者 直接 确定 在 附加 条 件 pla, B, 7) =0 之 下 8 的 极 小 值 。 在 这 样 做 的 
时 候 ， 利 用 拉 格 朗 日 来 数 法 (参见 II. 第 6 章 第 4 节 -多 元 函数 的 极 什 儿 
就 是 说 , 要 确定 B, y 和 * 合 得 表达 式 i 
OY oe Te 
: + 久 C07) |+Aat B+y—180°) . 
取 极 小 值 。 量 入 是 属于 边 条 件 的 拉 格 朗 日 乘 数 。 于 是 正规 方程 为 


代 = 己 当 人 -四 +M=0; 如 -名 @.- +A= 0; 
努 ~ 言 阐 @- B) +Am0; 融 ~ntB+y- -180° =0。 
这 些 正规 方程 的 解 为 


&=a— Kfns; B=5— -EK/na; 3= 一 6 一 E /ns; 人 2K/0%; 
其 中 校正 量 及 =(345+5 一 180°)/(1/mt+1/nt+1/ns)。 象 通常 那样 ， 
个 体 测量 的 平均 误差 得 自 
=| 为 (a) 入 (bs- br+S 1-H]/ 9- 
对 于 估计 值 包 局 争 的 平均 误差 按 误差 传播 律 给 出 为 
NV 
mm/n) Vm /It int Li/ns) Vy ipm tr); 
/nV iI/nt lt+ lm) 。 
【 例 】 角 吕 .8B, 分别 测 量 生 3， 和 次 即 员 = 和 一 3 7 一 全 用 
表 ); 并 且 平 均 借 马 bo 5 已 算出 。 因为 4/(i7 抽 十 /ra 秆 /me) 二 1.2 以 及 
5 1B0 2", 所 以 校 让 量 下 给 定 为 E81.2=$26", 外 沙 算 


| 角 5 


ai 一 65519T201 | 二 0， ES . ed +1.9" 
ag=62°17'11" . | b= =73°20'27" -8， co 一 44。 221267 


as=62°17'16" 97 | bs 一 73°20'2 3" - .8" | cs 一 44。 2223"- 一 
a4=62°17'15" . a 22'23/ 


a=62°1714 二 1 b=73°20'25"Y =44° me 
B=62°1713.1"—! 9c2028 as | 9=44°22'83 .1 -— 
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出 估计 人 @=n 一 K/4, B=5 一 KE/3 和 乡 一 5 一 FE/4。 
个 体 测 量 的 平均 误差 为 
=V[d TI Lt. 更 于 和 和 十 CT. 2183.2+0.8) 上 . 
十 (1.9 十 8， 9 12-4+0. 1)1/9 
=9.181", : 


由 此 得 到 平均 误差 
ma=n.0.418=—0.912"; mg 一 om,0.447 =0.975"; 


ms=m'0.418 =0.912", 
从 测量 算出 这 三 个 角 的 近似 值 为 
as62°17'13.1"(40.91")r B273°20'23.8"( +40.97"); 
y~244°29'23.17( 40.91") . 

上 面 例 子 中 表述 的 方法 /这 到 用 于 条 售 观 测 的 交 字 。 车 要 测 时 的 量 
所 go …， Yn 可 借助 于 发 个 未 知 量 志 外 来 表示 , 又 若 这 些 未 知 量 满 
足 7 个 独立 的 条 件 方程 加 | 

Git ,be) =0; att 0 bh) 0 Prt 一 0， 
则 确定 未 知 量 区 …， 如 以 及 拉 格 朗 日 乘 数 如，…， 和 % 使 表达 式 
TH 

具有 极 小 值 。 简 下 的 计算 步 难 重 又 完全 使 用 最 小 二 条 法 。 因 为 有 7 个 条 
件 方程 ， 所 以 实际 上 不 存在 个 未 知 量 , 而 只 需 从 观测 确定 一 + 个 未 知 
量 。 这 一 有 效 数目 的 未 知 量 在 计算 个 体 测量 的 平均 误差 wm 时 取 权 p 一 1。 

间接 观测 的 调节 ， 往往 要 确定 的 量 并 不 为 直接 测量 所 能 达到 , 例如 ， 
要 确定 物体 的 密度 ， 而 能 测 重 到 的 是 它 的 重量 G 和 它 的 容积 V3 G 和 了 
就 是 对 于 确定 密度 的 间接 观测 。 在 数据 调节 的 意义 下 ,间接 观测 的 兴趣 
不 在 于 找 出 被 测 数 量 yiy ga yn 的 精确 值 ， 而 在 于 确定 本末 Wuga… 
yn 来 素 示 的 赤 知 量 计 ,如 …'， 认 6.. 最 小 二 非法 再 次 产生 未 知 量 的 估计 值 
第 名 名 。 从 个 体 观 测 的 平均 误差 mw， 一 一 一 一 一 一 一 一 一 


利用 误 关 从 入 可 以 算出 人 计 各 和 重 最 
外 的 平均 误差。 | 在 空气 4 中 在 水 厂 中 


[WW】 ,一 个 全 外 合金 的 焉 措 ， 为 了 
确定 其 中 金 的 重量 和 银 的 重量 ， 这 个 玻 
指 吓 弹 仁 种 测 重 若干 次 ,在 空气 中 为 G 以 | 0s | oo | 
及 在 水 中 为 到 ( 见 表 )。 设 91 记 人 金 的 重量 ， % 。 9g 3.69g 
多 为 银 的 重量 ,Pr 和 分 别 为 金利 银 的 | | 


m=4.01g | De3272g 
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密度 : : 

， G=9+g9a; W=(1~1/p gi1+ (1—1/p2)g2o 
误差 平方 和 为 . | 
心 一 CMVc2) 位 (Qi— 1— 92) + 福 pr- 《pi 一 1}gi/pi— 《pa 一 -go/psT}。 
这 导致 正规 方程 


如 --om 起 o- gi1— g) + bs (p1—Dg/p 


Dg/plle ~ Dor} =0, 
种 -09 偏 G9) 讨 [-(eDoifp: 


一 (由 一 -Doaloz] 《os — D/e} =0 


由 此 给 由 信 计 和 
= dpi(pa— D/Cp1— pa) 4 Doms/ - p2); 
92= + dpalp1—1)/ pi—pa) — Bpip2/(p1~ pa); 


/4 5-1/adbs 
G =—$1+9s; 
亨 =41 一 HpD91+ (@ Mesee 
人 


因为 3 EE > pe i/o -ma) DR 有 名 - . ene/e- 二 


训话 从 出 
3 ms. =mV 7A PT Dr a po; ! 

. ma mV I DP TY (pr — pr) + (1/3)pips/ pl 一 

用 p=19. 3g/cm* 和 ps 一 10. Sg/em, 数值 计算 给 出 ; | 
~ a=4.01g; 5=3.71g; $1=1. 839g; 9 =2.12g; 
m=0.02g; ms=16.89m=0. 348; 2 一 一 17.20 m=0.34g,。 

通过 测量 给 出 的 重量 为 

ql.89g( 十 0.34g) 以 及 py 1238g( 趟 90,34g)。 


po 
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关系 的 调节 | 

,一 个 车 y 与 它 所 依赖 的 一 个 自 变 量 y 之 辣 的 关系 常常 给 定 为 线性 方 
程 的 形式 y =a 十 Bz。 取 变 量 z 的 不 同 值 z，m，…， mr 来 观测 量力 因 
此 要 通过 个 体 测量 加 以 确定 的 共 的 精确 个 为 革 

y=a+B (一 1 ., N)o 
再 设 测 量 值 为 CQ，92 "°° Gny 设 py 23 Dr 为 它们 所 具有 的 权 。 因为 
变量 z 的 值 w yi gn 是 给 定 的 ,…w 和 B 在 测 熏 过 程 中 还 只 是 未 知 的 .可 
以 用 数据 的 调节 来 求 和 有 的 估计 值 。 正如 间接 观测 的 情况 那样 目的 
不 在 于 找 出 精确 值 w， 而 在 于 确定 未 知 的 @ 和 B。 几 为 在 线性 方程 中 未 
知 量 出 现 作为 常量 ,所 以 称 为 常 别 售 计 。 量 B 岂 做 回 娄 系数 。: - 
在 雇用 最 小 二 乘法 时 ， 仍 从 误差 平方 和 开始 ， - 


S=0/ oD3 pa 的 和 (Ho? 六 pas —a— Br), 
Ss 关于 未 知 量 a 4 的 偏 导 数 等 于 等， 这 导出 正规 方程 | 
EE 一 一 -3/05 pw 一 & 一 Br =0; 


Ee er” <a-pryn=0, 


采用 高 斯 的 记号 , 正规 方程 为 
afp]+ Btpe] =[pa], oftpw]+ Bhps’] = fea] o 


0 方 和 和 的 估 计策 | “从 下 痢 Shady 
; EpozJ[p [orj 


AR 从 此 又 可 计算 出 对 
于 量 Yl Ya °°} 织 精确 值 的 入 计 值 加 niGi 一 1，… °y 0)。 权 p=1 
的 个 体 测量 的 平均 误差 给 出 为 


mv 本 wo 


因为 两 个 未 知 量 是 内 观 测 来 加 以 确定 的 。 于 是 m4 一/ 和 Wb: 是 权 为 ps 的 
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关 是 的 和 总 征 作用 本 训 尖 人 各 


[pl ow i ， 
"a= WN mi ee eT a 


TFT ap | 
【 例 】 对 于 十 个 不 向 年 代 的 被 树种 种 场 确定 出 树干 的 平均 直径 2 和 
平均 高 度 % 根据 2 的 数量 大 小 次 序列 出 了 测量 信 ( 见 表 ), 它们 有 相同 的 
维 痪 竹 (6 一 上 11 2,…10) 家 径 和 和 高度 之 间 联 系 的 点 图 表示 了 y 对 于 
z 的 依赖 性 ( 见 图 15.2-1)。 这 个 关系 借助 于 线性 方程 ya 二 Br 来 描述 。 


,测量 信 , .以 厘米 计 , 9 以 米 计 


mI 人 ww 


”图 16.2-1 十 个 松树 种 村 场 平均 高 
' 度 相对 于 平均 二 径 的 上 罗 ;， BEE 午 
=3:83740. yes8 


本 
2 也 ! 


| 
[em 


从 测量 值 计 算出 
. {p=10;.. [Lee] =257.0;. Cpa]= 164. 0;. 
[ps =7430. 24 [pra]= ~4618.266.- 


yi 


由 此 得 出 x: 
B=(4618.26.10—164.0. 257. /rsp. 24. 10 —257. 区 


=0.4888; 
， #4—164.0/140~ 6. 257. 0/10=3: 837。 
图 中 画 出 了 回归 线 乡 =3. 837+0. A838。 进一步 的 计算 给 出 


Sa- 302-5. 1522, 四 


524 第 若 章 误差 计算 ,数据 调节 , 适 近 理论 
且 个 体 测量 的 平均 误差 为 m=0.8025。 由 此 求 出 全 和 B 的 平均 误差 为 
ma=0. 7614 和 mA =0. 0279。 四 
非 线 性 关系 的 调节 ”一 个 量 % 可 以 红 性 地 依赖 于 用 个 变量 so，2 
3, ***, Cko 于 是 y 的 表示 为 
、 4 一 =Posot Bizit Buat ‘+ Baseo i 
为 了 注定 回归 系数 Bo, Bu Bs, ‘0 , Be, 量 y 按 它 所 依赖 的 不 同 信 R04y F141 


B24 机 Bui, ， 机 %) 作 测 量 。 于 是 适 过 个 体 测量 确定 之 量 的 精确 什 


Bin Beet as 人 =1, 2 1)o 

设 测 景 值 为 QI, G9, *'*, Ons 并 设 D1, Po, 7 Dn 为 它 他 所 具有 的 权 ; 如 果 
测量 的 次 数 % 大 于 未 知 量 的 个 孝 8 二 二 那 末 多 余 的 测量 还 可 加 以 利用 。 
未 知 量 Bo Bi B2, "yy Bz 可 用 数据 调节 的 方法 米 确定 。 从 误差 平方 和 
“Ss=(1/0? ) 训 pc- pozo 一 Byeu— Bret)? 


出 发 ,得 出 正规 广 程 
pv[ps 人 十 Bidpeoe] 十 pspao] 十 … +peoe] Epazo] 
Poles] +Bi[pe] 十 Balpewal 十 … 人 ee] = 一 [paziz] ~ 


ppua 十 Bi[pesei] 卡 By[pzug] 十 … 十 记 po- 一 [pazoj。 
解 出 这 些 方程 求 出 房 ， 房 ,，…, 记 。 用 这 些 值 可 以 算出 被 测 数量 bo， oo，…， 
Yn 精确 信 的 估计 值 纪 二 ogos+ 记 zs 十 … “+ Bsi=1,. “5 和)。 权 2= 工 的 
个 停 测量 平 鬼 误 差 给 出 为 


m= [Bo]/ me, 


积 助 于 m 可 以 按 通 常 的 方式 算 汞 权 为 w 的 个 体 测量 平均 误差 并 应 用 误 
差 传 布 律 找 出 估计 什 启 , 遍 , …, 所 的 平均 误差。 
如 果 量 9 可 以 表达 为 了 的 多 项 式 
y=BoF Bz+ B+ .十 Bao 
那 未 在 ”与 它 所 依赖 的 变量 “之 间 存 在 一 个 非 线性 关系 。 这 是 上 面 讨论 
的 允 个 变性 信 灿 关系 购 特殊 情 况 。 为 此 只 人 
ml, 所， Z9 一 2Z3，。 2 


g0=1, 2 go =—23, 9 grt = Qi= °° 7), 
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进而 按照 已 经 给 出 的 公式 确定 庶 ，… 房 以 及 平均 误差。 

【 例 】 在 具有 不 同 平均 树干 直径 已 的 几 个 松林 场 里 ， 观 测 了 在 地 面 
之 上 1.30 米 高 的 每 一 种 树干 平均 木材 总 量 了 ( 见 表 )。 确 定 木材 总 量 了 ,的 
工作 是 以 局 等 准确 性 进行 的 。F 和 4 之 闻 的 关系 借助 于 -一 条 三 次 抛物 线 
来 调节 。 为 了 简化 计算 ,引进 一 个 新 的 自 变 量 > 一 (4- 30)/5。 量 了 表示 
为 三 次 方程 也 = Bi 二 Biz 十 6az2 上 Baz3 它 的 系数 6o，B1, Bz, Bs 通过 观测 
数据 的 调节 来 加 以 确定 。 误 差 平方 和 为 


S~ (yo 站 人 Bo-Bre- Por} ~ Bon)’, 


| | 观 测 
¢ TT 
diCem) VRE) 
1 10 | oo | 
2 15 0.094 ,| | 
3 “20 “| ”028 | 
| 4 25 ”0.388 . 
5 30 0.643 
6 35 0.987 
| 7 :40 : 1.426 
8. | 45 | 1.969. 
“9 | 50 2.632 
正规 方程 具有 形式 


: 9».Bot [Lx]B+ [x21Ba+ [zB = Ey 
{218, + [#8 [zBa+ [JB3= [rr]; 
. [3B + [23]Bs+ [eBat- LJBa = [22V], 
L221Bo + [zB1+ Lr]Bs + [JR [23y J] 
从 观测 数据 计算 出 四 
[z]=0, [xz]]=60, [2s]=0, 
[x3=708, [x]=0, [j=9780, 
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[Pj=8.382, [xr]~—19.058, 
[27]=69.090, [sy]= 227.456。 
EM 方程 的 解 验 出 为 : 
1 房 =<0.64540， 房 =0.296348， 
: B=0.042890, Pam0.0018039。 | 
因此 抛物 问 归 更 线 为 “ 
太一 0.64540 十 0， 296348[ (a— 30)/5] 
十 0.042890[(C- 30)751? 
+0,0018039[(d— 30)/5F。 
调节 值 信 显示 在 表 中 。 
.函数 用 一 些 较为 简单 的 函数 来 表示 
最 小 二 乘法 在 数学 申 不仅 利用 于 观测 的 调节 < 例如 ， 若 要 对 一 个 复杂 
函数 9 一 (2) 找 出 用 较为 简单 的 函数 go(2)， 91(7)，… rz) 的 一 个 带 
近 ， 就 可 涡 助 于 最 小 二 生 法 确定 线 住 表达 式 y=f (2) 一 Bopo(2) + Bipi(z) 
十 … +ps Co) 中 的 系数 Bo, Bi, …， Bs。 
”如果 函数 y 一 JCz) 只 知道 在 离散 点 Wi 一 2 na> 肪 上 的 什 
Dn oI (C20), 那 末 从 偏差 的 平方 和 着 手 : | 


3S- 六 [y— Bupolwi)— Bipi(m) 一 … .Bp (2)]’, 


另 如 果 已 知 在 区 间 orb 上 函数 y~f( 的 全 过 程 那 末 就 内 
俩 辣 平 方 的 积分 着 手 ， 


8={ [fC2) -po pps = pupa) de, 
在 两 种 情况 下 ， 杀 数 &，…，B 都 是 以 这 样 的 方式 来 确定 的 ， 即 8 取 极 
小 信 。 将 和 局 piCab)gx(ao 或 积分 | piz)ga(p)az 记 为 [psprJ， 将 和 
yeeom dm vesDputD 2 为 [yenJ， 就 得 到 正规 方程 


Polg21+ BLpop!] +Bs [popsl+ -+B [pop:1= [ypo], 
Bolwipol tBilg?] thalpipe] + 十 … +Blpip]~ [yp 


pofprpe] + BiLgup + BLpepy] + "tbo = ypedo 
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从 这 个 线性 方程 组 算出 60, …，Bx。 若 [p94x] 当 i 于 时 值 为 0, 而 当 i=% 
时 值 为 1， 则 正规 方程 的 解 具有 特别 简单 的 形式 , 其 解 为 6 二 [yp] 。 当 
函数 px(z) 形成 一 个 直 交 (标准 迁 交 ) 尚 数 系 的 时 候 就 出 现 这 种 情况 。 著 
名 的 直 交 函数 系 是 三 角 泡 数 sinngp，cosng(m 一 0， 1， 2, 3，…) 以 及 勒 让 
德 多 项 式 。 i : 


15.3” 通 近 理 论 

可 以 这 样 说 , 近似 值 的 各 种 各 样 计算 都 属于 逼近 论 。 不 过 在 比较 严 
格 的 意义 下 ,将 逼近 沦 理解 为 一 定 的 数学 过 程 , 它 能 用 较为 简单 的 讨 算 来 
代替 复杂 计算 。 必 须 接受 一 个 事实 ,就 是 按 这 种 方式 得 到 的 不 是 精确 解 ， 
而 只 是 近似 解 。 一 方面 , 这 些 近 似 方法 用 来 节省 计算 工作 量 。 另 一 方面 ， 
对 于 许多 数学 问题 只 有 借助 于 近似 方法 才能 获得 数值 解 ， 例如 一 个 给 定 
的 积分 , 它 不 能 用 闲 合 形式 表达 , 那 末 其 数 信 就 只 能 求助 于 近似 方法 。 已 
经 研究 出 了 许多 不 同类 型 数学 问题 的 近似 过 程 。 每 一 个 近似 过 程 必须 有 
一 个 由 于 应 用 它 而 产生 的 误差 的 估计 什 。 

”计算 函数 值 的 近似 方法 

全 部 数值 计算 都 是 在 加 、 减 .乘除 四 个 基本 运算 的 领域 内 发 生 的 。 如 
果 要 计算 一 个 比较 复杂 的 数学 函数 x), 就 必须 将 它 表 示 成 只 应 用 这 四 
个 基本 运算 的 那 种 形式 。. 通 芝 信 助 于 等级 才 民 下 来 做 到 这 ”点 人 见 瑟 . 
第 8 章 )。 
: 对 于 大 的 自 变 量 信 的 浙 过 表示 如果 要 对 于 大 的 自 变量 信 计 算 枉 政 
jz) 的 值 , 一 种 可 能 性 是 通过 将 # 一 1/5 代 入 函数 进而 将 f(z) 一 了 C12) 
展开 为 =1/s 的 罕 勒 级 数 ,得 到 一 个 近似 公 式 。 因为 了 非常 小 , 所 以 一 
般 地 说 晨 开 可 以 限于 少数 妃 项 。 另 一 种 可 能 桂 是 对 于 矿 (w) 定 出 一 个 渐 
过 表示 或 浙 近 展开 。 如 果 im [FCz) 二 pC2)] 生 0, 则 函数 9( 屿 称 为 如 (5) 
的 渐 近 表示 ,: 写 为 F(z) wp(z)。 车 写成 天 (v) =9(%) 十 BCz)， 则 余 项 
RCz) 必 须 满足 rn RCz) ~0s 如 果 卫 (2) 一 p 《2)[EL+ C2) 了 其 中 lim r(x) 
-0, 水 即 如 果 对 于 大 的 2 什 而 言 商 了 C2)yp 如 ) 扑 于 1， 则 常 将 这 样 的 一 
个 函数 p(z) 也 叫做 环 (z) 的 渐 近 表示 : 天 (vw)~g(w)s : 

高 类 误差 积分 的 渐 近 展开 对 于 高斯 涡 关 积分 应 用 前 次 委 剖 和 分 
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B02) =[1/Y 如] | 顺 ”exp[ -#2/9]a=1-[1/V 琶 1 exp[ -#2/2] 
=1- [YW]{(/z)oxp[ -2/]- 『 CHMtexp[ 一 ?ala 
=1- [C/V]{ /exp[ -2 (fyexpL -2/3 


+ C3/t)expL #2/2]at}。 
用 前 三 项 就 已 找到 一 个 好 的 浙 近 表示 
GOT-[UVV 现 1GVaerp[- /9 ~ C1/zDexp[ #2/2}, 
余 项 Ba =- [1/Vam] fC/t expE ~ /2 
可 以 估计 为 
< 可 1G@/ 罗 [texp[—#/2lat 
—[1yV m1(3/z)exp[ — 23/ 
当 z-> 时 它 趋 于 零 ， 即 使 对 于 z=2 浙 近 表示 的 误差 亦 已 小 于 
5.10-3 。 
欧 拉 求 和 公式 “如果 要 求 作出 渐 近 表示 的 函 教 F(z) 可 以 表示 成 和 
式 也 (zw) = 了 (DD 十 J2) 十 … 十 fw 一 1 二 FCz)， 其 中 到 8) 为 一 个 给 定 的 本 
数 而 z 是 一 个 正 整 数 , 那 来 从 欧 拉 求 和 公式 可 以 获得 它 的 一 个 汤 近 表示 。 


Po)=- 4 f(att LC) +7(D)] 


Bo 


欧 拉 求 和 公式 | 9 
. . + 六 - 吕 -Creraa- FNDI+ Rn(g) 


在 这 个 公式 中 Bo 是 伯 努 利 数 , 开头 少 个 为 Bs =1/6, B=—1/30, Be= 
1/42, Ba= -1/30，Bio=5/66，Bi2 一 一 691/2730 ( 见 IL. 第 8 章 )。 余 


项 可 以 估计 为 [RD 1<[E/ Gm)* 丰 ImD 1dt。 如 果 当 z-> o 时 


BR,(z) 趋 于 零 ， 那 未 在 歼 拉 求 和 公式 中 了 略 去 涂 项 就 得 到 环 (o) 的 渐 近 表 
示 。 而 如 果 当 2 一 eo 时 ,Cg) 赵 于 某 个 极限 cs。 那 末 在 网 拉 求 和 公式 
中 用 极限 oo. 代替 《wz) 就 得 到 一 个 渐 近 展开 。 
阶乘 函数 x! 的 渐 近 表示 “ 取 w! 的 自然 对 数 ,就 有 ，， 
Fx) =lnz) ~lnl1+l2+..+Ihz, 
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在 欧 拉 求 和 公式 中 只 保留 到 一 阶 导 数 项 (一 站 ,就 得 到 
办 二 IntW 二 CHV3) Unst lol) + C1/6) (1/%) (H/o -D+ Rs) 


, =zlns— s+Ing/241/(12) +1- 1/12+ RiCs)o 
余 项 RiCz) 可 以 估计 为 [Bi(2) |<<(1/w) C1 一 1/zD。 更 为 精确 的 研究 
给 出 im Rw) =61=1/12*11+ lnV ro 在 殉 拉 求 和 公式 中 用 这 个 极 
限 来 替代 已 (o)， 就 获得 渐 近 表示 

Fl(r)o (s+1/2DIny— _ztlyaan tnV 

由 此 得 出 “zl =er@V Drswrexp[ 一 z+1/(12w)]。 
对 于 非常 大 的 “ 值 ， 指数 中 的 项 I/(12z) 可 以 略 去 ， 于 是 得 到 斯 特 林 
(Stirling) 公 式 。 


2 各 V pe pe 


. 函数 用 多 项 式 送 近 | | 
， 如 果 对 于 函数 y=f(2) 已 知 在 自 变 量 yz 一 co，2 一 01 …，zZ 一 2n 处 的 
池 教 全 那 末 这 些 点 称 为 基础 点 ， 而 相应 的 函数 值 yo 二 《wo), 所 二 了 (21)， 
= gr 一 Fo) 称 为 基础 值 。 问题 是 对 位 于 相 邻 两 个 基础 点 之 间 的 任意 
信 计 算 其 卫 娄 人 y=f(z), 若 精确 地 定 精确 信 
出 y= 了 《x) 包 含 着 大 量 的 计算 , 那 就 试 “.. : 
图 用 所 谓 的 内 播 法 从 已 ' 知 的 函数 值 - 
Yo, 0 Yn 来 近似 地 计算 出 所 要 到 
的 函数 值 y。 
线性 内 插 对 于 角 泛 数 或 对 数 ， 
当 确 定位 于 表 中 给 出 的 数值 之 间 的 函 
数值 时 ， 我 们 就 熟悉 了 最 简单 的 内 插 
过 程 。 家 中 给 出 的 数 信 是 基础 值 , 而 1 . 
所 要 求 的 什 通 常用 绒 性 内 揪 来 找到 。 . 
为 此 只 需要 两 个 基础 点 wo 和 及 其 图 上 巧 . 91 两 个 基础 点 之 间 
基础 值 如 一 fo) i 一 f(z1)。 值 y 一 的 线性 内 插 . 
f(z) 是 要 求 的 ， 这 里 zo<z<m。 用 线性 内 插 类 比率 @Y 一 go)/(2 一 6) = 
yi 一 yo)/ (41 一 20) 找 出 什 Y=g0 十 (2 一 007(y1 一 如)f 《zi 一 00)s 这样; 在 区 
间 (zo，21) 内 还 数 y== 了 (x) 的 曲线 段 就 苦 代 为 通过 点 (wyo) 和 (81, 41) 


y=/ (0) 
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的 直线 逼近 ( 见 贺 场 :-3-1)。 
广泛 意义 下 的 内 插 ， 一 般 地 说 ， 所 有 汐 内 插 法 站 于 将 基础 点 oo 
0 2 邻 域内 的 函数 % 一 7 起 代 为 比较 简单 的 函数 ， 而 它 对 于 这 个 
邻 城内 的 函数 y =7(z) 为 庆 可 能 最 好 的 这 近 . 移 定 这 种 近似 亢 数 的 一 个 方 
法 就 是 景 小 二 乘 伟 ,在 别 的 一 些 过 程 中 , 傅立叶 分 析 和 数据 调节 也 是 建立 : 
在 它 之 上 的 5 姑 果 为 了 说 遇 近 似 函 数 谭 镍 确定 的 参数 要 比 可 以 利用 的 鉴 
础 点 为 少 , 那 末 就 能 应 用 它们 。 以 这 种 方式 确定 的 近似 函数 一 般 地 并 不 
正好 通过 已 知 的 基础 值 (xzo yp),: 《2 0) 《vcoy go) 0. 
严格 意义 下 的 内 插 . .下面 我 们 将 内 播 法 理解 为 对 于 y= 了 《wm) 它 所 作 
出 准 近 似 函 雏 在 基础 点 49). 24 …,, tn 上 正好 取 莫 础 值 #joy bo 4rs 因 
为 多 项 式 是 最 简单 的 可 以 利用 的 画 数 ， 所 以 就 试图 在 mm，zb …， 人 的 邻 
域内 找 一 个 对 于 画 孝 =<F( 信 的 多 项 式 再 迎 > 由 代数 知道 ; 正好 有 一 个 
n 次 多 项 式 P.(2) 通过 #8 和 个 给 定点 (zo, 级 《ox gD Cn Yn)。 
这 个 多 项 式 就 选 作 对 于 y= 了 f(z) 的 一 个 近似 函数 ,“ 寡 此 种 丕 同 的 方法 来 
确定 它 ;它们 全 都 导致 同一 个 多 项 式 台 ;(x); 虽然 它们 的 外 部 形式 不 同 ， 
但 这 只 是 未 岗 内 揪 方 法 之 间 的 差异 。 
多 用 区 于 式 d: 如 昌 光 项 外 要 碟 叫 Ce -ac+apt- ny 
其 中 qoy ,0 …， mm 为 未 定 的 系数 ,条件 是 过 项 式 要 通过 点 (zw 加) (ov 
0» GA gw 二 必须 消 尼 下 边 列 出 的 方程。 这 是 为 了 确定 ao ab， 
7 qi 的 二 十 个 方程 >、 .如果 基础 辟 zo 2 全 不 相同 ; 那 末 它 们 
pe | ~ 
: | 3 一 0o oa 二 ao 十: .au . 
1 | yaoi erm tant» "apm? 
i : ; hs i 
: : yo 00 a fas hm Tan 
哆 ) 六 数 J=VY 用 一 个 通过 点 (z= wy 人 -1 21, 六 = 
1.) 和 (ws =1.44; ys 一 1.2) 的 二 次 多 项 式 来 表 近 。. 设 Pn)’ 十 QiT 十 
asz2。 从 右边 列 出 的 方程 找 出 co= | 
0.4099, a1=0.684%, aa 一 一 0.0941。 
在 内 插 多 项 式 g 一 Vz 坊 0.4099++ ， 
0.68434 二 0.0941z2 中 代入 什 zo= : 
二 3 给 出 Viasd1.1403。VT1,3 的 精确 值 为 1.140175。， 


"1. 0 一 ma 十 ol 二 四 
1. 4go 二 1 91a +1.46410s 
| 工 .2 一 0 十 工 ,44a4 十 2.0736as 
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这 是 在 平方 才 中 反 内 插 的 一 个 简单 例子 。 昌 然 在 这 个 方法 中 所 采取 
的 形式 是 非常 简单 的 ,但 内 搬 多 项 式 的 最 后 确定 需要 很 大 的 计算 量 , 特别 
地 , 若 有 大 量 基 础 点 要 考虑 在 内 的 话 更 是 如 此 。 由 于 这 个 原因 , 拉 格 朗 晶 
和 牛顿 选 到 与 多 项 式 Phn(2) 稍为 不 同 的 形式 ， 从 而 达到 计算 起 来 比较 简 
单 的 公式 。 

拉 烙 朗 日 内 插 多 项 式 拉 格 衣 日 对 于 允 近 多 项 式 取 作 

~ P,(s) =Lo(2)yo + Talay “+ (yn oo 

其 中 基础 什 Y 的 菜 数 jks) 是 的 ,次 多 项 式 。 它们 是 单间 从 基础 点 
wj=0,. 1 2 计算 出 来 的 , 状 且 在 入 炭 点 上 取信 Te。 ,如 果 多 项 
式 (2). 究 接 这 样 风 方式 来 确定 : Lz) i 时 具有 值 1 座 : 当主 j 时 
具有 月 值 0。 , 那 末 多 项 式 温 近 Png) 肯定 正好 通过 点 (zo， go) (wy YD) 
(ews yn)。 由 拉 术 及 目 定义 的 多 项 满 是 流 人 条 伯 。 


。 粒 烙 妆 日 内 播 多 项 式 及 拉 格 衣 日 多 项 式 


y=f (0) Pag) = Lor)yot aCoYE ee Da) 


Di— Fo) (Te — BH1) 人 24 一 
“T=0, 上 …， 


和 如 虹 值 TH ,之 一 代入 人 那 未 分 子 总 是 刚 
好 有 一 个 因子 为 夫 ; Ti z 一 os 时 分 子 等 于 分 母 。 将 这 此 多 项 式 引 进 
Pn(z) 中 就 获得 拉客 朗 日 内 插 多 项 式 。 

【 例 】 借助 于 拉 格 朗 日 内 揪 法 , 对 于 函数 y=Vw 确定 出 通过 点 Cm 
=1, go=1), (m=1.21, y=1.1), (w=1.44, y=1. 2) 的 抛物 线 逼 近 ， 
从 下 边 列 出 的 拉 格 朗 目 多 项 式 

mo 
(om 一 (x—w0) 2— 72) = 1.0) Cz—1. 他、 


《23 一 xzo) (21— 9), ; ~0.048 
(TP— Ko) (7—71) _ 1.0)(z—1.21) 
Ll®) (a ~ -mo) (24— m0) “0.1012- 


得 到 逼近 多 项 式 为 
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Palw) =(0—1.21) (0~1.44) 01. 0/0.924) 
—(w—1.0)(z—1.44)(1.1/0.483) 
+ (~—1.0)(2~—1.21)(1.2/0. 1012); 
Paw) = (2—1.21) (2—1.44).10.8225 
-1.0) (~1.44).22.7743 
.十 (z 一 工 .0 Co— 工 .31)， .11.8577。 
多 项 式 已 经 能 够 以 这 种 形式 用 于 数 信 计 算 。 乘 出 括号 并 把 zx 的 同 次 军 并 
项 ， 重 又 得 到 前 面 定 出 过 的 多 项 式 Ps(x) =0. 4099 十 0.6842z 一 0.0941z?。 
牛 玫 内 插 多 项 式 如 果 利 用 拉 格 妆 日 公式 已 经 确定 了 通过 基础 点 
(zo 7 (2 的) (zw 如 ) 的 wn 次 多 项 式 ， 现在 再 添上 :一 个 基础 点 
(za ad)， 要 确定 道 过 所 有 这- % 十 2 个 基础 点 的 bo 上 1 次 多 项 式 表 近 ， 
那 示 在 应 用 拉客 并 有 公式 时 训 个 计算 要 重新 从 头 做 起 。 所 有 的 拉客 六 日 
EAC OA 必须 重 作 计算 。 另 一 方面 ,对 于 牛 领 内 
播 法 来 说 ， 在 这 各 情况 下 只 须 汪 上 一 个 附加 项 这 个 方法 的 出 点 是 对 
于 多 项 式 外 近 取 作 
Pil) 一 Do + 一 入) 十 jx 一 2o) {z 一 21) + . 
， 上 bo(z 一 和)(z 一 2…(z 一 on-D。 ' 
系 钥 ， 如 ,7 b 是 按 这 样 的 芳 式 确定 户 玉 的 访 多 项 式 通 过 点 
(wo, Yo), (1; Y1)y 《2 Yn)o 将 信 om 2 …， 知 代入 和 牛顿 公式 中 的 
z 处 , 就 得 到 你 样 方程 组 : 7 
yo = Do 
Yi=bot bi ~ oo 
bt he 7x0) + ba(wa — -2%) (mm) 


yo bet hike, — so) + baw —%0) (Ti— 0) Te 
+ bn(zn — m0) ee 
这 个 方程 组 可 以 一 步 一 步 地 解 出 50, 51,…, Bw” 利用 所 诲 差 商 ( 见 IT. 
第 16 章 ), 以 to=go 为 开头 ,页 pp bb 的 公式 。 
从 第 二 .第 三 及 以 后 的 方程 一 步 一 步 地 得 出 ， 
D1=(Y1~y0)/ (F170) 一 [zrzo]; 
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8a 一 o 十 [zizo] (zy -2Zo) + ba (Ta ~ 20) (v2 — 71) 
或 [x270] = [six0] -+ ba CT3 ~ 1), 
最 后 有 0 一 [zazizo]，…，pr 一 [zxzz-0…z120]。 
将 这 些 系 数 代入 所 采取 的 公式 中 去 就 获得 生 顿 内 播 多 项 式 。 


y=f (2) yot [rir0] (x — 20) + [raviT0d (2— Xo) 
牛顿 内 插 多 项 式 x 《z 一 21) 十 … 十 [eazn-t zazlzoj(z 一 2m) 


X (2Z 一 Ze(Z 一 oo 


如 果 考 虑 再 加 一 个 基础 点 (znsb Ya+1)， 那 未 只 要 在 已 经 算出 的 多 项 式 中 
添 进 一 项 [znkaznzn zszizo](z 一 zo)(2 一 20…(z 一 on)， 就 获得 了 一 个 
通过 所 有 点 (tos 加 )，(2D YD pp， (2 gr) (rs r+) 的 “+1 1 次 多 
项 式 。 

在 和 牛顿 公式 中 用 的 是 递减 差 商 ( 见 开 . 第 16 章 第 2 节 )。 然而 ,在 失 
号 公 于 和 基础 点 到 度 次 订 -221 02 …， zn 不 是 实质 性 的 。 如 果 它 们 依 
任意 次 序 rs z4，…，24 排列 ， 并 应 用 上 面 描述 的 过 程 ， 那 末 就 得 到 一 般 
形式 下 的 牛顿 内 家 多项式 


y=f (2) PT) y+ (ro Ey] TF — 20) CT— 4,) [zz024] 


十 … 十 (%. — TAT— ee) 一] 


将 基础 点 排列 成 次 序 ao Tn-1y Vly Wo 就 得 | 
y=—f(s) Pn(T) 一 加 十 (一 or) [z aa] 
十 (一 or)(2 一 on-)[zn_szn lzm] 十 … 
十 (了 T 一 op)(GZ 一 Zr-D 和 mv(Z 一 01)[zozl…zn]。 
这 个 公式 用 的 是 递增 差 高 (在 下 表 中 双重 划 线 )。 公式 也 可 按 这 样 的 方式 
排列 , (在 下 素 巾 部) 用 中 心 差 衣 来 形成 多 项 式 遇 近 。 不 管 选取 哪 一 种 形 
式 来 表示 ， 总 是 效 得 唯一 确定 的 4 次 多 项 式 通过 点 (zo yo)， 人 yi) 
C2 yn) o 
【 例 ] 为 了 借助 于 牛 力 内 揪 法 确定 对 于 函 才 四 = V/ 通过 点 (mw 一， 
名 一 1，( 人 一 工时 区 一 上 .二 (za 一 上 44 Ya 一 1.2) 的 抛物 线 通 近 ， 首先 
来 计算 差 商 。 可 
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1 
~ |0.1|0.4761901 
工 .对 |j 工 .1 一 | 一 一 一 一 | 一 0.041408| 一 0.0941 
| 010.434782 1 一 一 一 一 
1.44|1.2 一 


当 用 递减 差 商 时 ,牛顿 内 插 多 项 式 为 
Po)=1+(2-1).0.476190— erDe- 1. 2 .0.0941; 
丽 用 违 增 姜 商 时 * 它 是 - 1 
Pa(z) 一 1.34《z 一 1 4). 0.434782— (~1,44) (2—1, 2 ‘0.0941; 
用 中 心 差 商 则 为 
Ps(2) =1.1+ Ce—1.21)-.0.434782— (2—1.21)(%2—1.44) -0.0941。 
把 包含 x 相同 等 次 的 项 合并 在 一 起 ， 所 有 这 三 种 情况 都 导致 前 曾 已 经 定 
出 了 的 多 项 式 | 
Pale) =0.4099.+0.6842x—0. 094lzz。 
等 距 基础 点 如 果 基 础 点 zi ,2 …， 徊 是 等 距 的 (2 2 ,A 
过 点 Co, wo)，…，(am 9 的 后 椭 内 搬 多 大 式 
Po yo C420) EI] + ee) ~ : 
Xx (2— m5) [van iz0] | | 
让 关 商 就 可 由 简单 的 关 分 来 这 ， 这 时 令 z=zo 二 态 ( 见 开 , 第 16 章 ) 在 
计时 引 进 的 天 楼 中 , 此 处 所 用 的 差分 位 于 从 左 落 到 右 的 对 角 线 上 。 


用 递减 闺 分 的 牛 是 内 捅 公式 ， 


了 nti) tidyrof 革 后 D y+.. 
A DG .一 nt Jy: 


还 可 每 虐 基础 点 .io -为 多 wn 一 0 一 Hi 并 确定 通过 
点 (zo Yo), (Vl -De (Vn Yn) 的 牛顿 内 播 多 项 式 ， 得 到 . 
PC%) yot (P80) Tver (2—20) (£—721) L012.2]+ 
: Fo) ra) (rnt) [zz “Tnjo | 
在 这 个 多 项 式 中 差 识 同 祥 可 用 简单 的 差分 来 代 蔡 。 1 


和 a 


[Stat 
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用 递增 差分 的 牛顿 内 插 公式 


P(go 一 衣 ) 一 yp 二 Hg 十 区 二 yt 


+ 外 全 二 人 全 二 用 于 dg 


最 后 基础 点 可 以 排 成 交替 序列 zo，zb 2 _7 四 ，2_2，za …e 相 应 的 

牛顿 内 插 多 项 式 为 
Pn,(T) =yot+ (2— To) Eero] + C2— 20) (2— 1) [zizoz 本 
十 (一 rzo)(z 一 DCz 一 9_1)[zozizoz +e 
依照 可 以 利用 的 基础 点 数 是 偶 (2= 321) 还 是 奇 (4 一 2 二 人, 多项式 的 末 
项 为 
《3 一 20) (2 一 2 (2 一 人 人 (2 一 21)[zxzs -op 二 

或 (2 一 各) (2— £1) (2 一 0 人 和 (2 一人) [oer 0 


如 果 差 商用 寻常 的 差分 来 替代 , 则 得 高 斯 内 插 公 式 。 


高 斯 内 插 公 式 
Pawot ih) yt tly EL pyot KEE ys 


DEHDG-D) Ant 


这 使 用 了 差分 格式 里 靠近 中 部 的 那些 差分 。 还 有 第 二 个 高 斯 公式 ， 
其 中 的 基础 点 排列 次 序 为 zo, z_b zp 7_9 mm，…。 斯 桂林 (8tizling)、 近 
普 拉 斯 `. 贝 塞 尔 、 埃 弗 里 特 ( 了 verett) 等 人 曾经 给 出 别 的 内 插 公 式 ， 它 们 是 
由 基础 点 的 不 同 选取 以 及 由 牛顿 公式 和 高 斯 公式 的 适当 组 合 而 得 来 的 。 

表 内 插 

车 基础 点 zo, zt ，…， zn 按 大 小 次 序 排列 zo< zi<…<2zr， 又 沙 函 数 
y 一 了 (%) 在 区 间 (%o， Zn) 内 用 通过 点 《zo 9Y0)，(2y 8， Con Yn) 的 多 
次 内 插 多 项 式 来 代替 , 则 允 近 误差 由 余 项 Rn 来 确定 。 


| BX) =f(2)— Pn(2) =(7— TOF— 77— zn) Ty (En+ D1!] | 
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一 般 地 说 , 量 是 区 间 (zo, 2o) 内 的 一 个 未 知 值 。 例 如 , 要 用 线性 内 播 来 
确定 自 变 量 位 于 两 个 表 值 xm 和 mm 十 zh 为 表 的 间隔 ) 之 间 z 处 的 函数 值 
Y 一 om， 那 末 内 捅 误差 为 mcz)= 一 (一 zz 一 mo 一 7 GE)/3。 乘 积 
(x 一 Yo)(w 一 一) 在 z 一 加 十 hf2 处 具有 它 的 最 大 绝对 值 ,因此 内 插 误 差 
可 估计 为 [RE2(z)| < (C228) |y"《w) 1, 其 中 须 代入 在 区 间 (zo, oz 上 | | 
的 最 大 值 。 在 位 数 表 中 用 内 插 ， 其 内 播 误 差 应 不 超过 第 位 的 半 个 单 
位 。 由 此 得 出 : 


A 


【 例 ] gsinx(0*<z<45°) 的 五 位 数 宕 有 间隔 h 一 0.01*， 因 为 
Y (92) 一 一 了 /gin?z， 其 中 收 =]ge, 所 以 > 必须 满足 不 等 式 (13/8)(M/ 
sin?z) <0.5.10~5, 这 里 为 化 为 弧度 计算 。 由 此 得 出 sinx>0.01819。 当 
x>1.04° 时 满足 这 个 条 件 ， 因 此 在 这 个 表 中 当 x>1° 时 可 以 作 线性 内 
播 。 

如 果 表 中 不 允许 线性 内 揪 , 那 末 就 得 应 用 高 次 内 播 公式 。 在 这 些 内 播 
公式 中 , 渤 基 础 点 选取 得 使 内 播发 生 在 所 取 基 础 点 围 成 区 域 的 中 间 附 近 ， 
则 能 达到 由 余 项 定 出 的 内 捅 误差 相当 小 。 利 用 中 心 差分 的 一 些 内 插 公 式 ， 
诸如 高 斯 内 插 公 式 ， 可 以 达到 这 个 要 求 。 而 如 果 必 须 在 表 头 或 者 表 尾 作 
内 插 , 中 心 差分 就 不 能 利用 了 , 这 时 又 回复 到 带 有 递 碱 差分 或 者 递增 差分 
的 牛顿 内 插 公 式 。 
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数学 在 它 的 严格 意义 下 对 其 数量 命题 使 用 实数 连续 统 和 复数 连续 
统 , 以 及 基于 这 个 数 系 之 上 的 数 之 间或 如 向 量 、 和 矩阵 等 对 象 之 间 的 关系 。 
在 数值 数学 中 所 有 的 命题 都 必须 借助 于 有 理 数 来 完成 ， 而 且 通 常 在 使 用 
数字 计算 机 时 必须 借助 于 仅仅 有 限 多 位 小 数 来 完成 。 因 此 在 数值 分 析 中 
为 形成 一 个 数学 问题 的 求解 过 程 需要 提出 一 个 模式 ， 而 这 就 会 引起 含 人 
误差 和 过 程 误差 。 


16.1 引言 


合 入 误差 是 在 将 一 个 给 定 过 程 中 出 现 的 实数 映射 到 许可 的 有 理 数 范 
力 情 况 下 发 生 的 。 在 实行 映射 时 , 不 仅 问题 的 初始 数据 ,而且 还 有 每 一 步 
计算 后 的 中 间 结 果 都 会 失真 。 过 程 误 差 之 所 以 出 现 , 是 因为 每 一 个 超越 
运算 必须 由 诸如 加 、 减 . 乘 和 除 等 可 以 实现 的 运算 组 成 的 一 个 有 限 链 来 替 
代 。 如 采 模 式 过 程 的 数量 结果 与 精确 过 程 的 结果 仅仅 相差 一 个 指定 的 小 
量 , 则 模式 过 程 是 数值 稳定 的 。 

数值 过 程 的 准确 度 估计 “估计 数值 过 程 的 准确 度 是 一 个 非常 重要 的 
实际 问题 , 但 不 是 容易 解决 的 。 它 的 解 在 很 大 程度 上 依赖 于 所 讨论 的 问题 
.类 型 .在 应 用 中 首先 要 区 别 两 类 问题 逼近 一 个 能 用 公式 来 表述 的 数学 对 
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象 ,以 及 允 近 一 个 已 知 它 存在 但 只 能 用 测量 来 近似 地 确定 的 数学 对 象 。 
对 于 由 公式 给 出 的 数学 对 象 的 准确 度 问 题 ” 数 向量, 函数. 泛 函 和 算 
子 是 由 公式 给 出 的 数学 对 象 数 、 向 量 或 函数 被 姥 作 空间 的 点 并 用 序列 或 
与 之 相当 地 用 关于 坐标 元 素 we 及 分 量 ce 的 级 数 z 一 局 os64 来 逼近 。 
在 数值 分 析 中 这 种 类 型 的 每 一 个 展开 必须 在 有 限 多 步 逼 近 后 予以 截 
断 ,就 是 说 代替 而 满足 于 逼近 z= 属于 这 个 问题 的 有 两 个 质 


坚 准 则 Qi 和 Qs 人 一 2 为 展开 长 度 的 度量 , 8 是 逼近 密切 性 的 度量 , 例 
如 对 于 数 来 说 有 [2 一 2*|, 或 者 对 于 函数 来 说 有 sup|zCb) 一 z*(t)1o 

感 兴趣 的 是 要 使 81 和 Qs 都 尽 可 能 地 小 。 然而 ，@1 小 与 8 小 是 互 
相 矛 盾 的 。 如 果 系 数 6; 是 由 某 个 确定 的 规则 ， 例 如 巾 泰勒 级 数 展 开 计 算 
出 来 的 , 那 未 对 于 给 定 的 Qi 一 % 就 没有 8s 回旋 的 余地 ，9s 被 所 要 逼近 的 
元 素 圈定 下 来 。 但 8 仍 是 未 知 的 , 因此 实际 上 只 得 满足 于 8s 的 一 个 
准确 度 估 计 , 例 如 级 数 展开 中 的 余 项 估计 。 

更 加 有 趣 的 是 ce 并 非 由 某 个 确定 的 规则 得 出 ,而 是 对 于 给 定 的 @: = 
% 要 确定 c 使 得 Qs 成 为 极 小 的 这 种 异 况 。 这 种 确定 规则 表示 一 个 最 优 
展开 过 程 。 在 这 种 情况 下 通常 寻找 这 样 的 规则 , 使 gamia(7 是 一 个 单调 
减少 函数 。 

如 果 考 虑 正 交 级 数 展开 , 其 坐标 元 素 % 在 一 个 适当 的 矩 量 运 算 及 下 
满足 正 交 性 要 求 ， 当 i 去 j 时 用 (esey) 一 0， 并 且 如 果 选 取 Qa= 放 [LC% 一 2*) 
(zx 一 2*)] 作 为 逼近 的 度量 , 那 末 就 是 对 于 给 定 的 % 要 求 寻找 值 6 保证 8 
极 小 。 对 此 得 到 ce= 开 (zeD)7M(exeo， 而 极 小 值 为 


Qs min=M(LT) -名 M(xer) /MUM (em)o 
显然 gs min 是 % 的 单调 减少 函数 。 对 于 数 项 级 数 到 和 矩 量 运 算 (zy) 一 
z*%， 对 于 向 量 级 数 取 数量 积 路 (wy) = (z, 9， 对 于 随机 变量 取 期 望 值 运 
算 , 对 于 函数 则 取 函 数 空 间 中 的 数量 积 了 [C2y) = | zCDyCDp(p)at 在 由 


公式 给 出 泛 函 或 运算 的 情况 下 ， 准 确 度 估计 之 困难 在 于 给 定 运算 的 一 个 
通 近 要 对 广泛 的 一 组 原始 元 素 9 产生 与 该 运算 几乎 相同 的 效果 。 

如 果 对 于 给 定 的 运算 ( 泛 隐 或 算 子 ), 关系 z 一 Fy 成 立 , 那 末 对 于 近 
似 运 算 F* 就 得 到 相应 的 关系 x2* 二 F"y。 通 常 的 过 程 是 用 一 定 的 线性 基 
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础 运算 户 的 线性 组 合 "一 总 or 访 来 通 近 环 。 这 里 能 够 用 类 他 展开 元 


素 = 的 那 秋 方 式 进行 ; 困难 只 在 于 必须 用 适当 的 方式 消除 对 乡 的 依赖 竹 。 
通过 对 乡 作 一 个 附加 的 平均 或 通过 抵 量 方法 可 以 达到 这 一 点 ， 此 时 要 使 
sup MX((z 一 他 9) 为 极 小 。 然而 这 里 遇 到 了 象 切 比 晓 夫 逼近 ( 即 用 一 致 


收敛 的 级 数 遥 近 函 数 ) 同 样 性 质 的 困难 。 

必须 通过 测量 来 近似 表示 的 数学 对 象 准确 度 问 题 ”测量 总 是 提供 关 
于 所 要 确定 的 对 象 的 不 完全 信息 。 因 此 必然 会 想到 从 测量 产生 数学 对 象 
尽 可 能 最 优 的 逼近 。 在 对 于 某 一 组 原始 元 素 y 的 测量 zi 基础 上 , 包含 极 
值 捷 索 在 内 的 问题 或 逼近 一 个 运算 F 的 问题 常常 就 是 这 种 情况 。 

在 这 些 问 题 中 必须 区 别 两 个 阶段 ， 获 悉 阶段 和 奏 获 阶段 。 在 获悉 阶 
段 , 从 属于 效果 准则 的 测量 进行 到 一 定 的 程度 。 从 这 些 测量 的 结果 , 必须 
在 尽 可 能 最 优 的 方式 下 , 通常 借助 于 参数 估计 , 来 诀 定 数学 对 象 的 逼近 。 
然后 期 望 值 运算 1 将 所 得 的 测量 值 变 成 对 参数 pe 的 估计 ef。 除了 效果 
的 度量 Qi 和 用 运算 履 形 成 的 副 近 度量 8; 之 外 , 现在 加 进 一 个 度量 @s， 
它 在 选择 为 导致 测量 值 而 作 的 试验 基础 上 估计 cf 的 随机 性 。 

联系 到 这 一 点 ， 如 果 企 图 以 这 样 的 方式 进行 试验 ,使 由 估计 值 中 所 
引进 的 随机 误差 尽 可 能 小 , 就 称 之 为 实验 设计 。 奏效 阶段 具有 外 推 的 特 
征 。 这 时 在 任意 的 允许 条 件 下 应 用 具有 估计 值 ct 的 数学 对 象 模式 。 如 
时 从 获悉 阶段 所 得 到 的 82min 中 出 现 强 偏差 ， 那 末 可 尝试 通 过 往 后 的 获 
悉 阶 段 来 一 步 一 步 地 改进 目前 所 达到 的 模式 。 这 个 过 程 对 于 数值 分 析 的 
统计 方法 , 例如 对 于 回归 分 析 具 有 特殊 的 意义 。 在 特殊 情况 下 序 贯 过 程 
也 能 予以 最 优化 。 然 而 在 这 种 情况 下 准确 度 问 题 通常 就 取消 了 。 开 始 以 
@s min 作为 一 个 中 断 限 值 , 用 若干 个 获悉 阶段 来 组 织 序 贯 过 程 , 使 得 总 的 
试验 次 数 六 尽 可 能 地 少 。 这 样 , 在 实验 过 程 中 除了 前 述 几 个 准则 外 , 次 
数 入 加 入 进来 作为 另 一 个 准则 。 准则 81，9s，@s 和 94 是 相互 依存 的 ， 
一 般 地 说 这 对 于 解决 问题 的 过 程 是 重要 的 ; 例如 怨 的 增加 会 使 8; 减 少 
而 使 Qs 和 Qi 增加 。 | 

数 的 表示 “在 以 9g>0 为 基 的 位 置 条 统 中 , 实数 z 表示 如 下 : 

2 一 士 (akqx 十 ap-198 十 … 十 0og0 十 19 开 十 a_29 十)a 

这 里 每 一 个 数 w 为 非 负 整数 0, 1，…， 4 一 工 中 的 一 个 , 其 间 9 的 指数 ?> 
0, 为 整数 部 分 , 而 1<0 则 为 小 数 部 分 。 在 数字 计算 机 中 只 能 表示 字 长 工 
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的 数 , 即 负 寡 的 最 大 次 数 为 忆 的 数 。 对 于 浮 点 表示 使 用 正则 形式 
8 一 土 9 (1 十 0 202? 十 十 bzg 7 其 中 D_I 地 0o 
例如 拿 9=10 来 说 , 数 一 36.12 表示 为 
—102(3.10-1+6.10-2+1.10-3+2.10-4) = —10?.0.3612。 


在 这 种 情况 下 ， 指数。 通常 在 一 工 和 十 工 之 间 变 化 ， 并 且 也 在 其 为 g 的 
位 置 系统 中 加 以 表示 。 自动 计算 机 可 以 避免 使 用 负 指 数 ,代替 在 正则 形 
式 下 的 外 界 数 ， 采 用 内 部 数 ?== 土 q+ 了 (b-_19 了 十 … 十 5b-z9 习 ), 它 的 指数 
由 于 量 工 而 大 为 提高 。 对 于 给 定 的 e，2. (9 一 1) 个 数 的 等 距 格 点 就 能 
加 以 实现 ， 它 的 格子 距离 为 9”"。: 所 有 可 实现 的 数 的 总 体 为 -L<e< 
十 二。 基本 的 算术 运算 可 能 会 导致 偏离 允许 数 的 范围 。 一 且 基 24 被 采 
纳 , 就 可 以 表述 数 = 十 okax-1…aoa_14-?…4-z 的 序列 或 由 指数 e 及 其 正 
则 小 数 部 分 所 组 成 的 数 的 序列 。 

除了 9=10 的 十 进 制 系统 外 ,还 采用 别 的 位 置 系统 。 9 一 2 的 二 进 制 
系统 对 于 只 有 两 个 物理 状态 的 计算 机 来 说 具有 优越 性 。 通 过 转换 可 以 将 
一 个 数 从 它 的 4- 表示 4Lg] =ar4* 十 Qx-19* 十 … 十 qog? 变 为 入 表示 抱 亿 
一 bip' 二 0-1p 站 十 … 十 bop?, 办 法 是 2[q] 除 以 pL[qj]。 从 z[pj 可 以 看 出 ， 
它 给 出 一 个 整数 9i 和 一 个 小 数 部 分 r1/p[9]， 在 2[p] 表示 中 的 pop 就 
对 应 于 它 , 所 以 四 = 一 po。 类 似 地 从 gi/p[4] 可 以 得 到 系数 bt， 然后 得 by 
Ds, 机 bio | 

【 例 】 十 进 数 132[10] 通过 除 以 2[10] 转换 为 182/3==66 十 0/2 得 
bo=0; 66/2==33 十 0/2 得 b1=0; 33/2 二 16+1/2 得 bs=1; 16/2=8-+0/3 
得 53=0; 8/2=4+0/2 得 b 一 0;4/2==24+0/2 得 bs 二 0; 2/2=1+0/2 得 
be 二 0;1/2=0+1/2 得 b= 二 1。 因 此 对 于 132 来 说 ,得 到 二 进 数 10000100。 
为 了 从 这 个 数 通 过 转换 重新 得 出 十 进 数 就 除 以 10[2] =1010。 

10000100/1010=1101-+10/1010 得 bo=10[2] =2[10]; 
一 1010 


1101 
一 1010 
.1100 
一 1010 
10 
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1101/1010=14+1L/1010 得 01=11[2] =3[10]; 
一 1010 
11 
1/1010=0+1/1010 得 加 =I1[9]+1[10]， 
即 ba'102+b1°10+bo*10° =132。 

区 间 计 算 在 对 初始 数据 作 舍 入 的 情况 下 ， 为 了 确定 基本 算术 运算 
结果 中 的 不 准确 度 , 摩尔 (Moore) 发 展 了 区 间 诗 算 ; 每 一 个 数 3 被 代 之 以 
它 所 处 的 最 小 闭 有 理 区 间 [a, 5], 作为 在 数 上 运算 ( 它 在 每 一 种 可 能 情况 
下 都 能 直观 显示 存 数 直线 上 ) 的 一 个 推广 ， 得 到 区 间 上 的 算术 运算 。 如 
果 入 =Fa, 8] 和 为 =[c, 0]， 那 末 和 十 二 [4 十 Cc, 5 十 和 ， 又 因为 一 [上 o， 
=[ 一 4 一 c], 所 以 41 一 ?2 二 [a 一 4, 5 一 0] ( 见 图 16.1-1)。 对 于 第 二 
类 运算 得 

#123= [4g, b]' [Le, 4 =min(ac, ad, bc, bad), max(ac, ad, be, bd)] 
和 


g1/za= Ta, bl/Ee, d= Cmin(afe, a/d, b/c, pg， 
| maxa/c, fd, b/c, b/d)l1。 
用 这 种 方式 就 能 定义 区 间 函 数 , 特别 地 能 定义 有 理 区 间 盟 数 , 在 数值 模式 
中 它们 避 以 代替 别 的 通 数 。 
【 例 】 具有 正 整 指数 的 告 
函数 (2) 二 22” 定义 为 Zz 本 身 的 


w=[v1, vo] 图 16.1-1 对 于 十 82) 对 于 一 &&， 


w= Er, wa]*= [min(Cwt, wlvg, wt ?m3, + 1), 
max (4, we lza..., 28)]o 


16.2 插值 和 差分 计算 


插值 的 基本 概念 是 对 于 函数 (zx) 在 有 限 多 个 点 mb 22,…，Xn 上 给 
出 函数 值 = 了 (zo) 或 可 能 还 给 出 导数 值 yY8 一 zw)， 直 到 maj， 用 
由 标准 函数 pkz) 的 迭 加 习 4yps(2) 一 六 人) 守 F(2) 来 组 成 一 个 逼近 。 对 


于 给 定 的 一 类 函数 来 说 , 函数 的 形式 ps(2) 以 及 选 加 系数 4 必须 由 痊 换 
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函数 产 (o) 在 给 定点 {zt} 上 所 取 的 值 妇 或 y 上 ji 一 1，…，% 唯 一 地 确 
定 。 对 于 点 集 {324} 以 外 的 点 ， 播 值 公式 的 优 度 由 余 项 R=f (xz) 一 了 *(z) 
的 估计 来 给 出 。 如 果 z 位 于 包含 点 集 {2:}, 一 二， 2，…)， 7 的 最 小 区 间 
内 部 , 则 称 为 真正 的 内 揪 , 而 车 z 位 于 这 个 区 间 的 外 部 ,就 称 为 外 推 。 

许多 数值 过 程 可 以 用 标准 函数 的 选 加 来 较 快 地 实现 , 例如 根 的 确定 、 
积分 、 微 分 或 微分 方程 的 积分 。 作 为 标准 函数 , 常常 使 用 多 项 式 。 泰 勒 搬 
值 和 拉 格 朗 日 插值 是 具有 实际 重要 性 的 两 种 极端 情况 。 

泰勒 插值 ”只 在 一 个 点 处 给 出 函数 值 f(z1) 及 其 导数 值 77(21)， 
其 中 wd>>jJ。 标准 多 项 式 为 pyC?) 一 《2 一 21){/j1 而 选 加 系数 为 4y= 
FED =0 了 1 余 项 为 B= 了 (E) (zxD™ /Cm 1)!), 
其 中 上 是 对 与 2 之 间 的 一 点 (参见 开 . 第 8 章 )。 

【 例 】 也 数 sinz 在 点 sz 一 0 的 泰勒 插值 由 它 的 泰勒 级 数 展开 式 
sinyZ 一 2 一 /31 十 /5! 一 … 的 有 限 多 项 组 成 。 

拉 格 朗 日 插值 ”在 点 22 …，22n 只 给 出 函数 值 锥 =) 。 标准 


> Dz) . _ 、 
多 项 式 为 pi(z) Ey 其 中 @,(x) -11 (2 一 4)， 而 选 加 矢 


数 为 hy 一 yf(z1)。 余 项 为 且 = 卫 -各 $,(z)， 这 里 志 是 包含 点 集 


{x} ,i 一 1，2,…, 1 的 最 小 区 间 内 的 一 点 。 

牛顿 插值 多 项 式 ”牛顿 插值 能 从 拉 格 朗 日 播 值 导出 ， 如 果 数 据 是 以 
同样 方式 给 定 (参见 II. 第 15 章 )。 但 是 当 引 进 一 个 外 加 的 插值 点 zwti 
时 ， 在 拉 格 朗 日 公式 的 情况 下 需要 重新 计算 标准 多 项 式 以 及 系数 4y 而 
就 牛顿 公式 来 说 , 可 以 扩充 已 经 获得 的 值 。 标 准 多 项 式 为 

efX2) 一 (一 2 一 22) 2 一 0) 

系数 是 差 商 , 它们 从 差分 表 计 算出 来 。 

差 商 “” 如 果 对 于 函数 g 一 /(z)， 在 4 二 1 个 基础 点 mm z1，…，zn 上 
给 出 值 %= 帮 xzo)，…， 细 一 xz)， 那 末 0 阶 到 和 阶 差 商 ( 也 叫做 梯度 ) 


可 确定 如 下 ; 
0. [xzo] =yos [21] =Yy, **° [xn] yn; 
1. [zy] 一 (% 一 %)/ 一 罗 》 例如， 


[zizoj 一 (9 一 got 一 zo); 
FEzsazs = (Yn 一 Yn-1)/ (zn 一 Xn-_1) > 
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2. [zs] 一 (Lz 一 Evyzw])/Lz4 一 2%)， 例如 ， 
Fzazlxzo] = (Ta21] — Triwod) /ra — 20); 
Cr+1), [Lory me, Tp] = Lory, Te] 


— [wrey* L,I) /Ce — Tp,)o 


[ontn 1%1 1] — [en_1%n_2°1 "0 | 


1%、 [znzn- “ "xo] 一 zx 
nwo 


所 有 的 差 商 在 它们 的 变 元 方面 是 对 称 的 ; 例如 
[zs] = 4 —Y8) /oe 89) = Ys Ya) /rs— 8) = Lve], 
[ewsxr] = (Evess] — Erswe)) /CT — 8) =— Lvsme], 
类 似 地 可 以 证 明 
[sword] = [wert] = [oveme] = [vers] 
因此 可 以 用 任意 一 种 方式 重新 安排 差 商 中 的 变 元 。 为 了 计算 差 商 ， 使 用 


如 下 的 梯度 格式 。 
计算 差 商 的 格式 


Lewo] 

[zao 可 一 [oaizo| {Lavirol 
Exar1l 

[za 一 [Exzszi]| [rarorw] 
[zaz9j] 


Ezn2n-11 
一 [xn-1%n-2] 


表 中 单线 指出 递减 差 商 的 值 , 双 线 为 递增 差 商 的 值 , 位 于 格式 中 间 的 则 是 
中 > 差 商 。 
【 例 】 yg =; 基础 把: zo 一 1) 一 3 和 一 上 梯度 格式 ; 
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Verg— Ws | 0841 一 2 [vir | 4 | [zszizo] 


结果 : [zxo] =1, [zi1%0] =13, [zszizo] =86 
差 商 的 性 质 。 如 果 了 (x) 一 f(x) 十 fa(z), 再 用 加 上 尼 标 1 和 2 来 记 
活 数 及 (Z) 和 户 (z) 的 差 商 ， 那 末 
[onezo] 一 [zazno lzo]i 十 Fuz too]ao 
对 于 函数 Fo) 一 cfi(z)， 其 中 e 为 常数 ， 
[Lown 1 "Tt0] =c [Tan_1' :Loio 
就 差 商 来 说 可 以 不 必 有 预先 形成 低 阶 差 商 而 直接 给 出 一 个 独立 的 表达 式 : 
Vs 
i rr CT 
如 果 函 数 了 (z) 在 包含 基础 点 各， x4， …, zn 的 一 个 区 间 内 汪 次 连续 可 微 ， 
那 末 它 的 差 商 能 借助 于 函数 的 导数 表示 : [zwzn_1…z0] 二 FF (E)/n!。 这 
里 记 在 包含 基础 点 的 区 间 内 一 个 适当 的 点 。 由 此 得 出 , 一 个 % 次 多 项 
式 函 数 的 所 用 阶 差 商 相等 。 
等 距 基 础 点 的 差分 表 。 如 果 按 数 量 大 小 次 序 排列 的 基础 上 是 20，24 
… mr 是 等 距 的 ， 则 计算 差 商 的 稳 式 就 变 得 特别 简单 。 对 于 宽度 为 及 的 
给 定 间距 , X11 一 Xo 十 hb， zs 一 20 吓 2h， pe wn 一 00 十) 站。 对 于 格式 左面 部 分 
自 变量 的 差分 ， 得 到 Vistk 2 一 入。 和 更 进一步 ,如果 引进 
并- 阶 差分 Yiit— y= Yir1/2» : 
二 阶 差 分 “digyy41 一 Mys= ys4172, 


2 阶 差分 “dy 一 ly, 一 ry 17, | 
则 在 通常 差分 和 差 商 之 闻 存 在 一 个 简单 关系 , 下 边 的 公式 成 立 。 


[viresse1 041 人 一 环 而 Nyirn/2 
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由 此 得 出 ,一 个 % 次 多 项 式 函 数 不 仅 所 有 的 % 阶 差 商 相等 ,而 且 所 有 的 % 
阶 通常 差分 都 彼此 相等 。 
如 果 通 过 方程 2 一 20 十 声 引 进 辅助 变量 六 又 如 果 也 考虑 在 基础 点 包 
之 前 的 基础 点 2_1= 一 mo 一 jp， 2-3? 一 2o 一 22，…， 那 末 就 获得 如 下 的 差分 表 。 
差分 表 


在 计算 差分 天 时 ， 从 基础 值 表 开 始 形成 关于 函数 值 ys 的 差分 系列 ,这样 
就 得 到 一 阶 差 分 。 对 于 一 阶 差分 再 形成 关 
分 系列 ,就 得 到 二 阶 差分 ,如 此 等 等 。 
艾 特 肯 插 值 ”如 果 函 数 .Ja) 要 进行 
插值 的 那个 点 z 已 经 给 定 ， 应 用 艾 特 肯 
(Aitken) 的 违 归 插 值 过 程 具有 优越 性 。 通 
过 线性 插值 ( 见 图 16.2-1) 首 先 确 定 2a saz 


hariChr1— H0) 一 oil 一 个 十 VsZ 一 0， 2 2 人 
也 就 是 说 图 16.2-1 艾 特 肯 播 值 
1 “| Cm) hs,st1 (Vet1— 4) —Ye (Tr+1— 0) 
hi dt Fn (oe—2) 
(Vir1™— Xe) Yarl (Piri—%) M 4 


加 上 另 一 个 点 may 就 达成 插值 的 一 个 二 次 多 项 式 hi srl,449) 由 此 达到 一 
个 较 高 的 准确 度 ; 
he srl (2-2) | 


hs 人 4t2 一 一 一 一 一 一 9 
(ms+2— V1) hsrlita (Pit2™—2) 
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如 果 需 要 , 可 按 这 种 方式 进行 下 去 ， 站 到 逐次 允 近 的 值 仅 相 差 一 个 在 所 期 
望 的 准确 度 界 限 内 的 小 量 。 
46.3 ”积分 和 微分 的 数值 模式 


数值 积分 “所谓 求 积 公式 可 以 理解 为 在 基础 点 zw 处 给 定 函数 f(z) 
及 其 导数 值 的 一 个 模式 , 其 中 的 选 加 系数 4 或 基础 点 zu 是 按 模 式 优 度 
的 要 求 来 确定 的 。 在 调幅 型 的 求 积 公 式 中 ， 基 础 点 是 给 定 的 而 4 是 待 
定 的 ; 另 一 方面 在 配点 型 的 求 积 公式 中 ,44y 是 给 定 的 而 相 适 应 的 基础 点 
是 待定 的 。 基 础 点 可 不 必 属于 积分 区 间 。 : 


求 积 公式 [War Auf zn) 


“【 例 】 对 于 高 达 三 次 的 多 项 式 提供 粮 确信 的 三 阶 求 积 公式 为 
fwd [0/2 +f0) 


一 [=w/6ILEPCD) 一 Po 
插值 求 积 公 式 是 将 积分 区 间 ia， 妆 内 的 被 积 函 数 用 基础 点 2 二 a 十 
访 , i 一 0, 1，2,…, 区 的 n 次 拉客 良 日 插值 多 项 式 来 代 将 后 得 到 的 。 根 
握 求 积 公式 需 对 每 一 个 % 次 多 项 式 成 为 精确 公式 的 优 度 要 求 ,得 到 模式 


上 f(r A latih) 


> 


b-a (一介 『 t+1] 
其 电 : 4 二 和 下 (2 一 外 | /0 一 人 


这 里 Dt(t 一 1 一 2)…(t 一 n)。 如 果 %w 一 2m 一 1~d， 其 中 对 于 奇 的 
% 值 4=0, 而 对 于 侦 的 % 售 a=1 那 末 模式 的 误差 总 计 为 
,= 一 Mb 一 a)2m+1f0mX(E)， 其 中 a<&<b 

且 M128.833.10-2, Myx3.472.10-4, 
Ma%1.543.10-4, M5.167.10-", 
sm3.910.10-7， Ms~6.379.10-10,， 
Me3.912.10-10， Ma~5.133.10-2, 

常用 的 有 梯形 规则 和 辛 卜 生 (Simpson) 规 则 。 
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滋 形 规则 
[F(ar= Le -0)/nE7C0)/24F) +F CR) + 
+f((n— D+F(nh) /9 
[C0 -03/C2m) 76)。 
或 者 当 久 1 即 在 区 间 的 两 个 端点 之 间作 线性 揪 信 的 情况 下 : 
ff arsE 0 /LF + 0)] L012"(8) 
对 于 偶数 = 的 辛 卜 生 规 则 
rm-[@-ay/GeD]LAO) -fCnn) +2[7 (28) 
+f Ch) + tf (nDIHALI Ch) 
+ G1) + tf Cn DD 
[C6—a)/C180n) Ip.00é), 
或 者 当 m 一 2 从 而 在 区 间 的 两 个 端点 a。 和 5 之 间 借 助 于 二 次 多 
项 式 插值， 
[Fas /DIF + AF Ca FFCD) IH FOCE) /90, 
这 里 一 (ba)/2。 


数值 微分 象 数 值 积分 那样 ,于 了 '(zo) 所 在 点 v6 的 邻 域 内 用 一 个 % 
次 插值 多 项 式 Pn(z) 来 对 函数 (x) 作 插值 ,再 使 用 模式 f(xo) 心 P,(zo)。 
例如 ,对 于 点 wo 一 和 wo 之 间 的 线性 插值 ,得 到 
f(a0) SEf Cr0+h) F280/(2h)o 
通过 函数 了 (zw) 在 点 zo 的 泰勒 展开 . 
froth) =f 20) +f rR" (ro) hf21 ) + 
+ fH0) Jr /nt ) + ee) f(r0), 
就 获得 答 分 算 子 普遍 适用 的 模式 
~ VnAFRD = /OLED -02 
+ ha) /3— (hd) /Ate]; 
这 里 4 是 差分 算 子 ，4f(z) [f(z 十 加 一 F(z)]/h。 将 这 个 级 数 在 算 子 
h4 的 ?次 守 后 截断 ， 就 造成 一 个 模式 ， 它 对 于 高 达 % 次 的 多 项 式 给 出 导 
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分 计算 都 费 求 存 贮 后 方位 的 有 限 集 世 填 。 另 一 面 ， 龙 阁 - 库 典 (Bunge- 
Kutta) 方法 则 仅 利 用 连续 函数 f(x, 绷 的 性 质 ; 因此 它 要 求 较 少 的 存 贮 ， 
并 且 除 了 提供 一 个 独立 的 解 以 外 , 它 也 能 用 来 为 别 的 方法 计算 开始 值 。 再 
者 , 间距 轧 在 计算 过 程 中 是 可 以 改变 的 ,而 数值 稳定 性 比 起 别 的 建立 在 差 
分 计算 之 上 的 方法 来 更 加 容易 保证 。 在 龙 客 - 库 塔 方法 中 计算 近似 什 
sd 它 相应 于 
yet yt， 这 里 Dn-yeth 
而 增 量 志 经 过 中 间 步 又 , 
加 一 0， ky=hf (rst ash, yt Sh bobs), j= 2, 0 


得 出 的 , 且 4= 思 gp 这 些 步骤 里 包含 的 参数 ay bw 和 9y 按 方 法 所 需 
要 的 优 度 玉 确定 。 通 常 要 求 pC ~ 人” (52CD)d- 以 p 故 当 2=0 时 
具有 尽 可 能 高 的 ? 阶 退 化 导数 p(0) 一 g'(0) =… 一 gC0), ?就 称 为 龙 格 
~ 库 塔 方法 的 阶 。 

龙 格 - 库 洪 方法 是 网 拉 方 法 和 44 一 4 十 hf(zs, 9 的 一 个 改进 ， 爽 拉 
方法 具有 不 利 的 误差 传播 。 

已 经 证 实 的 和 阶 龙 格 - 库 塔 方法 例题 ， 

Yi 一 Yi 十 /6) 《hi 十 282 二 2%3 十 刀 )， 其 中 

ki—hf (ze, ye), bo —hf (rs +h/2, yi+ E11/2), 


加 一 由 (二 二 tba/2), hhf auth, yet hs)o 


2. Yiri=YT (I/3) C1/2+3k2/2+ ks/2+Xa/2), 其 中 
Ri=hf Ce Yo), Ka=hf ret h/2, yst hi/2), 
Es=—hf (m-th /2, Ys— kr/2+ Na), 
Ka=hflm th, yet Ko/2+ RK/2) 6 
根 的 确定 
从 省 数 y 二 A(z) 的 值 域 可 以 得 到 使 Fa) =0 的 一 些 自 变量 z 的 迹 
象 。 相 应 地 如 果 确 定 了 一 个 插值 多 项 式 , 那 末 它 的 根 就 是 所 要 求 的 根 的 
近似 值 。 在 由 迭代 过 程 来 估计 根 的 时 候 可 试 着 作为 一 个 步骤 使 用 这 些 
人 入。 . 
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试 位 法 ”用 一 条 直线 连接 两 个 不 同 点 由 一 Aza) 和 ys 一 A(x), 它 就 
成 为 一 个 一 次 插值 多 项 式 ( 见 图 16.3- 芒 。 从 《za 一 2)/ (x3 一 21) 一 (ya 一 
2 幼 / Ga 一 纺 ) 得 到 Pi(z) 一 y 一 y1(3 一 XY2)/ (31 一 V2) 十 Ya(T 一 21)/ 一 0) 
及 Pi(%) =0 的 根 z'。 


1 YiX2 — Yr 


Yi— Ya 


图 16.3-1 试 位 法 图 16.3-2 试 位 法 定点 法 
如 果 通 过 代入 确定 y =f(z'), 就 能 找到 迄 代 过 程 。 按 照 定点 法 ( 见 图 
16,3-2), 将 一 对 值 x2 一 入 和 Ys 二 yy 
固定 下 来 作为 定点 。 写 出 和 =% 
= 妇 以 及 2 一 Zr1y 一 Yow 于 是 
Ze 一 (0 一 ZE 一 纺 )。 按照 
割 线 法 就 写 为 四 一 Zou Yo 1 
04-> 20 Yi > Ye 进而 2' > vp 得 
DS Bw Ym/ (ge 一 0) 

图 16.3-3 试 位 法 : 割 线 法 =[%e 1f 70) — wef v1 /LF 0) 
一 f(%m_1)]。 这 个 过 程 ( 见 图 16.3-3) 将 十 分 迅速 地 收敛 于 2 (在 这 一 点 
上 yz) 一 0)， 倘 车 f(z) 满足 下 述 条 件 ， 从 了 (x) 的 下 界 m1 和 JP)| 
的 上 界 Mi 及 |f"(z)| 的 上 界 Ms 算得 瓦 一 Ms33/(C2i)， 那 末 不 等 式 
Kl2* 一 “|<i1 和 [|z* 一 24 志 1 成 立 。 

【 例 】 对 于 函数 了 (2) =z3 一 2x 一 5 的 根 太 一 23.094551 481 5423.…, 用 
定点 法 以 及 z=2 和 71=3 得 到 下 列 和 逼近 ， 

2 一 3.0588235294; za=2.0965586362; z=2.0944405193:; 

25 一 32.0945576218; 2o6 =23.094551 1399; zr=2.0945515006, 
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牛顿 方法 ”作为 一 次 牛顿 插值 多 项 式 , 直线 是 由 函数 了 (zx) 图 上 的 一 
点 细 一 了 C20) 以 及 在 该 点 的 切线 梯度 % 定 下 来 的 。 从 切线 方程 y= 一 Pi(z) 
一 yo 十 pCw 一 20) 能 作出 零点 的 估计 值 2'。 

由 此 可 导出 迭代 过 程 。 在 具有 固定 梯度 的 牛顿 方法 情况 下 ， 纺 = 


户 (zz) 保持 不 变 ， 而 点 2' > iri 及 

Vitl 王 (B441) 从 点 和 一 妈 及 yo 一 牛顿 方法 好 一 20 一 /2 
f(z 得 出 ; 这 一 步骤 zir! 一 x4 一 [rd] 
jzoV/P Go 反复 迭代 ( 见 图 16.3- 和 。 在 具有 可 变 梯 度 的 牛顿 方 法 情况 


下 , 导数 JP (za) 在 每 一 点 《xzo 《20)) 是 重新 计算 的 ， 于 是 Veri=m— f(T) 
了 (za) ( 见 图 16.3-5)。 


图 16.3-4 具有 固定 梯度 图 16.3-5 具有 可 变 梯度 的 
的 牛顿 方法 - 牛顿 方法 

【 例 】 数 a 的 天 次 根 作为 函数 Jo) =2* 一 a 的 根 ， 是 借助 于 选 代 方 
程 ， 

Wri=m— (XH— a /Er TD) ml —1/E) +a/ !) 
得 到 的 。 对 于 平方 报 , 它 变 为 mi 一 (2 十 G/zaV/3a。 

如 果 对 于 根 z* 和 在 试 位 方法 中 曾经 表述 过 的 值 五 使 KE|z* -zi| <1 
成 立 , 那 末 牛顿 方法 迅速 收敛 。 

迭代 方法 一 般 地 ,为 了 确定 根 ,方程 f(z) =0 表示 成 可 以 迭代 的 形 
式 ( 见 图 16.3-6)。 如 果 选 取 函 数 也 (z) =z 一 cf(z)， 这 里 c>0, 那 末 根 
据 导 函数 六 (2) 的 下 界 ml 和 上 界 M1 即 mi< 户 (z) <1 能 选 出 的 最 优 
值 。 关于 导 函 数 Cz) 二 1 一 ef'(z) 得 出 1~em>1-of'(z)>1- cl 
也 就 是 说 InaxC|1 一 cmz|，|1 一 cM1|) 的 值 越 小 ， "(x) 所 处 的 界限 越 
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图 16.3-6， 选 代 过 程 w41 一 下 (xd) 图 16.3-7 发散 适 代 图 解 
案 。 当 取 e=2/(GMi 二 mn 时 ， 得 到 1 红 一 oodl 一 几 一 ci 一 QI 一 DA 
《Mi 十 09) 一 4 一 1。 由 微分 的 中 
值 定理 得 出 |FCzww2) 一 了 F(z0)| 二 
[FC 11g — Ti a [rss — Lele 
& 的 值 越 小 ， 迹 代 过 程 的 收敛 性 越 
好 。 对 于 定点 试 位 法 , 显然 (7) 一 
Les fC) 一 oo 人) ~f Cz), 
而 对 于 牛顿 方法 则 F(z)==z 一 xX 
天 (w)o 收 敛 性 能 由 艾 特 肯 的 82 过 程 

图 16.3-8 改 敛 选 代 图 解 加 以 改进 。 在 这 种 情况 下 两 个 常规 
选 代步 又 x34t1 二 也 (z3) 和 x3s42 二 了 (x8it1) 之 后 跟着 一 个 艾 特 肯 步 又 
Taik3 一 08 一 (Za 一 02/ (zatie 一 2zati 十 zs)。 图 形 说 明了 迭代 过 程 收 
钱 与 发 散 之 间 的 差别 ( 见 图 16.3-7 和 16.3-8)。 

【 例 】 数 4&>1 的 平方 根 是 由 求解 方程 fz) =? 一 a 一 0 的 一 个 送 代 
过 程 得 到 的 。 一 般 地 在 零点 的 邻 域 1<V& =z<a 内 , 由 于 了 (2) =2%， 
所 以 2< 了 (x) <=24。 因 为 mw 一 2， 及 = 一 24， 就 得 出 c= 二 (24 一 2)/ (24++2) 
一 (g 一 了 /la 二 1)。 因 此 对 于 M3 来 说 , 2%441==24 一 (加 一 多 /3 是 一 个 收 
鳞 的 迭代 过 程 。 它 给 出 Xt 二 4/3 二 1.333; x 一 38/27 帮 1,407; xs=3092/ 
2187 必 1.412, . 


16.4 极 值 搜索 
一 维 过 程 
， 如 果 一 个 系统 的 运算 方式 依赖 于 参数 4 V2) ,Tny 那 末 就 希望 有 
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关于 运 复方 式 优 度 的 准则 也 Cz1， zz，…， ww)， 它 也 昌 做 目标 荀 数 或 成 本 
削 数 。 然而 这 种 有 几 个 变量 的 函数 , 不 总 是 以 公式 出 现 的 。 于 是 必须 通 
过 对 于 系统 的 试验 来 确定 它 的 值 。 

这 样 的 送 算 方式 的 一 个 简单 情况 是 确定 一 个 变量 的 函数 7(2) 的 极 
值 。 现在 参数 mi za，…，zr 定 出 点 % 而 其 值 了 (ws) 提供 关于 函数 fo) 
极 值 附近 的 信息 。 在 搜索 极 值 点 的 时 候 有 几 种 策略 已 被 证 明 为 实用 的 。 

数学 分 析 的 准则 户 (>) 0 只 适用 于 可 微 函数 。 实际 上 常常 不 能 假定 
函数 是 连续 的 , 也 不 能 假定 它 的 极 值 并 不 位 于 定义 域 的 边界 上 。 更 为 简 
便 的 常常 是 通过 极 值 搜索 来 确定 函数 放 (z) 的 绝对 极 小 值 从 而 找 出 方程 
的 根 。 

全 盘 策 略 ”如 果 所 讨论 的 函数 了 (z) 在 区 间 [4, 四 内 有 一 个 极 小 
值 , 那 末 函数 一 f(z) 就 正好 有 一 个 极 大 值 ; 如果 它 有 几 个 相对 极 大 值 , 那 
末 所 叙述 的 各 种 策略 都 导致 对 其 中 的 一 个 极 值 的 逼近 。 因 此 可 以 假定 
7F(z) 恰 有 一 个 极 大 值 , 并 经 变换 w 二 (x 一 a)/(z 一 5b) 之 后 ,区 间 为 [0, 菇 。 
于 是 全 盘 策 略 2 二 (zi za，…， zn) 就 在 于 选取 区 间 [0, 卫 的 个 不 同 点 
zy 其 中 当 i<j 时 zt<wye 如 果 当 zz 时 (zw) 是 计算 出 来 的 函数 值 中 
最 大 者 , 那 末 极 大 点 位 于 区 间 fzw_y x44 二 内 ( 见 图 16.4-1)。 区 间 的 不 定性 
Ln Xe41— Tp 导致 策略 的 不 定 度 Tn —max(me1— 1), 这 里 2zo 一 0 和 
zx+1==1。 最 大 区 间 越 小 , 策略 就 越 好 。 所 以 最 优 不 定 度 

Ln opt =min{ max (Varl™~ 01)} 

是 极 大 极 小 策略 的 特征 。 | 

当 %=1 时 , [0, 七 是 最 大 的 不 定性 区 间 。 当 %=2 时 ( 见 图 16.4-2)， 
[0, z2] 和 [ws 蕊 是 狭窄 一 些 的 不 定性 区 间 。s 如 果 按 照 极 大 极 小 策略 试图 


y max 
0 nn -1 Th Desk 1 多 
图 16.471 策略 的 不 定 度 ; (zx) 图 46.4-2 当 #%# 一 2 有 时 的 不 定性 


为 最 大 的 计算 值 , maz 为 极 大 值 区 间 , 及 所 求 极 大 值 的 可 能 位 置 
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将 区 间 的 长 度 zo 和 1 一 xz 搞 得 尽 可 能 地 小 ,但 因 中 关 zs 要 避免 不 可 实现 
的 值 1=x2= 二 0.5， 那 末 当 % 二 2 时 6- 最 优 的 全 副 策 略 给 出 值守 =0.5 一 
e/2, 和 z=0.5 十 8/2, 其 中 具有 充分 小 的 >>0, 这 里 8 的 选择 还 依赖 于 
函数 值 (w) 的 误差 变 差 ， 因 为 小 于 这 个 变 差 宽度 就 不 可 能 确定 两 个 值 
f(z) 和 了 (z+s) 哪个 大 哪个 小 。 

当 w=3 时 , 新 的 第 三 点 至 多 只 能 提高 分 离 的 鲜明 性 。 不 定性 区 间 的 
变 窗 只 能 由 一 对 新 点 来 达到 。 最 优 的 为 一 种 等 距 对 排列 , 对 于 偶数 %, 它 
由 点 二 《1 十 8)[C% 寺 1)/2]/{C2/2) 十 1 一 和 [CE 十 1)/2] 一 [x/21}s 来 给 
出 , 这 里 [2j 记 小 于 或 等 于 zf 的 最 大 整数 ,于 是 最 优 的 未 定性 区 间 的 长 度 
为 Lnopt 一 (1+e)/{Cn/2) +1} e 

【 例 】 当 %=4 时 就 得 到 分 点 =1/3~28/3; 四 一 1V3 二 8s/3 2 一 
2/3 一 s/3; 办 一 2/3 十 2e/3 和 最 优 的 未 定性 区 间 Ly op 一 1/3+e/3。 

序列 策略 ”正如 此 名 称 所 意味 着 的 ， 在 这 种 策略 中 每 个 新 的 一 步 是 
从 前 一 步 出 发 的 , 使 前 一 步 所 得 的 未 定性 区 间 成 为 要 加 以 考察 的 新 区 间 。 
用 这 种 方式 可 避免 过 多 的 分 点 。 | 

在 两 分 序列 搜索 的 情况 下 ，%= 二 2 的 8 最 优 全 盘 策 略 可 以 反复 应 用 。 
将 Laopt 二 (十 8)/2 推广 为 递归 关系 

Tax op — (Lar -1pt + 8) /2, 
对 于 9 一 2% 个 点 来 说 , 得 到 Lap 一 2"2+ 6(L -3-%9)。 可 以 看 出 ,对 于 同 
样 的 %, 区 间 的 长 度 要 比 最 优 极 大 极 小 全 盘 策 略 的 为 小 。 

【 例 】 在 函数 f(x) = | 空 一 3 的 极 小 值 搜索 中 , 以 s=10- 计算 开头 
的 12 个 分 点 , 显示 出 所 要 求 的 效果 : 一 1 一 8/2; To==1+8/3; za 一 1.5 一 
3e/4; za=1.5+6/4; zs—1.25—5e/8; ze—1.25+3e/8; v1=1.375— 
11s/16; ve=1.375+5g/16; mm 一 1.4375 一 23s/32; z=1.4375+ 9e/32; 
x11=1.40625 —458/64; x1» =1.40625+198/64, 

斐 波 那 契 搜索 过 程 . 在 搜索 时 进行 试验 的 次 数 % 是 固定 的 。 从 初始 
搜索 区 间 [a,bj 出 发 ,随后 的 搜索 区 间 借 助 于 数列 & 定 下 来 ,而 这 些 到 由 斐 
波 那 契 数 规定 。 更 波 那 契 数 瑟 o 一 上 Fi 二 1,， Fy=2, Fs 一 3, Za 
Fs=8, Fewml13, Fr~=21, Fe~34, F, =55, Fio=89, Fi1=144, Fy = 
233，Fis 一 377，Bi 一 610 满足 递归 关系 PPuat Bes 这 就 给 出 1= 


Fes/ Fat Feof Fs 又 因为 Fi1> Fs, 所 以 得 册 8 /Ri< 互 。 令 令 = 
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D1-a MLLFn /Fn, da—La=TiFn /Fn, dy—LoFn_/Fn-1™ 
LF gs/Fn, d=LaFrn a/Fn a =F aa/ Fn, *°, nl1= Ln =L,_sF1/Fs 
一 … 一 Zi/Fn。 由 于 当 2>3 时 也 ,>2"3, 对 于 同样 的 2 来 说 区 间 的 长 度 
Ln 要 比 两 分 搜索 法 为 小 。 

在 这 些 值 的 帮助 下 , 2 固定 下 来 。 从 21 一 q1 十 Qs，zs 一 01 一 唉 得 出 ， 
z9 一 X1 一 了 1 一 242>0 或 zo>>A， 因 为 <1/2L1。 作 为 搜索 区 间 ，Loz 
01 一 Q2] 或 [a1 二 do， 5 具有 同样 的 长 度 

Li—da=LiL(F,— Ens) /Fn] = LFn_1/F»=L2=d1o 
点 zs 和 新 的 搜索 区 间 依 赖 于 函数 值 (x1) 和 (x2): 

当 jz 之 f(z9) 时 ， 令 ae 一 ab 当 了 (zw1) < 了 (xa) 时 ， 令 az 一 2 
bo 一 pa 以 及 za 一 a2 十 dg， 这 里 | bs==01 以 及 zs 一 bs 一 ds, 这 里 a 
2 一 41<<X9 二 X141<<xo 二 ba。 比较 <n<m < rs < bi =Dbs, 比较 在 

在 点 za 和 2 的 函数 值 ， 给 出 两 | .点 各 和 %s 的 函数 值 , 给 出 两 个 

个 可 能 的 新 未 定 区 间 [ai, zj 和 | 可 能 的 新 未 定 区 闻 [zi，xza] 和 

[zs，za], 长 度 为 La 一 ds。 [x2, bl, 长 度 为 Ls 一 dz。 

【 例 】 如 果 函 数 |z2? 一 2| f(z) 的 极 小 值 由 辈 波 那 契 搜索 过 程 来 确 
定 ， 则 关于 未 定 区 间 的 长 度 得 到 (三 位 小 数 )，I1==2.000，ZLs=1.236, 
Ls=0.764, La =0.472, Ls =0.292, 
Ls=0.180, 5 =0.113, Ls=0.068, 
LI 一 0.045, Lio 一 0.028; 人 以 及 分 点 
z1—0.764, z=1.236, zs=1.528, oem-3| 
由 一 1.708， 和 一 1.416,， mm 一 1.348， 
mr-1.461， me=1.393, 由 一 1.438， 
zo 一 1.415( 见 图 16.4_3) 。 

黄金 分 割 搜索 过 程 ” 这 个 过 程 
比 起 斐 波 那 契 过 程 来 效果 只 差 一 点 


点 ， 但 是 它 不 需要 预先 固定 搜索 的 2 
步 数 。  ， 图 16.4-8 对 于 y= | 品 一 ?| 不 波 
在 搜索 区 间 [a， 站 内 两 个 点 2 那 契 搜索 过 程 的 区 间 


和 zx/ 是 由 一 个 待定 的 参数 + 来 决定 的 ,从 7 一 (5 一 a)/(5 一 2) 得 到 za/z 
+b(1 一 1/7), 再 从 7 一 (6 一 区 /(6 一 z) 得 到 值 =a/+DC1 一 1/7); 例 
如 对 于 40 和 5 一 1, 得 到 2 一 2/3, 2 一 8/9。 在 一 个 缩小 了 的 搜索 区 间 
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中 类 似 于 (c, x, 2 5b) 那 样 的 分 点 配置 ， 依 赖 于 点 > 和 2 的 孙 数 值 ; 当 
了 (2) 之 f(z) 时 就 选取 a4: 和 于 z 3: = 一 2 和 :=b(1 一 4/73) 十 a/z?, 另 一 方 
面 当 je < 时 则 ;二 2/，w' 一 z，2: 一 b 红 一 1/7) 十 a/r。 于 是 未 
定 区 间 的 长 度 当 了 (2)>f(z) 时 变 为 工 :=D 一 1/1”), 而 当 f(z)) < 了 (2) 
时 为 工 ; 一 L/t。 区 间 内 的 每 一 点 都 被 署 作 具 有 成 为 极 值 点 的 相等 可 能 性 。 
这 样 ,一 个 区 间 包 含 极 值 点 的 概率 就 与 该 区 章 的 长 度 成 比例 ; 对 于 两 个 区 
闻 来 说 ,比率 为 (1 一 1/7?) ;1/r。 但 是 最 适宜 的 判定 链 是 在 两 个 等 概率 情 
况 之 间作 出 判别 。 为 此 就 有 1 一 1/s?=1/7, 即 最 优 的 * 值 是 
T=1/2-+(1/2)V 5 =1.618083989... 

〈 见 工 . 第 7 章 )。 对 于 未 定 区 间 来 说 成 立 递归 关系 二 : = 乙 /m 使 得 4 步 搜 
索 后 Ln 一 Li/v*。 这 一 过 程 的 有 效 性 与 两 分 搜索 法 的 有 效 性 之 比率 为 7 比 
V 3 =1.142…， 就 是 说 大 约 高 14%。 

与 大计 那 狠 过 程 的 联系 得 自 关系 P/VB)[re 1/( 4 
当 j=1 和 i=2 时 通过 代入 可 得 及 =1 和 加 =2。 一 般 地 ,递归 公式 Fis1 
二 也 十 了 1 对 于 关系 的 右边 也 成 立 ;假如 在 

vt 1/(— vt Ti— 1/( —7)'+7 "11/( —7)'1 

的 两 边 乘 以 (一 7)"*1, 那 末 不 管 i 是 偶 还 是 奇 , 得 到 关系 <2(w 一 * 一 1) = 
人 一 7 一 1, 而 这 总 是 正确 的 , 因为 + 就 是 从 台 一 + 一 1 一 0 确定 出 来 的 。 

通过 对 线性 递归 关系 的 z 变换 方法 得 出 同样 的 结果 。 引 进 辅助 函数 
F(z) 一 局 Feet 并 考虑 到 这 个 事实 ; 从 递归 关系 孙 一 Bi+TR4w 有 


> Fafa 一 2 > EL 万， 320 3 
d=2 $= 


t= 


于 是 得 到 
PCD = 孔 +Fie+ 冯 Fst = Pot Fis— spots Putt D3| Fst 

或 一 两 十 加 而 一 两) =2F(e) +eF (2s) — FC), 

这 给 出。 FG =[(Fo 一 FDz 一 Po/Ca+e- 了 =。 

对 于 as 一 (CUV/a) 十 (Ma)VS 

部 分 分 式 展开 为 


?2) = 元- pt 
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和 式 中 的 每 一 项 都 可 展开 为 “的 各 畦 次 的 几何 级 数 ,将 它 与 级 数 了 (2) = 
总 Pz' 比较 系数 就 给 出 所 述 的 关系 。 


【 例 】 用 黄金 分 割 搜索 过 程 确定 函数 (7) 一 | 呈 一 2| 的 极 小 值 ， 对 
于 初始 区 间 Q1 一 0，0b1 一 2 给 出 搜索 点 : 2 =0.764, Ts=1.236, v3=1.528, 
m=—1.708, zs=1.415, we=1.348, 07 一 工 ,459， Xe=1.391, wo=1.873, 
zi0=1.399, zi1=1.405。 

与 近代 法 zy1=m4 一 (中 一 2)/3 相 比 ， 黄 爹 分 割 过 程 趋 于 所 求 的 解 要 
慢 得 多 。 然 而 , 这 是 对 于 更 加 一 般 的 函数 适用 的 过 程 ,而 迭代 过 程 只 能 应 
用 于 特殊 的 函数 。 

多 维 搜索 过 程 和 非 线性 方程 组 

试图 推广 一 维 过 程 来 确定 几 个 变量 的 函数 极 值 或 者 解 非 线性 方程 
组 由 于 计算 量 的 缘 夏 , 为 此 必须 用 现代 数字 计算 机 而 方法 的 有 效 性 比较 
少 。 如 果 在 n==1 的 情况 下 变量 90% 被 消去 , 使 得 不 定性 区 间 只 是 原来 
的 10%5， 那 末 因 为 0.9.0.9=0.81， 所 以 当 %=~-3 时 就 留 下 19% 的 不 定 
性 , 当 2= 3 时 不 定性 总 计 为 7%, 因为 (0.9)?x~0.73, 而 当 2 一 4 时 不 定 
性 增加 到 34%， 当 一 5 时 为 竺 条 2 =6 时 为 条 %, mn 一 7 时 为 52%。 

在 %=1 的 情况 下 对 于 非 线 性 方程 f(z) =0， 通 过 等 价 关系 z=z- 
cf (z) 的 途径 达到 选 代 过 程 z+ 二 2+"! 一 ef(w*-D), 这 里 和 一 1 是 上 标 。 
常数 。 是 由 优 度 准则 最 优 地 确定 的 。 推 广 到 二 2, 就 是 为 要 解 方程 组 

flr 43) 一 0 和 一 说 一 0 方 (2 区) 一 20 户 (21， 129), 
fat1, oo7=0 一 功 一 时 广 (o va) — ca fot1, V2)， 
其 中 非 寺 异 阵 6 一 (ew) 一 (“” “”) 是 按照 优 度 准则 选取 的 。 

和 迭代 过 程 中 不 仅 兴 和 路 依赖 于 前 一 送 代 步 友 -! 和 三 的 值 ， 而 且 
常数 cu 她， 双 ) 也 依赖 于 cu(o4-25 吗 -0 。 它 们 的 值 确定 收 伍 性 状况 ,这 
能 围 多 步 选 代 算 法 加 以 改进 ， 这 时 第 无 次 选 代步 的 远近 依赖 于 以 前 有 限 
步 的 通 近 。 

对 于 极 值 的 多 维 搜索 , 例如 对 于 子 数 了 Cz1, me) 的 极 大 化 , 必要 条 件 
是 在 定义 域内 部 f(z1 加 ) 一 - 吉 - zu 9) 一 0 和 


C11 
Cai 


fo, CT1, x2) -= cl EZ 一 0。 
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梯度 法 或 最 速 下 降 法 ”应 数 (wl，zz) 的 最 大 增加 方向 是 由 梯度 
( 户 (zt za)， 廊 (zi，z2)) 的 方向 给 出 的 。 
如 果 要 求 函 数 了 (zi, x2) 的 极 小 值 , 那 未 从 已 经 得 到 的 点 (如 -起 
朝 着 梯度 的 相反 方向 移动 必 能 造成 一 个 改进 。 这 意味 着 作出 下 列 和 迭代 
过 程 ， 
条 == 全 -1 一 1fo( 叶 1 区!) 
和 三 一 车"! 一 Io (2!， 对 "1 
其 中 ?>0。 因 此 ， 在 这 种 情况 下 矩阵 C 取 为 一 个 对 角 阵 ， 对 角 元 素 为 
1。 
如 果 对 于 固定 的 ! 进行 试验 性 的 步骤 , 考察 是 否 出 现 一 个 改进 , 若 成 
功 就 选用 它 做 一 个 新 的 间距 1 这 称 为 梯度 法 。 | 
然而 ,我 们 能 试图 在 每 一 步 去 最 优 地 选取 因子 ?。 对 于 ? 的 一 个 自然 
要 求 是 要 使 函数 什 . 
FO 一 1 一 态 Cot, ob), oh 1— lf (es!, of 
尽 可 能 地 小 。 对 于 7 所 要 求 的 值 ， 例 
如 能 由 一 维 搜索 过 程 来 确定 ( 见 图 
16.4-4)。 . 
如 果 在 每 一 步 都 选取 7 的 这 一 最 
优 值 , 那 末 就 说 是 最 违 下 降 法 。 
【 例 】 通过 确定 函数 
fm1, oo) 一 203 一 201 十 碚 一 2 
(oa 一 1/2)3 图 16.4-4 梯度 法 ; /zi x2) 
- +(m—1/2)?—3/4 的 等 值 线 方 > 户 >As> 产 > 方 
的 极 小 值 来 说 明 这 个 方法 ; 在 这 一 简单 情况 下 已 知 极 小 值 为 一 =mo= 
0.5。 用 梯度 法 得 到 递归 公式 
嫉 一 代 -1 一 22(2 对 -一 巧 
和 好 一 吗 -1 一 K2x-1- 1)。 
按照 最 过 下 隆 法 ,最 优 的 ? 得 自 
207 DD)? CG! 1)"/[16(2o!—1)? 
+2C2w8-1—1)]。 
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如 果 从 初始 允 近 双 =28 0 开始， 那 末 逐 步 地 得 到 下 烈 1 值 以 及 改进 的 
这 近 : 


P=0.278 地 一 0.556 妇 一 0.278 
于 一 0.4 和 4 2 一 0.457 好 =0.461 
1 一 0.283 2 一 0.50d 地 一 0.482 
B=0.429 z1=0.497 x4 =0.497 


16.5 解 线性 方程 和 线性 不 等 式 的 数值 方法 
线性 方程 组 
加 个 线性 方程 组 一 加 aw 其 中 i 一 1 2,…, 加 的 解 是 儿 个 数 o 其 


中 j=1, 2, …, %。 在 入 维 空间 中 每 一 个 方程 当 固 定 yy, 时 可 以 看 作 一 超 
平面 ， 其 法 向 量 为 i= (Qt, CQ42 “3 Qsn)o 若 17% 二 我 时 这 些 法 向 量 线性 独 
立 ,也 就 是 说 如 果 方程 3zai=0 仅 当 所 有 的 2 为 零 时 才能 满足 , 那 末 “一 
x 个 超 平 面 就 有 一 个 公共 交点 ， 即 唯一 确定 的 坐标 zj 一世 2 …，9o 
如 果 多 <<% 且 细 个 法 向 量 线性 独立 , 那 末 对 于 由 它们 来 确定 的 mw 维 子 空 
间 来 说 成 立 相应 的 结果 。 当 wp>% 时 , % 个 向 量 m6 必然 线性 相关 。 如 果 向 
量 es, 是 某 些 别 的 向 量 @; 的 线性 组 合 ， 此 外 也 是 &y 间 样 的 线性 组 合 ， 
从 而 属于 ,的 超 平 面包 含 了 哪些 属于 ay 的 超 平面 的 交 线 , 则 属于 oo 的 
超 平面 并 不 表示 什么 附加 条 件 ， 因 而 该 方 
程 可 以 不 必 考虑 进去 。 而 当 % 不 是 yy 的 象 
eu 为 ez 的 线性 组 合同 样 的 线性 组 合 , 则 出 
现 矛 盾 。 在 这 种 情况 下 , 所 给 出 的 线性 方程 
组 不 可 解 。 

当 w=2 时 超 平面 为 直线 ， 它 们 或 者 
相交 ， 或 者 彼此 平行 , 或 者 重合 ( 见 图 
图 16.5-1 直线 作为 欧 几 里 ”16.5-1)。 

得 空间 内 的 超 平面 : 两 条 直线 约 当 消 去 法 ”方程 组 排 成 表 的 形式 ， 
相交 , 重合 或 者 平行 使 得 第 + 行 包含 % 的 系数 arp 7 二 1,2,…， 
% 而 第 s 列 包 含 ws 的 系数 ae i 一 1]， 3, ，…, mo 


上 


{| Mii 


16.5 解 线性 方程 和 线性 不 等 式 的 数值 方法 。 “561 
2 3 “we 0 


Qt dle Ale arn 1 
Oat Ga oe dg oo dn 2 


Ql Wr? sr Ure “we thn 7 


ml Un2 oo dms 0 nn 和 
1 2 3 名 


如 果 其 中 某 个 系数 不 为 零 ， 例 如 ms 关 0， 那 末 思 就 能 用 久 来 消去 。 从 
fr 一 Gd24 十 0r303 士 … 填 arts 十 … 十 arngn 得 出 

ve= (1/ar) [ 一 ord24 一 ra 一 … 十 扩 一 … 一 Qnrnzn]。 
将 这 个 信 代 入 z, 那里 去 就 改变 了 表 的 系数 。 第 s 列 的 系数 , 即 妨 的 系数 
就 变 为 de/ars qos/Qre，…，am/drs。 对 于 其 余 的 bw, 其 中 i 于 + 和 j 庆 5， 
by 二 4 一 (awe'ars)/Qro 于 是 表 采 取 形 式 : 


Hn Va dee Yr es Tn 
Y1 O11 bl2 2 Fan/ bn 1 
Ya Oo1 baa 2 9s/ Gre … bon 2 
ve |—ari/are —aro/ore 十 了 /ar … 一 arnyars 7 
Ym Dan bm2 “十 Gms/ Ure Dn WL 
1 2 8 2 


试图 以 这 种 方式 尽 可 能 地 将 每 一 个 z 换 成 某 个 y.。 当 未 换 的 yy 所 在 的 
行 与 留 下 来 的 “4 所 在 的 列 相 交 处 系数 都 为 零 时 , 这 个 过 程 就 告 结束 。 于 是 
已 换 的 x 是 已 换 的 y 和 未 换 的 变量 x 的 线性 组 合 。 这 些 因 并 不 服从 
任何 进一步 的 条 件 , 因此 能 作为 自由 参数 而 任意 选取 。 未 换 的 仅仅 是 
已 换 的 y 的 线性 组 合 。 如 果 刀 的 指定 值 不 满足 这 些 条 件 ， 则 方程 组 无 
解 。 

如 果 这 个 过 程 能 使 所 有 的 他 都 换 成 y， 那 末 在 最 终 表 中 思 是 已 换 
的 唯一 确定 的 函数 。 此 时 任何 一 个 还 未 换 的 yy 表示 为 的 唯一 线性 
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组 合 。 车 yy 的 指定 值 不 满足 这 些 条 件 ， 那 就 出 现 矛 盾 从 而 使 方程 组 无 解 。 
当 m=% 时 车 所 有 的 x。 都 能 换 成 w， 则 最 终 表 就 提供 了 原始 表 中 和 矩 
阵 和 4 的 逆 阵 41。 


【 例 妃 ” 约 当 消去 法 应 用 到 右 列 方程 组 , 下 
列表 韦 括 次 内 的 字 煞 ze 关 0， 从 该 
行 得 出 下 一 消 元 步 豫 , 消 元 方程 写 
在 表格 下 方 。 ”| 


2 


a| 12 0 12 
wal-1i/2 1 1/2 
~ Ys] 1 (~-2 0 


EETEETEDe| 


yl) 1 -1 
Ya 1 -1 1 
3 1 -1 -1 


Yi Ya Ys 


1/3 0 1/2 
0 -1/2 i/2 
1/2 ~1/2.0 


这 个 方程 组 有 唯一 解 ， 代入 给 出 2 一 3， 0 一 一 3 TI -2, 
【 例 2] 对 于 方程 组 


m+T ta=Yi=2 
V1 一 XI 十 V8 汪 Ya 二 生 同 理 可 得 
321—22+%3=Y3=8 


(4) 0 -1 


nn| 14 0 14 
-2 0 1 |-1/2 0 1/2 
-3 1 1 m%|-3/4 1 1/4 


my/4+y/4 


所 缺 变量 x 的 代 换 是 不 可 能 的 ， 因 为 括号 中 的 系数 为 零 。 该 行 给 出 了 解 
的 存在 条 件 加 = Ga 一 册 )/2。 而 对 于 给 出 的 数值 它 不 满足 此 条 件 ,所 以 方 
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程 组 无 解 。 如 于 给 出 的 值 为 yi 一 2，ys 一 3, Ys 一 8， 那 未 y2 一 《ya 一 V1)/2 
得 到 满足 并 导致 解 241=2.5, za 一 0.5 十 x2, 其 中 zs 的 值 可 任意 选取 。 


修改 了 的 线性 方程 组 y=0= 访 ayvy 一 Db 导致 约 当 代 换 问题 的 另 一 
种 形式 。 初 始 表 属 具有 附加 的 5; 列 。 


Ty a zn -bb 
Yi al 9l3 ar ~—b: 1 
Y2 Gal 023 四 Gan 一 Da 2 
: Ea 
Ym Onl Uma “* Cr —b, % 


1 2 8 % %+t1 


因为 在 每 一 次 用 妇 换 xz 的 消 元 之 后 , 第 s 列 的 系数 以 纱 =0 作为 因 
子 , 所 以 这 一 列 可 忽略 掉 。 


【 例 】 对 于 方程 组 
红 十 Za 一 23 一 2 一 儿 一 0 
4 一 03 十 03 一 4 一 办 一 0 


1 一 轨 一 办 一 8 一 因 =0 


因此 解 为 V1—3, 人 2 一 一 3 73 一 -所 
高 斯 方法 ”这 个 解法 是 从 约 当 消去 过 程 得 到 的 。 任 何 一 个 被 代 换 的 
变量 wm 的 行 不 再 写 入 表 中 ， 而 是 分 开 表 示 。 按 信 种 方式 ,表格 的 规模 渐 
浙 的 减 缩 , 最 后 就 得 到 一 个 非常 易于 求解 的 具有 三 角 泗 的 线性 方程 组 s 
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【 例 】 对 于 上 面 的 例子 , 逐次 得 到 如 下 的 表格 及 方程 ,由 此 递归 地 得 
到 解 ， 


iD 1-1-3 gg%|-23(® -2 ys | -3-6. 
yy|l1 -1i 1-4 yl-20 -6 
ysi1i -i-1-8 


[a= 一 22 十 zg 二 2 V9= 一 3 


或 者 mm= 一 3, m4 二 一 2, 1 二 纺 
解 线性 方程 组 的 迭代 过 程 
通过 代入 wy =hwy 十 cw 给 定 的 方程 组 be 分 解 成 
“ 人 2 二 名 02101 一 Dio 


选取 By 使 它们 的 矩阵 瑟 0%wy) 具 有 易于 形成 的 逆 阵 HH 一 (% 壤 )。 例 如 五 
为 一 对 角 阵 ; 于 是 得 出 m7 hribds— Dh eso 这 个 方程 组 能 写成 选 


代 形式 。 如 果 取 初始 值 吕 一 避 h7b， 那 末 得 到 吕 一 路 一 加 hd0owy 吕 1。 当 
且 仅 当 和 矩阵 层 (hz?cw) 一 Qew) 所 有 特征 值 的 绝对 值 都 小 于 1， 这 个 过 程 


下 化 于 线性 方程 组 的 解 。 矩阵 (wz) 的 一 个 特征 值 ! 定义 为 使 得 方程 组 
Sb =lw 具有 非 平凡 解 , 即 不 是 所 有 的 zy 都 退化 的 一 个 数 !。 这 意 


着 或 者 习 | 习 zzoul < 或 者 习 | 习 好 oo| <1。 例 如 ,着 对 矩阵 下 一 
《ko 而 言 ， 条 件 Hal 之 避 jzu| 成 立 , 则 上 述 条 件 就 能 满足 。 于 是 逐次 


逼近 的 增 量 给 出 为 
(zt— ww-!) 一 加 和 oo 一 吵 六 。 


【 例 】 为 了 用 迭代 法 求解 ,给 定 的 方程 组 要 表示 成 适 于 迭代 的 形式 : 


10%1— Xa va=10 过 一 0.1 汪 -1 一 0.1 本 -1 十 工 
24 十 503 十 z= 5 | 一 一 汪 未 一 一 0.2 人 -1 一 0.2x-1- 工 
V1 一 Xa 十 10zs 一 10. = 一 0.1g*-10,1x%~1 填 1 


对 于 初始 台 近 惟一 1, 鸡 ~=1, 双 = 卫 得 到 增 最 ， 
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0 —0.04\ /0.004 0.0012\ wr 
(* 0 0.016 1 一 0.0016 jzs 
0 一 0.04/\0.004 0.0012 


把 这 些 增 量 加 到 初始 和 逼近 上 去 便 给 出 四 步 挝 代 后 的 近似 解 双 =0.9652， 
24=0.6144, 对 一 0.9652。 


特征 值 问题 “如 果 把 线性 方 各 组 号 au -zw 1 二 2 … 看 作 以 
纺 为 输入 变量 , 以 辐 为 输出 变量 的 某 个 线性 系统 的 表述 , 它们 的 因果 关系 
由 邱 隆 4=~ (cu) 给 出 , 那 末 相 应 于 方程 习 ou=zz 存在 一 个 特征 值 1 意 
味 着 将 特征 向 旦 (2t x2,…, zn) 用 作 输 入 变量 ,除了 一 个 比例 因子 1 之 外 
它 保持 不 变 。 符 征 们 方程 名 uoi~Jz: 是 一 个 齐 次 线性 方程 组 , 它 有 非 
零 解 。 如 果 抵 阵 4 一 1 的 行列 式 退 化 , 其 中 了 为 单位 阵 , 即 


ad 一 ad ln 


Xs 


detlA_H|=| ~ 7 “2 |-0, 
1 and Ana on 一 7 

这 个 特 和 在 方程 为 确定 特征 值 的 % 次 多 项 式 。 对 于 每 一 个 特征 值 从 特征 
值 方程 得 出 相应 的 特征 向 量 。 利 用 特征 向 量 , 就 能 将 一 个 系统 分 解 开 来 ， 
达到 每 一 个 输出 变量 仅 依赖 于 一 个 输入 变量 。 用 这 种 方式 就 可 在 机 械 振 
动 系统 中 引进 正规 振动 。 在 回转 仪 理 论 中 为 了 获得 动力 系统 的 简单 形式 ， 
就 将 三 根 轴 放 在 惯性 矩 矩阵 的 三 个 独立 的 特征 向 量 方向 上 。 电 学 交通 进 
或 2 通道 理论 ,是 以 相应 于 入 = (ou7 的 线性 变换 只 用 特征 值 和 特征 向 是 
来 表示 为 基础 的 。 

绝对 值 最 大 的 特征 值 及 相关 的 特征 向 量 ， 可 以 通过 在 电 传输 理论 中 
证 实 的 一 个 规则 来 获得 。 按照 这 个 规则 , 绝对 值 最 大 的 特征 值 估 计 及 其 
特征 向 量 盈 近 可 以 从 连锁 的 输出 向 量 中 得 出 : 由 任意 一 个 输入 开始 ,在 连 
锁 中 到 一 步 的 输出 向 量 作为 下 一 步 的 输入 向 量 ， 足 够 多 步 邓 以 后 就 符合 
方程 为 asp 一 io i 一 1, 2,…, 和 % ( 见 图 16.5-2)。 最 后 一 个 输出 向 量 近 
似 地 表示 特征 向 量 , 而 相继 两 个 召 近 的 对 应 分 量 之 商家 示 特 征 值 。 联 本 


质 上 任意 的 初始 向 量 叶 一 bo， 就 有 和 迭代 过 程 aw 商 zh/z47! 
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图 16.5-2 确定 绝对 值 最 大 的 特征 值 的 连锁 格式 


彼此 趋 于 相等 , 可 作为 绝对 值 最 大 的 特征 值 的 一 个 估计 。 
【 例 】 对 于 方程 组 

2 一 2 一 Mi 

2xz 十 03 一 1r3 


23 十 2Z3 一 73 


用 迭代 法 , 取 初 始 值 2 一 1,， zw 一 1, xz8=1,， 逐步 得 到 

m1 0 -3 -1 -32 -87 —231 -608 

xz 3 8 21 55 14 377 987 

rs 2 5 1 34 89 333 610 

k=1 2 3 4 5 6 7 
对 于 2?/s$， 得 到 3.633, 2.62, 2.62 作为 绝对 值 最 大 的 特征 值 的 一 个 吾 
近 。 从 和 矩阵 4 及 其 特征 方程 获得 真正 的 特征 什 : 


1 -1 0 1- -1 0 
A=10 3 1 0 2-1 1 
0 开工 0 工 工 一 


其 中 (1 一 ) =0 或 者 说 2 一 六 一 314+2=1 或 者 说 
?=(3+W5)/3<2.6173， 
还 有 ls=(3~ 5)/23<0.3825。 
线性 不 等 式 
在 数学 方法 应 用 于 经 济 和 计划 工作 的 时 候 ,会 出 现 从 不 等 式 组 
= - 访 or De 0, i=l, 3， 入 
来 确定 % 数 组 CX1，x2,…， zr) 的 问题 。 如 果 % 数 组 看 作 % 维 空间 的 一 个 
点 ; 那 末 儿 个 不 等 式 中 的 每 一 个 就 定 下 了 以 起 平面 一 训 40+5,=0 为 
界 的 半空 间 。 当 四 和” 时 ,这 些 超 平面 交 成 至 少 是 % 一 m 维 的 子 空间 。 对 于 
实践 中 重要 的 情况 m>%， 交 成 的 图 形 包括 由 这 些 半 空间 相交 而 成 的 角 


=(1-D)2(2—) -(1-D)=0 


人 


~M 


PN 出 


16.5 解 线性 方程 和 线性 不 等 式 的 数值 方法 。 567 


点 。 这 种 交集 是 给 定 的 不 等 式 所 要 求 的 解 域 ,这 是 -- 个 % 维 的 凸 多 面体 ; 
洲 联结 它 内 部 或 边界 上 的 任何 丙 点 ， 则 它 包 含 这 段 直线 上 的 所 有 点 。 一 
个 不 包含 无 限 远 点 的 有 限 多 面体 , 完全 由 它 的 角 点 或 顶点 确定 。 

在 m>% 并且 系 数 和 矩阵 (as) 上 共有 秩 的 假定 之 下 ,可 以 用 一 个 算法 
来 判定 是 否 存 在 %- 数 组 为 不 等 式 的 解 ， 以 及 如 果 有 解 的 话 怎样 获得 解 域 
的 角 点 。 : 


初始 信息 
— 1 一 02 一 2 1 
yi Qi11 QI3 Gdn bi 
Ya a1 Gog don . ba 
Ym Wml Um2 Gmn bn 
4 = — byt ~ big — ~ Danys + Db 
Zo = ~— boyi ~ bogys — "~ Danyn + ba; 
zn = — Dn1Y1— Dnay2 —* — Dnnynt bn 
1 
Yn+l Dnt1,1 bnt1,2 Dnt1,n . osi 
Yn+2 Dn+2,1 bn+2,2 Don+2， nn [A 
Yr Dri Dra brn b, 
Ym Dnt Dan2 Dnn 如， 


在 上 表 所 提出 的 初始 信息 中 ,假定 系数 awy 的 开头 4 行 是 线性 独立 的 。 
用 约 当 消去 法 则 每 一 个 变量 z; 能 换 成 变量 ys。 这样 就 得 到 不 等 式 组 的 一 
个 标准 形式 , 它 由 ”个 等 式 和 一 表格 形成 ,变量 (之 0), 一] 2, …, 1% 
是 这 样 确定 的 : 对 于 i 一 n 十 1，,…, m 也 要 成 立 纪 >0。 然 后 由 个 等 式 给 
出 所 要 求 角 点 的 数组 。 

如 果 在 距 表 格 中 的 之 0, 那 末 点 % 一 0, 11,…, % 导致 一 个 解 。 

如 果 b% 之 中 有 一 个 数 为 负 , 譬如 b+<0, 那 末 点 Y 一 0, i 二 1， 2, …， 
% 不 满足 第 * 个 不 等 式 ， 因 为 内 =z<0。 此 外 若 这 一 行 的 每 一 个 系数 
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bw 之 0, j 一 1， 2,，…, 1%, 则 没有 点 久 >0 i 一 1，2,…, % 能 满足 这 个 不 等 
式 。 于 是 所 给 的 不 等 式 组 无 解 。 

不 过 当 久 <0 时 若 在 第 7 行 中 有 一 个 系数 zs<0， 则 用 第 s 列 的 系 
数 形成 商 /bs， i 一 n 十 1，…，m。 如 果 除 了 i/2rs 外 还 有 别 的 非 负 商 ， 
那 末 选取 最 小 的 。 若 这 个 最 小 的 出 现在 第 加 行 中 , 则 选 xue 作为 约 当 步骤 
的 交换 元 素 ,用 细 交 换 变量 Yo。 从 等 式 一 一 访 Piyy 一 bodye 二 bt 给 出 


值 y, 一 ( -Ds /Duet br/bero 项 Db, /Dis 是 非 负 的 ,如 果 记 ==?, 那 


末 通 过 约 当 步 又 得 到 新 的 列 工 中 所 有 的 元 素 非 负 , 并 且 找 到 了 一 个 角 点 。 
然而 如 果 和 关 y， 那 末 必 须 估 计 其 他 行 鲜 如 的 项 。 在 约 当 步骤 后 它 
们 满足 一 Bis* B/Dbsst+ bi 二 bis[ (Bif bu) 一 (了 /pe 四 ]。 对 于 Bi/bis> DVDia 
之 0 的 那些 行 i 在 5.<0 的 情况 下 得 到 改进 ， 因 为 在 约 当 步 又 以 后 这 个 
负 项 具有 较 小 的 绝对 值 。 正 项 pe>0 仍然 为 正 。 对 于 如 /bis<0 的 那些 
行 i 在 5。<0 的 情况 下 , 项 9 为 正 的 还 是 为 正 ; 在 bs>0 的 情况 下 , b 
为 负 的 , 现在 仍 为 负 而 其 绝对 值 甚至 会 增 大 。 
能 够 证 明 , 对 于 芭 /pu>>0 但 ps<0 的 情况 , 对 于 如 /bs<0 但 5>0 
的 情况 , 以 及 对 于 别 的 诸如 504/24: ==0 的 特殊 情况 , 在 有 限 步 交换 以 后 造 
成 一 个 只 有 正 元 素 的 表 , 它 导 致 解 域 的 一 个 角 点 (zz mo，…，zn)o 
【 例 】 要 确定 不 等 式 
—%1+2% —3r3—2>0, dri~ Ydrs—5>0, 
—3%1+%2 — drs+3>0, zi>0, rs>0, x3>0, 
解 域 的 一 个 角 点 。 这 个 不 等 式 组 已 经 成 标准 形式 。 按 照 上 面 的 算法 逐次 
地 得 到 下 表 
一 人 1 一 22 一 23 1 一 21 一 V3 一 4%s 1 
Yi 1 一 2 3 一 3 yi | -5/4 —5/4 一 3/4 一 17/4 
ys | —4 1 -4 -5 yl|-1 0 1 ~—2 
ys 3 -1 44 3 zj 3/4 -i/4 1/4 3/4 


—%3 ~xz2 -ys 1 -zs yi -ys 1 


好 | 20/12 —20/12 -4/12 -3 |-1 -12/20 4/20 36/20 
yo| 4/3 13 43 -1 内 | 1 -4/2 84/60 —8/20 
ml 4/3 -1/3 3 1 wm) 1 —4/2 24/30 32/20 
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一 2 一 名 —ys 1 


Yo -4 -3 -4 3 
2 一 二 一 5 一 了 2 
21 0 1 -1 3 


16.6 算 图 过 程 | 

算 图 是 用 图 形 表示 出 几 个 变量 之 间 的 函数 相关 性 ， 在 这 种 方式 下 它 
们 之 中 一 个 变量 的 值 可 以 通过 简单 的 作 图 从 其 他 变量 的 已 知 值得 出 来 。: 

两 个 变量 的 算 图 

对 于 函数 关系 y=j(z)， 笛 卡尔 坐标 系 中 的 图 形 表示 已 经 形成 了 一 
个 算 图 , 它 是 由 两 根 坐标 轴 以 及 一 般 地 说 一 条 曲线 所 组 成 的 。 它 的 图 形 
是 可 变 的 ， 如 果 沿 着 > 轴 和 y 轴 标 上 的 不 是 单位 距离 的 倍数 而 分 别 地 是 
长 度 éE 一 gCz) 和 力 一 由 (y)， 其 中 pg 和沙 是 可 遂 的 单调 函数 ， 适 当地 选取 
这 些 函 数 ， 就 可 得 到 一 张 图 纸 。 这 时 标 度 承 载 形 j 二 g( 全 表示 所 给 的 关 
系 g 一 机 1g(p(o)) =Fz)， 于 是 = 小 1gp， 这 里 几 1 是 由 的 反 函 数 。 如 
果 7 一 ge 十 BE 或 由 (y) a 十 Bp(z), 则 标 度 承载 形 是 一 条 直线 。 

【 例 】 1， 对 于 半 对 数 纸 ,一 x 和 站 = logoz。 函数 y 一 Kaw 作为 标 
度 承载 形 具 有 一 条 直线 , 其 中 的 a=logs 玉 和 B= 工 。 

2、 对 于 双重 对 数 纸 ,Elogo x 和 二 m1ogoYy。 隐 数 Y 二 Kx7 作为 标 
度 承 截 形 具有 一 条 直线 , 此 时 a=mlogs 玉 和 B= 
mLo » | 加 4 

3. 对 于 概率 纸 ,，# =# 和 ”=F1(y), 而 -+ 
为 高 斯 误差 孙 数 (0) = 太太 .exp[ 一 2/2]dr 
的 反 函数 。 那 末 对 于 六 数 y=( 玉 十 Lz), 即 所 有 正 
规 分 布 的 分 布 函数 来 说 , 标 度 承 载 形 是 一 条 直线 。 . 

双重 标 度 是 一 种 标 度 承 载 形 ， 相 应 于 足 8 定 。 
够 多 点 数 的 值 ， 在 其 背面 直接 排列 着 相伴 的 2 
值 。 可 以 想象 , 这 些 标 度 值 是 从 z 轴 和 乡 轴 通过 
平行 投影 转移 得 来 的 ， 以 致 这 两 个 轴 不 必 再 给 出 ”图 46.6-1 加 面积 4= 
了 ( 见 图 16.6-1)。 如 果 曲 线 的 每 一 点 用 一 个 参 wa?/4 与 其 直径 4 之 同 
数值 色 表示 ， 它 在 一 个 固定 的 wv Y 系 由 是 通过 关系 的 双重 标 度 


mo 


i 
[= 
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ZX 二 p(w%) 和 外 = 业 (WW 来 规定 的 ， 那 末 就 获得 变量 % 的 画 数 标 度 或 曲线 水 
度 。 于 是 这 个 函数 标 度 的 则 线 吉 示 函 数 (DO 和 山 (W 之 间 的 关系 。 

【 例 ] 对 于 函数 x 一 pw) 一 er 十 4 和 Y= 由 (二 e* 一 Ww 因为 = 
(2In(z 十 力 ， 所 以 就 得 到 标 度 承载 形 的 方程 (2 一 /2=In(z /3 
.《 见 图 16.6-2)。 

“三 个 变量 的 算 图 
对 于 函数 关系 下 to,t0) 一 
_ 0, 为 了 易于 将 一 个 变量 的 值 从 
其 余 两 个 变量 的 值 中 读 出 来 ， 
通常 采用 直射 算 图 或 列 线 图 。 
直射 算 图 如果 三 个 变量 
之 中 的 每 一 个 都 看 作 参 数 ， 那 
图 16.6-23 标 度 承载 形 , 其 中 方程 末 借 助 于 六 个 函数 94, ,i 一 1 
(s—Y) /2=1n[ (s+ /2 2, 3， 就 能 站 唯一 的 x, y 坐标 
系 中 找到 由 方程 和 =p1 人 ,一 和 (的); 2 一 p2C0)， 一 和 C0); 区 一 
9a《wW) ,ya 一 sCw) 所 给 定 的 三 个 泡 数 标 度 。 为 便于 读 出 ,附带 要 求 函 数 pw 
ve 使 其 相应 于 方程 (Wo Vo， 2%0) 二 0 的 三 重 值 (wo，w， Wo) 位 于 一 条 直 
线 上 ( 见 图 16.6-3)， 就 是 说 顶点 为 (zi 1) ，(z2， 级 )，《z3, 9%) 的 三 角形 
面积 为 零 。 索 罗 (Soreau) 方程 是 它 的 
一 个 充分 必要 条 件 。 


1 gw Ww) 
1 ga(o) Wav) 
1 gaslwW) yalw) 


如 果 有 了 满足 这 个 方程 的 函数 pe yp 
那 末 函数 标 度 就 由 2 一 0 和 = 来 
确定 ; 当然 这 不 是 唯一 的 , 因为 每 一 个 
将 直线 重 又 变 为 直线 的 普通 坐标 平面 ”图 16.6-8 直射 算 图 的 相关 三 重 
变换 会 给 出 一 个 新 的 列 线 图 这样 的 一 值 Go, 如， ?wo) 位 于 一 条 直线 上 
个 变换 能 用 以 改善 变量 变化 区 间 的 大 小 来 提高 读 出 的 精度 。 

直射 算 图 的 基本 形式 和 标 度 方程 (1) 如 果 (yi1 一 ya)) qi 一 29) 
一 (内 ye) 一 0)， 那 末 三 点 (cg)，(oa ya)，(zy, Ya) 就 位 于 一 条 直 


索 罗 方程 =0 


Fo vos 400) = 


16.6 算 图 过 程 ”571 


线 上 。 若 将 =g1C()， 级 二 及 ;39= 一 g9(0)，Yg== 一 所 (V) 和 z= 
一 9a(w)，ys 一 一 fatw) 写 进 去 ， 则 在 ju gs 之 间 不 存在 线性 关系 ; 这 就 
造成 三 个 曲线 标 度 且 具 有 基本 形式 
[ao 十 Po LotGe) 十 9a(o)] 
一 [万 (C) + faC0) /Lo9w) + gw)T, 
(3) 当 ;一 0 时 条 件 方程 (1 就 变 成 

1 —Y2) /~ 19) = (yi ~ Ya)/ -13) 
或 ， 纺 一 (gszs 一 yazs)W (zs 一 Za3)o 
于 是 若 标 度 S81, S953 由 zi 一 0, 纺 一 户 (0，aa= 一 1/ga(o 护 = 户 (w/ 
93CV) 和 zw8 二 1/ga《w), ys 二 faCw)/ga(w) 来 确定 , 则 s 为 直线 而 在 fo, 55 
和 fe，9 之 间 不 存在 线性 关系 。 基 本 形式 为 及 (ww) 一 [ja(o)-HfFsCo)]/ 
[os(o) +gs(w)]。 

(3) 如 果 将 急 =pmo 二 9 代入 条 件 方程 (2)， 使 得 四 三 0, 几 = 户 GD; 
z= —1/g2(v), Yo=prat 9; Ze=1/gelw) 和 ya=falw)/ga(w), 那 末 B1 
和 83 为 直线 , p 可 住 意 地 选取 ,只 是 在 fs 和 gs 之 间 不 存在 线性 关系 ; 基 
本 形式 为 f4(w) 一 [一 D 十 ggs(o) 十 fa(2w)]/[9s(2) gaCw)]。 

(4) 如 果 通 过 ys 一 mza-+c 使 8s 也 变 成 直线 , 这 里 中 可 自由 选取 , 那 
末 在 其 他 与 (3) 等 同 的 条 件 下 基本 方程 变 为 

Ja =[—p+993 0) Fm+ cgsCw) 1/ Lglv) 十 9a(CO)]。 

(5) 如 果 将 22==1 代入 条 件 方程 (2), 那 就 变 为 yi 一 《ys 一 yox3)/(1 一 
ma) 或 (1 一 23) 十 Yar3 一 ya 一 0。 现 在 车 引进 210，g1 一 有 1(); wa 一 
ya=f2(V) 和 rs= gw /LaC0) 十 ga(0)] ys= — hsCw) AL fa0) + gw)]), 
则 标 度 51 和 5 为 平行 直线 ， 而 标 度 53 为 直线 仅 在 有 和 gs 之 间 存 在 线 
性 关系 时 才 行 。 通 过 代入 , 得 到 基本 形式 

FCW falw) + fo) ga CW) + haw) = 0 

(6) 将 扣 =a, wxa 一 5, z==c 代入 条 件 方程 (2) 就 得 到 i 一 (bys 一 cy2)/ 
(5 一 0) 或 利用 条 件 (1) 得 y1(6 一 0c) 一 yaCb 一 4) Yala 一 c), 即 Yala 一 了 ) = 
yc ~b)+ya(a—e), =fi(0) /ec -Db), ya=fa(V)/ lame) A y= 
fatw)/(a 一 5) 就 得 出 基本 形式 fsCw) 一 fi(w) 十 fa(v), 这 里 标 度 51, Sz 
S's 为 平行 直线 。 

《7) 一 般 性 的 研究 表明 ,除了 已 经 导出 的 之 外 , 下 面 的 三 个 基本 形式 
也 是 可 能 的 ; 
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falw) 一方 Ce) ja(o》， 
JJfa(o)7fs(GO) 一 六 GD) 十 (2) + Faw) 
以 及 F100) fav) fadw) TF fe) + fa) ga) + halw) =06 


【 例 】 化 简 了 的 三 次 方程 w3 一 3pw 一 


3g 二 0 的 实 解 能 从 直射 算 图 得 
到 , 从 基本 形式 


15? apsgo 2A) + gC) 
~1.0 =1.5 +hs(w) =0 
_0.5 -1.0 可 以 看 出 这 个 算 图 有 两 条 直线 


080604 0201 
1.0 


标 度 :Zz1=0,， #1 一 一 3p; za 一 
1, y=—29 和 xws=1/(i+w), 


+0.5 110 
， 3 访 让， 
10 5 约 ww/ (二 w)。 由 此 读 出 ; 
1.5 +2.0 f1(P) = — 3p, 
十 2.5 一 -2 
-420 30 fa(q) qa， 
.5 +3.5 fa(W) = wy, 
+4.0 g93(w) =1, 
士 3.0 十 4.5 
5.0 hs) = 
十 3.5 ， 
+5.5 ”( 见 图 16.6-4)。 
0 ， 
We 三 个 以 上 变量 的 算 图 
1 47.0 不 限于 将 三 个 点 (每 个 函 
二 5.0 十 7,5 ” 数 标 度 的 点 彼此 用 一 条 直线 
图 16.6-4 方程 一 3puw 一 2g=0 


实 解 的 算 图 


连结 起 来 ， 可 以 寻找 连结 更 多 
个 点 的 其 他 构造 ， 例 如 能 用 


zy 平面 上 的 三 个 点 来 确定 唯一 的 圆 的 中 心 或 三 角形 的 中 心 。 

对 于 函数 依存 性 五 Qi, ws， 1，Ww，wW1，2w04) 一 0， 最 多 为 六 个 变量 , 已 
经 构造 出 了 截 距 图 ， 它 用 直线 连结 三 个 函数 格 。 所 谓 久 数 格 ， 可 理解 为 
两 族 坐 标 曲线 ， 例 如 极 坐 标 系 的 曲线 7 二 const 一 Vw 十 和 曲线 区 = 党 
数 一 arctangy/z。 由 这 个 格 关联 着 的 变量 的 两 个 值 确 定 一 个 点 ， 坐 标 为 
2 一 Oil U2); 1 二 由 (Wi W)。 对 于 其 余 两 个 函数 格 , 另外 可 得 到 zx4== 
av1 Va), Ya—Walv1, v3) 和 x3 =p3(w1, twa), gs 一 大 (Con Wa)o 

重要 的 是 ,对 于 一 个 函数 格 必须 在 (ww3) 和 (zug%) 之 间 存 在 唯一 的 
可 逆 对 应 关系 。 象 直射 算 图 的 情况 那样 ， 要 求 三 个 函数 格 (kb va)，(ov 


16.6 算 图 过 程 573 


v9)，《w1, ?09) 满足 给 定 条 件 了 ( 娩 ， 域 , 多 叹 ，W09，w9) 二 0 的 三 个 点 (43; 
0)，( 喝 雹 和 (0 好) 位 于 一 条 直线 上 ( 见 图 16.6-5)。 在 笠 卡 尔 坐标 
系 中 对 于 所 有 的 函数 格 必须 成 立 下 边 列 出 的 条 件 : 

1 gilw vd) Wlu, Uo) 
1 pCvl, Va) Ylv1, v2) 
1 oatwi, Wa) (Cut Wa) 


—0 


图 16.6-5 三 个 函数 格 的 相应 点 位 于 一 条 直线 上 


如 果 进 行 图 算 的 方程 包含 5 个 变量 ， 那 末 其 中 的 4 个 变量 由 3 个 函 
数 格 来 表示 而 对 于 第 5 个 变量 还 需 一 个 标 度 承 载 形 ; 对 于 4 个 变量 来 说 ， 
有 一 个 芒 数 格 和 两 个 标 度 承载 形 就 行 了 。 

当然 ， 并 不 是 每 一 个 包含 6 个 变量 的 关系 都 可 由 截 距 图 来 进行 图 算 
的 。 另 一 方面 ,如 果 对 于 基 个 关系 获得 了 这 样 的 一 个 图 , 那 末 应 用 将 直线 
重 又 映射 为 直线 的 任意 一 个 平面 变换 ， 可 以 在 截 距 图 形式 下 得 到 进一步 
的 解 。 

【 例 】 关系 (@ 一 0)gaCws)== [a 一 aC2w1) $aCV) + [p301) 一 要 四 (0) 
等 价 于 下 边 列 出 的 行列 式 方程 ; 


1 a tu) 
1 b a (Cv) 一 0o 
1 paGor) yaCoa) 


从 它 立 刻 可 技 到 标 度 方程 ， 所 要 求 的 函数 格 的 方程 为 91 一 4, 六 一 和 (0); 
za=0, Ys 二); Zs = (V1)，Ys = 业 s(wa)。 实 行 起 来 普通 的 毫米 纸 就 
行 了 ,相距 5 一 4 的 两 条 直线 必须 按照 函数 标 度 由 (Ww) 和 eC2?) 加 以 编号 。 
同样 的 毫米 纸 格子 可 作为 函数 格 。 垂 直 于 标 度 的 轴 必 须 按 照 函 数 pa(wa) 
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加 以 编号 , 而 平行 于 标 度 的 轴 则 按 ys(20s) 篇 号。 

vt 常常 用 直射 算 图 链 来 建立 三 个 以 上 变量 
的 图 算 关 系 。 在 这 样 的 算 图 中 ， 对 于 两 个 变 
量 的 给 定 值 ， 首 先 从 一 个 直射 算 图 上 确定 一 
个 辅助 变量 例如 &( 见 图 16.6-6) 的 值 。 对 
于 如 此 确定 的 值 以 及 第 三 个 变量 的 一 个 给 定 
值 ， 从 第 二 个 直射 算 图 上 确定 再 一 个 辅助 变 
量 , 或 者 也 可 能 为 解 变 量 的 一 个 值 , 用 这 种 方 
-0 -0 式 继续 下 去 ,总 可 算出 各 个 辅助 变量 的 值 , 直 
图 16.6-6 .wy 一 十 奴 十 Ws 到 从 最 后 一 个 直射 算 岁 上 获得 所 要 求 变量 的 
直射 图 中 的 辅助 变量 上 ” 值 为 止 。 


6 
5 
4 
3 
2 
1 
0 


16.7 莹 特 - 卡 洛 方法 


荣 特 -证 洛 (Monte-Carlo) 方法 是 利用 随机 性 概念 解决 确定 性 问题 
例如 积分 赋值 、 确 定 极 值 、 解 方程 组 以 及 解 常 微分 方程 或 偏 微分 方程 等 


等 问题 的 所 有 各 种 过 程 的 总 称 。 用 来 阅 明 方法 的 积分 人 jaz 的 例子 


可 以 直接 推广 到 重 积分 ; 事实 上 蒙特 - 卡 洛 方法 的 价值 只 是 在 高 维 问题 
中 才 充 分 地 显示 出 来 。 积 分 的 有 限 区 间 
[4,5] 可 以 用 线性 变换 w=(z 一 2)/(5 一 
四 化 为 [0 二 。 

概率 过 程 假定 函数 f(x) 是 有 上 
界 和 下 界 的 ， 于 是 可 作 变 换 使 满足 条 件 
0< 帮 os<1。 

所 要 求 的 积分 是 由 曲线 了 Cw), 横 华 
标 以 及 可 能 平行 于 纵 坐标 轴 的 直线 段 所 
围 区 域 的 面积 值 ( 见 图 16.7--1)。 如 果 包 
含 这 块 面积 的 整个 单位 正方 形 是 均匀 地 。 图 16.7-1 用 蒙特 - 卡 洛 方 法 
由 物质 覆盖 着 的 ， 例 如 它们 是 从 厚薄 均 计算 积分 h f (mag 
勾 的 纸板 上 前 下 来 的 ， 那 末 两 者 质量 的 
比 可 看 作 一 种 区 网 估 诗 。 震 想象 两 块 面积 由 包 个 等 质量 的 点 所 均匀 覆盖 ， 
又 车 它们 之 中 my 个 位 于 所 求 的 那 块 面积 内 ， 则 通过 计数 得 zw/4 作为 
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所 求 面积 的 一 个 估计 。 这 里 点 数 至 少 为 104 它们 的 均匀 分 市 在 方向 
和 在 % 方 向 都 必须 是 真正 随机 的 ， 使 得 所 作 的 是 次 相互 独立 的 试验 。 
如 果 这 时 相继 的 估计 已 相差 到 小 于 预先 规定 的 精度 范围 ， 均 匀 分 布 的 随 
机 数 就 能 在 某 个 » 值 中 断 这 个 过 程 。 若 (6 一 了 为 执行 的 步 妆 而 二 -1 为 其 
结果 , 那 未 递归 计算 格式 
Le=le t+ (Se— Le /R= [Lk lit él/E 

被 证 明 是 有 用 的 , 这 里 如 果 第 大 点 落 在 7(z) 的 区 域 里 , 各 ==1, 否则 名 = 
0。 

平均 值 过 程 ”如 果 仅 对 于 自 变量 选取 [o， 困 区间 上 的 均匀 分 布 随机 
变量 zw 而 了 (zi) 每 次 是 算出 米 的 ， 那 未 统计 平均 1[ (9] 乘 以 区 间 的 
宽 魔 工 就 是 所 求 积分 的 一 个 估计 。 因为 算术 平均 是 了 [2)] 的 一 种 有 
效 佑 计 ， 所 以 能 得 出 1/m) 史 /Cz0) = | Po)ar。 这 里 递归 公 

有 TCD) -Ta Lh DD +f (0a)]/h 

已 证 明 为 合适 的 。 

均匀 分 布 随机 数 的 产生 “ 当 使 用 数字 计算 机 时 ， 不 党 在 计算 机 内 造 
一 个 随机 发 生 器 来 产生 随机 数 。 如 果 要 避免 过 分 复杂 ， 这 种 真正 的 随机 
发 生 器 只 有 相对 小 的 灵活 性 。 此 外 , 不 能 保 征 所 产生 的 随机 数 序列 长 时 
期 的 平稳 性 ,就 是 说 它们 的 统计 性 质 在 试验 进程 中 会 改变 。 

为 此 原因 ,随机 数 是 由 确定 性 的 递归 公式 产生 的 。 这 样 的 念 随机 才 
应 当 与 真正 的 随机 数 序 列 的 差别 尽 可 能 地 小 ， 这 就 要 求 相继 伪 随 机 数 的 
拟 独立 性 并 月 不 能 出 现 周期 性 的 数列 。 建 立 在 初等 数论 之 上 的 递归 公式 
已 被 证 明 是 特别 有 用 的 。 

1. 简化 的 斐 波 那 契 数 [Fs=Fx_1 二 Fr-2]mod m; 

2. yriz 一 [27+1)ys+ojmod 2m， 其 中 >3 而 。 为 偶数 

3. 护 一 5 名 -imodm 例如 5 一 23 而 w= 二 108 填 1 


4. 久 一 宫 cpr-; modm, 这 里 go, Y1,…， Yr-t1 是 0 与 m% 一 二 之 间 送 


当 的 数 而 cy 是 适当 的 常数 , j 一 4， 3,…, 7?。 
因为 所 有 这 些 伪 随机 数 是 由 模 数 双 或 模 数 2" 确定 的 ， 它 们 就 得 由 
一 ys/ 或 一 yx/3m 化 为 区 间 L0, 志 上 的 数 。 
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17.1 线性 最 优化 pe 576 ”好 .38 动态 最 优化 pe 593 
17.2 ” 非 线性 最 优化 …………… 589 


虽然 欧 几 里 得 早已 系统 阐述 过 最 优化 问题 ,但 只 是 在 17 和 18 世纪 ， 
随 着 微分 和 灾 分 演算 的 发 展 , 才 给 出 了 解决 这 种 问题 的 数学 工具 。 经 济 
学 上 的 最 优化 问题 是 具有 辅助 条 件 的 极 值 问题 ， 它 的 特点 常常 是 变量 的 
个 数 非常 大 并 且 要 找 的 是 非 负 解 。 

一 般 地 ， 经 济 学 上 所 研究 的 事件 置 作 由 各 个 不 同 的 活动 所 组 成 的 一 
个 过 程 , 目的 是 通过 抽象 获得 相应 的 数学 模型 。 对 于 每 个 活动 存在 若干 
变量 ,它们 的 实现 依赖 于 由 可 用 容量 所 加 上 的 约束 gsCxe) 一 0 所 以 并 不 是 
对 于 每 一 个 活动 都 能 选取 最 满意 的 变 式 。 代 之 以 寻找 可 能 变 式 的 一 种 组 
合 ， 使 给 定 的 目标 函数 了 Cz4) 取 到 整个 过 程 的 最 大 信和 或 最 小 值 ; 9;(2%) 一 
0 和 ze>0 称 为 约束 。 


max{f (7s) |9sC7) 
一 0, v2>0} 


i=1, 2, ，»,, n; j=1, 2, 


;n> mm 


| 最 优化 问题 


对 于 一 般 的 非 线 性 最 优化 ， 给 定 的 函数 了 和 0% 没有 限制 ; 对 于 二 
次 最 优化 ，f Cz) 是 x 的 二 次 函数 而 %(zo 是 线性 的 ; 对 于 线性 最 优化 ， 
了 和 gy 都 是 线性 函数 。 


17.1 线性 最 优化 


。 在 最 优化 中 ， 通 常 对 于 同 阶 和 矩阵 参看 开 , 第 全 章 ) 4= (as) 和 B 一 
(bo) 也 定义 关系 < (“小于”)，A4<B 或 4<B 当 上 且 仅 当 对 于 每 一 个 i 和 
记分 别 有 ae 天 2 或 as 和 bso 相应 地 也 能 分 别 用 04y> pe 或 Qay 之 bw 来 定 
义 4>B 或 4>B。 值 得 注意 的 是 ， 可 能 有 两 个 同 阶 的 和 矩阵， 三 个 关系 
<，>，= 没 有 一 个 是 成 立 的 ， 而 对 于 两 个 有 理 数 或 实数 , 在 任何 情况 下 
这 些 关 系 中 恰 有 一 个 关系 成 立 。 
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涛 ce 和 zx 是 具有 行 和 工 列 的 2XI 阶 矩阵 , 4 一 (co) 是 吧 X2 阶 矩 
阵 , 刀 是 双 X 工 阶 的 ,D 是 mxn 阶 零 和 矩阵 ,o 是 2XI 阶 零 矩 阵 , 以 及 c” 是 
从 c 交 换行 和 列 得 到 的 , 盾 阵 c 的 转 置 , 那 末 对 于 线性 的 目标 函数 和 约束 
来 说 , f(s) 可 表示 为 cz 而 gr(zo) =0 可 表示 为 4z=bp。 当 设 c 一 一 
4= 一 下 和 有 = 一 闫 时 , 极 大 值 问题 就 变 成 极 小 值 问题 。 作 为 一 种 几何 解 
释 ,> 可 看 作 % 维 欧 几 里 得 空间 BE 中 的 一 个 向 量 。 | 


线性 最 优化 max{czz| Ax<b,x>0} 或 min{d"x| Bz>h, x 之 0} 


根据 矩阵 e，4, b 或 d,B,hh 的 元 素 可 区 别 为 各 种 问题 ; 若 这 些 系数 
都 是 已 知 常数 , 则 是 确定 性 问题 , 若 系 数 (或 其 中 一 部 分 ) 能 在 已 知 的 区 间 
上 变化 ， 则 是 参数 问题 , 若 系数 (或 其 中 一 部 分 ) 是 随机 变量 , 则 是 随机 问 

【 例 1 景 大 利润 。 若 wx 的 分 量 wm 是 加 工 过 程 中 的 产品 或 商品 的 件 
数 , c 是 对 应 于 一 件 产品 ; 的 利益 , 则 x 表示 一 个 加 工 计划 , c?x 是 总 利 
益 , 如 外 部 交换 的 利润 或 收益 。 进一步 地 , 若是 m 次 活动 (如 一 组 机 
器 ) 中 的 一 次 活动 ,bs 是 可 用 容量 (储备 资本 ), 且 若 答 阵 4 的 系数 dnt 表 
示 每 件 商品 的 活动 水 平 ， 则 使 加 工 计划 达到 最 大 的 问题 就 是 在 考虑 到 给 
定 容量 的 可 用 性 情况 下 计算 最 大 的 收益 。 模型 建立 在 两 个 假定 的 基础 
上 ， 即 假定 收益 和 活动 性 与 产品 的 总 量 成 比例 , 假定 件数 的 向 量 x 只 能 有 
後 数 分 量 wm>0。 进 一 步 假定 对 此 商品 的 需求 是 无 限制 的 。 若 不 是 这 种 
情况 , 则 销售 限额 di 可 引进 为 附加 的 约束 <04。 . 

[ 例 2] 饮食 问题 。 设 1 是 一 种 营养 物 ，z; 是 在 要 确定 的 食品 组 合 
中 这 种 营养 物 的 总 量 , 再 设 由 是 其 单位 数量 的 价值 。 设 不是 一 种 维生素 
或 一 种 营养 物质 , hs 是 它 必 须 出 现 的 最 小 总 量 , 而 bs 是 营养 物 i 含有 这 
种 成 分 的 量 。 这 个 问题 的 解 导致 一 个 最 小 化 问题 , 不 过 它 在 这 种 简单 形 
式 下 只 能 适用 于 动物 饲料 最 廉价 的 组 合 。 要 得 到 一 个 旅馆 食谱 成 本 最 低 
化 的 不 同 模型 , 须根 据 精 确 、 具 体 的 附加 假设 条 件 , 诸如 每 餐 的 逐日 分 布 ， 
即 早餐 .中 餐 和 晚餐 的 逐日 分 布 ; 一 餐 的 结构 ,例如 小 吃 、 主 菜 和 甜点 心 结 
构 ; 点 菜 , 例如 点 三 个 菜 以 及 菜谱 的 最 小 周期 ,例如 二 星期 。 

康 托 洛 维 奇 (Kantorovich) 在 1939 年 系统 阐述 了 在 线性 最 优化 中 的 
最 大 值 问题 ， 他 用 解 因 子 的 方法 解决 了 这 个 问题 。 饮食 问题 大 约 由 科恩 
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菲尔德 (Comnfeld) 在 1941 年 和 由 斯 蒂 格 勒 (Stigler) 在 1945 年 予以 解 
决 。 
伍德 (Wood) 和 丹 济 希 (Dantzig) 相当 广泛 地 阐述 了 线性 最 估 化 问 
题 ,并 由 丹 济 希 用 单线 形 法 解决 了 , 它 在 许多 方面 有 进一步 的 发 展 。 
单纯 形 法 ”对 于 线性 最 优化 , 约束 由 Ax<b 并 有 x 之 0 或 者 说 aa 
+ nn by FRO0(I =1, 2 21, i—1, 3, .…, 2) 
组 成 (参看 开 ., 第 16 章 )。 正 如 条 件 221 十 3xs<4 定义 一 个 闭 半 平面 那 
样 ,车 x 理解 为 为 维 空间 Es 中 的 一 个 点 或 向 重 , 则 上 面 的 约束 恰好 确定 
人 十 号 个 闭 半 空间 。 落 (m+m) 个 约束 是 相 容 的 ， 则 (十 oo) 个 半空 间 
的 交集 思 至 少 包含 一 点 。 五 的 每 一 点 是 一 个 可 行 解 或 一 个 可 行 向 量 。 
一 个 问题 的 可 行 区 域 及 作为 (4 十 m) 个 半空 间 的 一 个 交集 ， 是 一 个 
凸 多 面体 ( 见 图 17.1-1)。 假 定好 非 空 且 有 界 。 
目标 函数 了 (x) 一 c?z 在 几何 上 可 解释 成 考虑 曲面 了 (2) = 常数 , 这 代 
表 在 AB 中 的 一 族 平行 超 平面 c?%==%。 
要 求 找 出 一 个 与 吓 多 面体 及 有 非 空 交 
集 的 ,具有 最 大 万 的 超 平面 。 显然 , 对 于 
SN 这 个 超 平面 形成 琅 的 一 个 支 西 , 即 此 超 
平面 与 也 有 一 个 公共 点 。 相 应 地 , 在 
~ 五 中 的 最 大 值 只 能 出 现在 边界 点 上 。 
17.4-1 在 二 维 空间 及 中 。 ”由 于 上 面 的 假设 ， 司 是 它 顶 点 的 
“最 大 值 问 题 的 妃 何 表示 ; 是 。 古 包 设 尺 (=1 9，… 8) 是 且 的 顶 
可 行 区 域 , ere 一 bmox 是 支 " 四 
面 ;2 是 可 行 基本 解 。 ”点 , 它 至 多 有 ( ) 个 因此 每 一 个 
*ERR 能 表示 成 2 一 六 at 其 中 心 >0 和 六 %= 1 于 是 得 出 fw) 一 cx 
(周一 襄 herw = 高 CaD。 在 s 个 值 了 (x) 中 有 一 个 最 大 的 ， 
管 如 说 了 (eb)。 从 而 肯定 成 立 了 (x) 一 避 hf (wD) < 计生 f(r) 一 了 (9)。 


当 甩 有 界 且 非 空 时 , 最 优化 问题 就 归结 为 确定 的 项 点 x!。 在 任何 情况 
下 ; 解 要 在 它们 中 间 去 找 。 


Ta 


Tr 


m+n 


nt 
Hi rien ts 号 areas 


Tan+m 
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5b, 写成 方程 襄 4wve+zoty 一 By。 车 了 是 单位 阵 , 则 得 到 一 个 线性 最 优化 
问题 的 另 一 种 形式 。 
max{(e”, o 人 2) 


具有 松弛 变量 
的 线性 最 优化 

为 了 简单 起 见 , 重新 写成 maz{fcrx|4x= 一 is>oj, 其 中 狂 当 扩大 了 
的 矩阵 4 是 mx (n 十 m) 阶 矩阵 ,z 是 (2 十 mm) x1 阶 和 矩阵。 可 以 假定 4 
的 秩 是 mw， 否则 或 者 方程 4x =b 不 相 客 从 而 不 存在 可 行 向 量 , 或 者 某 几 
个 方程 为 多 余 的 , 它们 是 其 余 那 些 方程 的 线性 组 合 。 

恰 有 mm 个 正 分 量 且 这 % 个 正 分 量 正 好 属于 和 矩 阵 4 的 m 个 线性 无 关 
列 的 一 个 向 量 x, 称 为 一 个 可 行 基本 解 。 

可 行 基本 解 的 矿 是 可 每 区 域 足 的 项 点 。 

为 了 解析 地 证 明 这 个 定理 ， 利 用 西 线性 租 合 二 hw1+ 《1 一 x? 一 
A(w1 一 x”) 十 x2(0 < 入 <1), 它 确定 连接 点 x!1 和 的 直线 段 上 的 中 间 点 x。 
唯 且 的 顶 点 不 能 表示 为 及 中 两 个 不 同 点 的 性 线性 组 合 。 车 4 有 mn 个 
线性 无 关 列 1…, am 又 著 一 个 可 行 基本 解 是 et 具有 sz1>0,…, zl> 0， 
Zhi=: ha 0, 则 具有 两 个 不 同 可 行 点 x? 和 x? 的 这 样 一 个 凸 线性 组 
合 xi 一 )z2+ (一 入 23 是 不 可 能 的 。 -因为 对 于 #1=4,-2; 3 和 71 2,…， 
2 及 41 一 0; 从 4x2 一 b 和 .4x3 一 b 中 得 出 各 (x? 一 x3) 一 o, 即 它 有 平凡 
解 z2 一 内 一 o; 但 这 意味 着 wt 必 是 一 个 顶点 。. : 

另 一 方面 ,车 假设 忆 是 具有 正 分 量 避 ，…， 吕 的 一 个 顶点 ， 那 未 ， 4 
的 相应 列 m1,，…, os 必定 线性 无 关 。 因为 4 及 行 ,<m 必定 成 立 ,出 
此 得 出 计 是 一 个 可 行 基本 解 。 因 为 若 列 gz，*+, a 线性 相关 , 则 能 找到 


不 全 为 零 的 数 纪 ，， 合租 加 wa ,一 o 从 而 对 于 之 0 也有? 记 纺 mi 
o。 由 于 襄 smxy ， Sy, 一 可 以 选取 充分 小 的 数 y 构造 两 个 向 量 
太一 (对 十 多 De YY 0, 1 0 和 2 一 (地 一 2 ys, 0, 
，0)， 使 它们 的 前 面 下 个 分 量 是 正 的 。 然而 取 X~ 寺 有 娄 示 式 志 = 
2 十 去 凤 所 以 xl 不 是 一 个 顶点 , 这 与 第 一 - 个 假设 矛盾 。 

” 壕 化 情况 <m 是 可 能 的 ， 但 是 这 里 不 予 讨论 。 退化 情况 能 毫 无 因 


Ax + Iz—b, x>0,F>o0} 


on 
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难 地 用 单纯 形 法 处 理 。 
这 样 ,下 至 多 有 (3 )-( 7) tm 在 这 有 限 个 顶点 或 可 


行 基本 和 解 中 ， 必 能 确定 目标 函数 的 最 大 沙 数 值 hwax。 此 点 不 一 定 是 唯一 
地 确定 的 。 例 如 , 当 马 的 边界 与 所 求 的 超 平面 cz 一 wax 有 dC 之 了 D 维 的 交 
集 时 , 就 是 这 种 情况 。 若 假定 4 的 最 初 % 列 线性 无 关 , 由 这 些 列 形成 的 
仑 隆 记 为 4, 其 余 的 记 为 4s, 则 4 一 (41，42), 这 里 生 是 xm 阶 非 订 


异 的 ; 4 是 Xn 阶 的 。 业 似 地 ,划分 ~( 2 hz 人 全 )) 这 里 a 和 
co Ta 


各 由 最 初 w 个 分 量 组 成 。 于 是 方程 Ax 一 Aixi1+ 4sws 一 b 能 解 出 x1 给 出 
zi 一 A7'b 十 扩 i1A2( 一 wa)。 假定 AI 匠 >0, 连同 x2=0, 这 就 给 出 一 个 可 行 
基本 解 x1。 代 入 目标 函数 得 到 

Te)= cf Aib+ [ef AT1As— ec](— wa)o 
当 zo=0 时 ， 目标 函数 的 值 变 成 (x) =cf 47'b。 这 些 关系 式 列 于 所 谓 
的 单纯 形 表 中 。 


可 行 基本 解 位 于 前 一 列 , 而 后 一 行 给 出 相应 的 目标 函数 值 。 

在 单纯 形 表 中 可 以 区 别 三 种 互相 排斥 的 情况 。 

1T， cf A7'As 一 6 的 % 个 元 素 是 非 负 的 。 在 这 种 情况 下 存在 一 个 
品 优 解 , 因为 车 za 的 任 一 元 素 取 成 正 的 , 则 目标 函数 的 值 至 多 蛮 小 。 ， 

3， cf .41l4s 一 c 包含 一 个 负 元 素 ， 警 如 说 第 天 个 元 素 为 负 ” 假 设 
4124s 第 列 的 所 有 元 素 是 非 正 的 。 于 是 x2 的 第 个 分 量 可 任意 地 增 
加 。 由 于 ze1 一 47 埃 十 47142《 一 x2), x1 的 分 量 同时 改变 ， 因 此 总 能 得 到 
一 些 可 行 解 , 对 于 它们 来 说 目 标 函 族 超 出 一 切 界限 ;x) 丰 可 行 区 域 内 无 
界 ; 从 而 问题 无 解 。 

8,cT Ai14s 一 9 的 第 个 元 素 仍 是 负 的 , 但 对 于 每 个 4 4 的 第 
列 至 少 包 含 一 个 正 元 素 。 在 这 种 情况 下 , 也 可 通过 增 大 we 的 第 万 个 分 
量 使 目标 函数 增 大 。 不 过 只 在 x1 一 A7'5+ A7142( 一 xa) 减 少 着 的 分 量 中 
有 一 个 取 值 为 零 之 前 才能 这 样 做 。 wi 的 其 余 (改变 了 的 ) 分 量 以 及 用 这 
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各 方式 确定 的 x 的 第 个 分 量 ,形成 一 个 使 目标 函数 具有 较 大 值 的 新 的 
可 行 基本 解 。 能 推出 4 的 相应 列 的 线性 无 关 性 。 因为 只 存在 有 限 多 个 
可 行 解 并 且 由 于 目标 函数 在 每 一 个 单纯 形 步 的 增加 就 得 到 新 的 基本 解 ， 
所 以 在 有 限 步 以 后 就 达到 情况 工 ( 最 优 解 ) 或 情况 3 。 

最 初 可 行 基本 解 的 导出 "车 b>o， 则 引进 松弛 变量 并 从 要 求 max 


Ce”, »(® ) 其 中 *=b, 出 发 得 到 一 个 可 行 基本 解 。 若 没有 松弛 变量 可 


引进 , 则 一 定 能 达到 5>o (在 每 个 实际 问题 中 , 还 是 b>0)o 利用 所 谓 人 
工 变 量 和 一 (yy 机 Yim), 就 可 首先 求解 问题 


min 局 yl Axt+Iy=b, x>0, y>0}, 


对 于 这 个 问题 gb 提供 一 个 最 初 可 行 基本 解 。 若 习 久 的 最 小 值 是 正 
的 , 则 初始 问题 没有 可 行 解 。 若 最 小 值 为 零 ， 则 上 述 问题 的 最 优 解 (x 
gp) ~ (xp，o) 就 是 初始 同 题 的 一 个 可 行 基本 解 。 就 计算 程序 来 说 选择 上 
面 所 描述 的 过 程 , 它 是 独立 于 问题 的 。 

对 偶 性 ”问题 min {bY| 47y>c, g>o}y 称 为 问题 max {fcre| 4x< 
8，z>>o} 的 对 倡 问 题 。 后 者 也 就 叫做 原始 问题 。 这 里 YY 是 wXI 阶 答 
阵 或 者 说 中 的 一 个 向 量 。 满足 4zg>e 和 3>o 的 向 量 y 称 为 可 行 
的 。 


maxfezz| Ax<b, x>o} 


原始 问题 
对 偶 问 题 


车 x 和 纵 ( 分 别 属 原始 和 对 偶 问 题 ) 是 可 行 的 , 则 czx<bzy。 

证 :x 可 行 意味 着 4x<b 并 且 x 之 o; 8 可 行 意味 着 4 >>c 并 且 色 > 
oo。 这样, c*x<(479)"z 一 (yA)x=y?(Ax) < b=b"y。 

由 此 容易 得 到 : 

车 x? 和 ty 是 可 行 的 , 又 车 crx 一 5?", 则 wx? 和 0 分 别 是 原始 问题 
和 对 偶 问 题 的 最 优 解 。 

证 ; 按照 上 面 的 定型 , 对 于 每 个 可 行 的 z, 有 c?x<b?g' 一 c?x?。 男 一 
方面 , 对 于 每 个 可 行 的 急 有 pg >c?z0=B7g0。 第 一 个 不 等 式 表明 四 是 
原始 问题 的 解 , 而 第 二 个 不 等 式 表明 1 是 对 人 问题 的 解 。 


min{br'y| A™Yy>c, y>o} 
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盖 尔 (Gale》、 库 恩 (Kuhn) 和 塔 克 (Tucker) 证 明了 下 面 的 对 偶 性 定 
理 。 

对 偶 性 定理 ; x? 是 原始 问题 的 一 个 解 当 且 仅 当 存 在 一 个 可 行 的 如 使 
得 cw?=b?yr; Wo 是 对 偶 问题 的 一 个 解 当 且 仅 当 存 在 一 个 可 行 的 x 使 得 
6290 一 czxo， 原始 问题 和 对 偶 问题 两 者 可 解 当 且 仅 当 两 者 同时 具有 可 行 
的 向 量 。 

车 一 个 问题 仅 可 近似 地 求解 ,而 入 们 要 估计 它 与 最 优 解 之 差 有 多 大 ， 
则 这 些 命题 特别 有 用 。 当 使 用 计算 机 为 了 使 计算 费用 保持 在 经 济 界限 内 
而 不 得 不 中 断 计 算 时 , 这 也 可 能 是 重要 的 。 ， 

【 例 3] 在 所 示 的 约束 下 极 大 化 裤 二 4z?。 利 用 松弛 变量 办 和 儿 这 
些 约束 以 及 目标 总数 Cz) 都 变 成 下 列 方程 


221 +3z2s<<4, 1.z3+ 0.%4+ 2r1+ Bs =4, 
3cxi 二 za<3 0.xmat+ 1-xat Bret+1-ro=3, 
Zi1>0, wa>0 0.73 十 0.24 十 十 4 一 Fo | 


从 这 些 方程 得 到 ; 


11023 710 -人 (2 引 
”NO18311/， Ar(o1) 2 \3I/ 


cY = (0, 0)， cz 一 (4 4), 2 = (Va, 04)， 3 = (v1 Ta), 


因而 得 到 新 的 方程 与 单纯 形 表 S51。 因为 x2 包含 在 基 内 ， 导 致 目标 函数 


Te 二 4 —2x1— 3x2 


m4 =—=8— 83%1— a 


| 701) =04(6-D -m+ (0-D( -em) 


信 的 最 大 增长 ,所 以 用 z2。 通 过 方程 ss。 一 4 一 2 - 3ao 确定 太一 委 ， 因为 
这 区 活着 m=0， 这 样 它 就 离开 基 。 根据 对 于 zo，z 的 修改 了 的 方程 和 
4it4; 的 值 及 c = 人 0) 与 3 一 (1, 0), 能 确定 目标 函数 f(x) 一 4rz+0 
"24 十 允 二 023 的 新 形式 : . 

JeD = 号 + 人 -CoD+( 生 -0)(- 吕 。 


\ 
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4 ， 
一 二 一- 全 1 一 3 Ss; 4 2 1 
M3 3 3 “iI 于 
5 7 1 
入 放 : 污 纺 放 汗 S17T-_L 
2 1 3 3 3 
_ 3 3 一 
4 和 4|7 -1 16|15.4 
可 | 可 "村 


我 们 得 到 单线 形 表 52。 这 个 问 
题 的 最 优 解 出 现在 4 一生, mu 


= 全 ,4m 一 0。 在 图 17.1-2 中 


表明 原始 问题 未 用 松弛 变量 的 可 
行 区 域 书 以 及 直线 m47s 一 
16 
0 

影子 价格 。 在 相应 于 最 优 解 图 17 1-2 目标 函数 为 了 Go) 
的 目标 函数 形式 中 ， 属 于 松弛 变 一 全 十 4 的 原始 问题 解 
量 的 系数 cf 4i74s 一 c 形成 对 偶 问题 的 解 向 量 久 。 在 例子 中 ，go?= 


(条 9) 因此 bzg?= 区 ~f(w')。 这 个 对 个 解 向 量 的 分 量 也 叫做 果子 


价格 。 它们 指出 当 的 相应 分 量 卉 加 一 个 单位 时 ， 目标 函数 增加 的 程 
度 。 在 例子 中 , b==3 的 增 计 得 示 到 任何 东西 ， 因 为 在 最 优 解 币 we>0 而 
相应 的 3 二 人 <3 不当 影响 另 一 方面 ,车 用 b= 5 代 蔡 友和 则 容易 


验证 会 增加 革 可 。 


单纯 有 法 的 应 有 为 了 减少 含 人 误差 ， 碱 少 所 需 的 计算 机 存储 以 及 
所 需 的 计算 机 时 间 , 单纯 形 法 在 许多 方面 已 有 改进 。 

莱 姆 克 (Lemke) 在 1954 年 发 展 了 对 惕 单纯 形 法 , 他 经 由 对 偶 问题 的 
解 来 求解 原始 问题 。 为 了 节省 计算 机 时 间 将 原始 的 和 对 偶 的 单纯 形 组 合 
起 来 。 修 正音 怨 形 法 经 常 同 逆 矩 阵 乘积 形式 的 表示 一 起 使 用 。 对 于 广泛 
的 问题 ， 在 一 定数 量 的 单纯 形 步 以 后 ， 通 过 重 反 演 回 复 到 初始 矩阵 的 数 
据 , 以 减少 会 入 误差 。 
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访 济 希 对 变量 具有 上 界 (x<) 的 原始 问题 发 展 了 一 个 特殊 算法 ， 其 
计算 量 可 与 无 上 界 问题 的 计算 量 相当 。 最 后 ,对 于 具有 特殊 和 矩阵 结构 的 
问题 , 其 中 只 有 阴影 区 域 才 是 非 零 元 素 ( 见 图 17.1-3), 丹 济 希 和 沃 尔 夫 在 
1960 年 提出 了 一 种 分 解 方法 ， 把 总 问题 分 解 成 一 个 主 问题 和 几 个 辅助 问 
题 。 用 这 个 方法 在 1963 年 以 前 已 经 在 适当 的 计算 时 间 内 解决 了 县 有 
32000 个 约束 和 2 百 万 个 变量 的 问题 。 


Gm 。。- 


图 17,1-3 分 解 方法 ; 矩阵 格式 ， 图 17.1-4 运输 最 优化 
其 中 只 有 指出 的 元 素 不 为 零 . 
诬 构 对 策 的 方法 是 由 布朗 (Brown) 和 罗宾逊 (Robinson) 提 出 的 ， 它 
比 起 单纯 形 法 来 要 求 较 少 的 储存 空间 , 但 实际 使 用 起 来 收敛 太 慢 。 
运输 问题 。 它 是 原始 问题 的 一 各 重 要 的 特殊 情 ' 况 ， 由 希 契 科 克 
(Hitehcock) 在 1941 年 和 康 特 罗维奇 在 1942 年 独立 地 阐述 。 


Pm nn Hp i 
运输 问题 | min | p> 究 Gutay | 六 wi =by, Pe 一 0 zu>0] 


它 可 有 如 下 的 含义 ; 对 于 某 种 商品 ,存在 具有 供应 量 为 之 0 的 供应 
者 L, 和 具有 需要 量 为 by 之 0 的 消费 者 Fy。 从 供应 者 到 消费 者 每 单位 商 
品 的 运输 费 为 cw 货币 单位 。 要 以 这 样 一 种 方式 确定 从 五 运 到 及 的 数 
量 zw ( 见 图 17.1-4), 使 得 总 的 运输 费 尽 可 能 地 便宜 。 现在 矩阵 4 有 一 
种 特殊 结构 , 使 得 整数 值 by 和 wm 造成 对 于 zu 的 整数 解 。 况 且 , 这 个 特殊 
问题 总 是 有 一 个 解 。 这 在 实践 中 使 用 起 来 很 有 效 ， 并 且 以 许多 方式 被 使 
用 。 除 了 单纯 形 算法 的 通常 形式 以 外 , 还 应 提 到 库 恩 的 击 牙 利 方法 , 查 恩 
斯 (Charnes) 和 库 珀 《Cooper) 的 路牌 石 方法 的 求解 过 程 , 以 及 福特 CFord》 
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和 富 尔 克 森 (Fulkerson) 的 方法 ， 它 利 用 在 有 向 图 中 确定 最 大 流量 来 求解 
问题 。 用 这 样 的 方式 能 解决 运输 问题 , 同时 还 考虑 到 运输 线 的 容量 限度 。 

更 一 般 化 就 区 分 成 几 个 运输 阶段 或 者 考察 几 种 商品 的 运输 。 

【 例 4] 设 生 个 消费 者 的 需要 量 bi 4, bs 一 8, bs 一 2,，by 一 8 和 3 个 
供应 者 的 容量 41 一 10, @g 一 ?， qs ~ 名 这 时 正好 34 一 32y 一 弛 。 要 是 出 现 
3a 二 4 全 5=32, 中 的 一 种 情况 ， 就 假定 一 个 虚构 的 供应 者 其 量 为 心 一 o) 
或 者 假定 一 个 虚构 的 消费 者 其 量 为 (一 六。 符 阵 的 系数 史 就 是 从 ;处 
运 到 了 处 每 件 的 运费 。 利 用 西北 角 规 则 , 从 左上 方 的 西北 角 出 发 , 以 最 大 


0 一 20，cl 一 6，cl13 一 和， C14 =3 


C21=10, ca =1, C29—5, Cr4 =8 

c31=9, C82 =3, C33=8, C34 一 了 

的 方式 一 格 一 格 地 分 别 按 5; 与 由 的 总 数 满足 给 定 的 需要 量 。 箭头 尾部 

的 数字 指出 决定 的 次 序 ,件数 同时 已 经 决定 的 那些 格子 也 用 箭头 标 出 。 
西北 角 规则 最 小 矩阵 过 程 


利用 景 小 矩阵 过 程 按 w 与 bi 的 总 数 也 最 大 限度 地 满足 ,但 是 为 了 节省 运 
输 成 本 ,在 每 种 情况 下 按 csy 的 最 小 值 定 出 作 诀 定 的 格子 。 如 期 望 的 那样 ， 
目标 函 数值 现在 较 小 ， 西 北角 规则 给 出 六 二 163 而 和 矩阵 最 小 过 程 给 出 f9 
一 120。 对 于 最 优 解 x1s 二 2，%u4 二 8，x22 一 7?，X8i 一 和，z899 二 1 得 到 op 二 
?8。 这 个 解 是 退化 的 , 因为 只 出 现 5=n 十 m 一 2 个 正 分 量 , 而 由 于 附加 条 
件 a=5, 所 以 期 望 有 总 数 % 十 mwm 一 1 一 6 个 正 分 量 。 

整数 最 优化 ”联系 到 确定 一 个 生产 计划 ， 它 要 在 有 容量 限制 的 情况 
下 , 保证 最 大 的 收益 , 这 就 出 现 max{c?x| 4x<5b, x 之 0} 的 整数 解 问题 
不 再 在 可 行 区 域 忆 所 有 的 点 中 ,而 仅 在 包含 于 双 内 的 客 点 中 寻找 目标 二 
数 的 最 大 值 。 

当然 ， 对 于 每 个 具体 问题 必须 考察 是 否 真有 必要 作为 整数 问题 来 处 
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理 。 例 如 , 车 问题 的 系数 只 是 估计 出 来 的 , 则 不 必 从 出 这 种 额外 的 劳动 。 
由 初始 数据 引进 问题 的 不 精确 性 ， 不 会 由 于 正规 过 程 以 及 将 非 整 数 解 合 
入 到 邻近 格 点 而 有 重大 的 增长 。 

对 于 整数 最 优化 , 苹 莫 里 (Gomory) 在 1958 压 发展 了 刘 平 面 法 。 问 
题 首先 下 正规 方式 处 理 , 一 直到 找 出 最 优 解 为 止 。 如 果 万 一 这 个 解 不 是 
整数 , 那 末 以 这 样 的 方式 引进 附加 的 约束 ,使 所 得 的 解 不 再 是 在 原来 的 意 
义 下 可 行 的 ， 而 可 行 区 域 的 其 余部 分 及 SRR 包含 五 的 全 部 格 点 。 从 忆 
割 去 东西 的 超 平 面 给 出 了 这 个 方法 的 名 称 。 由 于 它 的 引进 ， 解 作为 一 个 
原始 解 不 是 可 行 的 , 但 作为 一 个 对 偶 解 仍 是 可 行 的 。 这 样 ,用 对 偶 的 单纯 
形 法 能 够 比较 迅速 地 达到 相对 于 Ri 的 最 优 解 。 若 这 不 是 整数 , 则 引进 第 
二 个 市 平面 ,给 出 RoS R1。 这 个 过 程 在 有 限 步 后 导致 所 要 求 的 整数 解 。 

在 实际 应 用 中 ， 由 于 从 有 限 演算 产生 的 舍 入 误差 ,会 引起 一 些 问题 。 
因为 经 过 格 点 的 割 平面 只 能 近似 地 确定 ,所 以 当 检验 解 的 整数 特征 时 , 必 
须 人 允许 有 一 定 的 变化 界限 。 尽管 这 样 , 可 能 发 生 一 些 格 点 从 号 被 割 去 ,这 
已 导 到 问题 的 许多 进一步 研究 ， 并 且 方 法 的 应 用 就 有 关 的 计算 技巧 来 说 
尚 有 问题 。 

参数 最 优化 ”线性 最 优化 中 的 所 有 系数 可 依赖 于 参数 。 最 简单 的 情 
况 是 和 


max{(c+Ad)x| Ax<b; zo 
max{c™e| dm 和 十 xz>0} 


估 数 最 优化 


当 要 确定 一 个 生产 计划 ,使 它 对 于 给 定 的 容量 达到 利润 最 大 ， 以 及 当 
只 能 对 每 项 产品 的 利 词 给 出 界限 或 当 要 回答 作为 产品 利润 ， 例 如 销售 价 
格 变化 的 结果 最 优 解 将 怎样 变化 的 对 候 * 就 会 出 现 这 种 问题 。 这 是 第 一 
种 表述 方式 。 第 二 种 表述 方式 回答 这 样 的 问题 ,作为 容量 变化 ,或 者 扩大 
或 者 抑制 的 结果 生产 计划 如 何 变化 。 这 里 如 上 面 所 指出 的 ， 从 对 惕 问题 
的 分 量 即 影子 价格 , 可 以 得 到 一 定 的 信息 。. 

- 这 两 种 表述 是 互相 对 偶 的 : 对偶 于 第 一 种 表述 的 问 王 具 有 第 二 种 表 
述 的 结构 因此 这 里 只 细 涪 第 一 种 表述 。 假 定 可 行 区 域 尺 有 界 且 非 空 , 又 
ec 和 ad 线性 无 关 《 对 于 线性 相关 的 < 和 d， 结 果 是 一 般 的 原始 问题 )。 对 
于 每 一 个 固定 的 1%, 超 平 面 (ec 十 Md)?w 一 形成 一 族 平行 平面 ,参数 为 各 
对 于 图 定 的 和 变化 的 和 得 到 一 束 起 平面 。 
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图 17.1-5 平面 上 的 参数 最 优化 ”图 17.1-6， 对 候 参 数 问题 的 几何 解释 


图 17.1-5 说 明 二 维 的 情形 , 它 能 非常 一 般 地 确立 : 若 在 增加 的 一 边 , 引 
出 超 平面 (c 十 Ad)?x 一 b 的 法 向 量 , 则 对 于 一 < 和 < 十 ce， 这 个 向 量 扫 刀 
大 小 为 w 的 一 个 角 。 就 图 中 的 例子 ， 和 区 间 ( 一 2， 十 吕 ) 能 分 成 四 个 部 
分 ~- <4<h<0, EAEh<0, ja<X<)a()a>0)，)a<sX< 二 co 对 此 
如 3， 及 分 别 是 最 优 解 。 可 以 非常 一 般 地 把 (一 eo， 十 %) 分 解 成 
有 限 多 个 部 分 区 间 , 使 得 对 于 每 一 个 入 区 间 有 一 个 可 行 基本 解 是 最 优 的 。 
对 于 无 界 区 域 劝 在 区 间 - < 或 和 <A< 十 oo 上 不 一 定 存在 
解 。 

在 实践 中 , 对 于 某 一 % 用 单纯 形 法 求解 问题 ， 然后 确定 和 区间, 使 对 
此 区 间 所 得 到 的 最 优 解 仍 是 最 优 的 ,在 此 区 间 的 两 个 端点 上 ,能 确定 当 增 
加 或 减少 和 时 移 动 进入 基 ( 同 样 地 移动 离开 基 ) 的 x 的 那些 分 量 。 对 于 这 个 
新 的 基 又 得 到 一 个 和 区间, 等 等 。 有 几 种 过 程 例如 由 靳 珀 克 兰 关 (Spnrkland) 
在 19 和 纪年 提出 的 过 程 , 对 此 特别 i 

对 于 对 偶 问 题 , 4 的 变化 意味 着 围绕 可 行 区 域 再 超 平 而 的 平行 位 移 
《 见 图 好 .二 6)。 这 里 可 以 证 明 对 于 某 些 区 间 , z 的 相同 分 量 在 基 里 , 即 
是 正 的 。 然 而 解 本 身 随 ) 而 变 。 对 于 给 定 容量 的 生产 计划 最 大 利润 的 问 
十 提出 另 一 个 参数 问题 。 在 例 1 中， 和 矩阵 4 的 元 素 aw 表示 了 在 活动 组 
天 中 每 件 商品 ; 的 活动 。 例如 , 随 着 生产 率 的 提高 或 新 技术 的 引进 这 些 
系数 也 会 改变 。 这 样 , 就 要 研究 多 于 一 个 参数 的 问题 , 最 近 的 一 些 研 究 证 
明 单 参 数 最 优化 已 知 结果 的 某 些 一 般 化 。, . 

当然 ， 每 一 个 实际 问题 都 会 发 生 这 样 的 问题 : 系数 的 改变 如 何 影响 
解 。 在 有 界 容 景 的 情况 下 , 影子 价格 给 出 有 关 这 个 问题 的 信息 ,但 是 只 有 
用 大 数 最 优化 才能 充分 一 般 地 回答 这 个 问题 。 . : 
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线性 最 优化 的 进一步 应 用 ”线性 最 优化 可 应 用 于 自然 科学 ， 工 程 技 
术 和 经 济 学 的 许多 领域 。 它 是 运筹 学 有 效 的 数学 方法 之 一 。 现 在 说 明 应 
用 的 几 个 特例 。 

协调 问题 。 % 个 代理 人 以 这 样 的 方式 联系 恰好 % 项 任务 ; 每 个 代理 
人 恰好 联系 一 项 任务 ,而 要 使 总 成 本 最 小 。 例 如 , 一 个 机 器 生产 过 程 由 7 
项 任务 组 成 ,有 % 个 工人 , 原则 上 每 个 工人 会 做 其 中 的 每 一 项 任务 , 但 所 
化 的 时 间 不 一 样 。 各 个 工人 所 需要 的 时 间 形 成 元 素 为 cw 的 方 阵 。 现 在 ， 
每 个 工人 恰好 完成 一 项 任务 , 于 是 ,数学 表述 采取 形式 


内 萝 LL. 好 
min 习习 oo| 电 rw= 胃 mw=b zw>0 
i=1 j= = 


这 是 运输 问题 的 一 种 特殊 情形 。zs 恰 有 1% 个 等 于 1 其余 为 0。 基 本 解 所 
包含 的 ， 不 是 24 一 1 个 正 分 量 而 只 及 个 正 分 量 ， 就 是 说 问题 是 强 退化 
的 。 因 此 库 恩 的 方法 比 单纯 形 法 更 适合 于 求解。 

混合 问题 。 典 型 的 混合 问题 联系 着 饮食 问题 早已 提 到 过 了 ， 第 二 个 
例子 是 生产 铸铁 的 高 炉 的 装载 量 。 生产 具有 规定 性 质 的 铸铁 ,要 找 最 便 
宜 的 矿石 混合 比 。 生产 具有 指定 热 值 的 煤气 ， 它 用 不 同 加 工 成 本 和 已 知 
其 热 值 的 煤气 混合 而 成 , 也 导致 线性 最 优化 问题 。 

切 制 问题 。 车 要 将 给 定 大 小 的 面料 切割 成 不 同类 型 的 小 料 ， 则 浪费 
成 为 最 小 的 问题 导致 一 个 极 小 化 同 题 。 这 样 的 问题 在 金属 木材 . 续 织品 
和 皮 货 加 工 中 会 磁 到 。 

随机 的 线性 最 优化 ”一 个 线性 最 优化 问题 ， 它 的 系数 是 随机 量 ， 即 
max{fc?x|Ax<b, x 之 o} 只 有 理解 为 目标 函数 的 最 大 期 望 才 有 意义 。 若 把 
问题 的 随机 特征 完全 考虑 进来 , 则 在 大 多 数 情 况 下 ; 或 者 变 成 非 线性 的 ， 
或 者 必须 用 分 段 线性 的 目标 函数 以 及 分 段 线性 的 约束 的 问题 来 表示 或 带 
近 。 只 有 一 种 十 分 特殊 的 情形 ; 其 中 产生 的 问题 仍 为 线性 的 , 这 就 是 当 c 
多 分 量 即 利润 或 者 对 于 最 小 值 问题 的 成 本 是 随机 景 ， 它 们 的 分 布 函 数 独 
立 于 w4 的 值 。- 行 是 允许 对 ce 的 随机 分 量 6 代 之 以 它们 的 期 望 值 6= 恕 
《ce0), 从 而 用 由 & 形成 的 向 量 c 以 确定 性 的 方式 处 理 原 始 问 题 。 网 如 , 车 
假定 在 所 考虑 的 一 年 里 各 种 食料 价格 的 已 知 分 布 具有 这 样 的 随机 性 ， 则 
在 处 理 饲 料 最 小 成 本 问题 (饮食 问题 ) 时 就 可 能 这 样 做 。 若 上 b 的 分 量 是 随 
机 是 ,例如 ,在 备用 兴 件 依存 的 最 优 成 本 情况 下 需求 最 是 随机 的 ， 或 者 若 
矩阵 4 的 元 素 是 随机 的 , 则 问题 就 变 得 更 为 复杂 。 
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17.2 非 线性 最 优化 


在 非 线性 问题 中 ， 凸 最 优化 至 少 就 有 关 的 理论 来 说 可 要 求 一定 的 完 
全 性 。 

马 最 优化 ”车 在 ” 维 欢 几 里 得 空间 Rs 中 ， 一 个 区 域 召 对 其 任何 两 
点 巴 的 线性 组 合 的 所 有 点 都 属于 号， 则 这 个 区 域 卫 就 叫做 凸 的 ( 见 图 
47.2-1)。 定 义 在 凸 区 域 电 上 的 函数 了 (w), 车 对 B 中 的 两 点 各 以 及 
0 二 入 <1 总 有 

fOrLt TN) < x) + (1 — Nf 2), 
则 称 它 为 凸 函数 (图 17,2-2)。 若 对 于 x! 半 x?， 上 式 等 号 不 成 立 ， 则 称 


JP) af (gD) + QF) 
(2) 


Zo ear 
BC Bs < | 
2 2 zl zl) Ea 
图 17.2-1 凸 集 0。， am 图 17.2-2 一 元 凸 乔 数 图 形 
和 非 凸 集 U3, M4 
f(z) 为 严格 西 或 真 凸 。 举 例 来 说 , 立方 体 . 平 行 六 面体 四面 形 、 球 和 椭 球 
都 是 肪 中 的 凸 区 域 。 


两 个 凸 区 域 的 交 也 是 一 个 凸 区 域 ， 这 个 性 质 在 讨论 最 大 值 问题 的 可 
行 区 域 丸 时 已 经 用 过 了 。 者 在 min{f (x)1g;(x) <<0, 0 GG=1, 2,，…， 
03 一 二 2 …， 903 仇 <%) 中 国 数 也 和 9; 是 凸 函 数 , 则 把 这 个 问题 凤 做 上 
最 优化 问题 。 这 个 问题 的 可 行 区 域 吾 是 Bs 中 的 一 个 西区 域 。 对 于 解 的 存 
在 性 , 库 恩 、 塔 克 和 斯 莱特 (Slater) 证 明了 一 个 基本 定理 , 即 闭 点 定理 。 对 
于 二 元 函数 (x, w), 点 (z0，xz0) 称 为 鞍点 ， 在 这 一 点 函数 对 于 zz 取 最 大 
值 , 使 在 tw 的 邻 域内 的 4 值 函数 减少 , 而 对 于 ”了 到 最 小 值 ， 从 而 在 x? 的 
邻 域 内 的 % 值 函数 增加 。 对 于 具有 边 条 件 的 极 值 问 题 用 拉 格 庚 日 来 数 法 
得 到 这 个 函数 了 Cw, xD 。 利用 拉 格 朗 日 乘 数 抱 人 = 了 2，，…， 纹 ) 定 义 广 
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叉 拉 格 其 日 画 数 痛 (wi ww) 一 fw) 十 六 W91《z)， 其 中 是 由 的 形成 的 
mm XI 阶 和 矩阵 。 

款 点 定理 。 车 存在 x*>o, 满足 ge <0Ci=1, "> m), 则 Xx?>o 是 
min{f (x) |gs《x) <0，xi> 人 的 解 ， 当 且 仅 当 对 于 所 有 的 x 之 o, u 之 o 存 
在 一 个 at, 满足 F(x?, 让 ) 二 已 (xz0，a0) F(x, to) 。 

相应 地 , 函数 也 (x, z9 在 (x2 双 ) 有 一 个 非 负 装 点 。 现 在 证 明 这 对 于 
z>o 成 为 凸 问题 的 一 个 解 来 说 是 充分 的 。 对 于 所 有 的 zx>o 以 及 所 有 的 
>o, 得 到 fw?) 二 仿 wgy (0) < 了 C20) 六 wo (za <7(oT+ 六 0g 
(z)。 从 左边 不 等 式 得 到 9,(x*) <<0(j ==1, 2 …， mm); 因为 对 于 一 个 正 的 
gn (x9), 就 可 取 wn> 0, 而 当 j 寺 和 o 时 他 =0, 左边 能 无 限制 增 大 。 因 此 ， 
吉之 o 是 可 行 的 。 另外， 售 w30j(zo) =0, 否则 由 于 所 有 的 9(w?) <0 以 及 
ww 之 0, 使 得 左边 不 等 式 对 于 4 =o 将 不 成 立 。 由 此 得 出 ,对 于 所 有 的 =>o 
有 JJ(z0)<7(o)+ 局 wgi(e), 因 而 由 zxo>o 对 于 满足 9x) <0G 一 1, 2 
…, mm) 的 所 有 的 =>>o, 有 (za) </(x)。 而 这 意味 着 z>o 是 一 个 解 。 

这 里 所 使 述 的 镑 点 定理 的 完全 证 明 归 于 斯 莱特 。 库 因 和 洪 克 对 于 可 
微 函 数 证 明了 这 个 定理 ， 下 面 叙 述 对 于 这 种 函数 的 局 部 库 思 - 塔 克 条 件 ， 
它 等 价 于 定理 的 条 件 。 对 于 凸 最 优化 问题 解 的 这 些 充 要 条 件 在 许多 应 用 
中 , 特别 在 二 次 最 优化 方法 中 有 用 。 

局 部 库 思 - 塔 克 条 件 ， 对 于 可 微 的 西 函 数 J(z)，g (x) 存在 Xx? 之 0 和 


U9? 之 oO 满足 


0 

A te0) >o， 7 Ce uo) 0, 
OF(x?, u') or OF (x?, Ww) __ 
<o, 0 


是 Ho 为 凸 问题 解 的 充分 必要 条 件 。 

二 次 最 优化 ”上 面 给 出 的 ， 对 于 给 定 的 容量 确定 加 工 计划 具有 最 大 
利润 的 例子 是 一 个 线性 最 优化 问题 。 c 的 分 量 ci 是 每 单位 产品 i 的 利 
润 。 利 润 是 达到 的 价格 pi 与 成 本 如 之 间 的 差 。 这 里 不 详细 考虑 及 的 合成 
以 及 可 能 改变 ps 的 影响 因素 的 合成 。 假 定 pe 和 两 者 不 依赖 于 产品 ; 
的 件数 wp 这 是 一 种 大 大 的 简化 如果 假 定 对 于 大 批量 销售 打折 所 并 且 每 
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项 产品 的 成 本 随 着 产品 数量 的 增加 而 减少 , 则 情况 可 近似 表达 为 2 一 2 一 
rm。 太一 万 -swio 这 样 就 得 到 一 次 目标 函数 cre= 尺 (p, 一 hz 六 
(5 一 ?Do 。 

二 次 最 优化 问题 的 完全 形式 可 写成 min{c?x-+x?Cw%| Ax<b,x 之 0}， 
这 里 C 是 nx 阶 对 称 方 了 泗 。 若 C 是 正定 的 或 半 定 的 , 则 这 个 问题 是 凸 
的 , 能 应 用 库 恩 - 塔 克 条 件 。 这 里 也 能 通过 改变 目标 函数 的 符号 ， 把 一 个 
最 大 值 问题 变 成 一 个 最 小 值 问题 。 在 这 种 情况 下 ,为 了 得 到 一 个 凸 问题 ， 
在 最 大 值 问 题 的 目标 函数 中 , 方 阵 应 是 负 半 定 的 。 对 于 加 工 计划 就 发 生 
这 种 特殊 情形 , 其 中 C 是 对 角 阵 , 当 s% 一 "<0 时 , 它 将 是 负 半 定 的 。 这 也 
是 实在 过 程 的 近似 表示 , 它 对 于 反复 观察 能 有 用 ,在 特定 的 情形 下 总 是 考 
查 有 没有 “ 较 好 ”的 模型 ,证 明 比 线性 模型 付出 额外 的 工作 是 值得 的 。 

二 次 最 优化 的 拉 格 朗 日 亢 数 采取 形式 

F(x, u)—crrw+rx Crxtiu Ax—b) 
使 得 有 -e+2Cz-H4ru 于 二 4xz 一 已 。 由 到 ~。 种 -区 =Y, 
得 到 条 件 

(D) Ax+g=b; (2) 2Cx—vt+A™u=—ce; 

(3) zo0, v>0, yo, u>o; (4) wv=0, Yiu=06 
向 量 x*ER。 是 一 个 解 , 当 征 仅 当 它 与 5E Rs 4E BR, 和 YE Rn 一 起 满足 
条 件 民 ) 译 ( 引 。 条 件 (1) 至 (3) 形 成 一 个 线性 系统 。 条 件 ( 名 9 也 能 写成 (4a) 
xz7o 十 go 一 0, 因为 根据 条 件 (3), 不 论 条 件 ( 弘 或 者 (4a) 所 要 求 的 都 是 数 
量 积 中 的 每 项 为 零 。 因 此 , 这 个 条 件 表明 , 对 于 线性 系统 (了 ) 至 (3) 所 要 求 
的 一 个 可 行 解 , x 和 v2 的 相应 分 量 中 至 多 有 一 个 为 正 ， 类 似 地 ,gy 和 u 的 
相应 分 量 中 至 多 有 一 个 为 正 ， 总 起 来 四 个 向 量 中 至 多 有 m+ 个 分 量 为 
正 , 这 怡 好 与 条 件 (1) 和 (2) 中 方程 的 个 数 相同 。 这 样 ;系统 Q]) 至 (4 的 解 
包含 在 前 三 个 条 件 的 可 行 基本 解 中 o 这 些 可 行 基本 解 能 用 单纯 形 法 确定 。 

考虑 到 最 后 一 个 条 件 , 存在 两 种 可 能 性 : 

沃 汞 夫 (Wolfe) 方 法 。 在 (至 ( 允 式 中 引进 额外 的 变量 , 使 之 不 难 
找到 满足 ( 邹 的 ，( 卫 至 (3) 的 一 个 可 行 基本 解 。 然 后 利用 单纯 形 法 , 使 得 
这 个 条 件 仍然 满足 ,而 从 基 中 去 掉 额 外 的 变量 。 

在 巴 兰 金 - 多 尔 兴 曼 (Barankin-Dorfman) 方 法 和 弗兰克 (Frank)- 沃 
尔 夫 方 法 中 ,开始 用 不 满足 最 后 一 个 条 件 的 可 行 基本 解 ,然后 利用 单纯 形 
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佐 坦 迪克 (Zoutendijt) 的 可 行 方向 法 “” 设 问题 是 min {/ (z)14z < 
} 。 假 设 给 出 的 约束 也 包含 对 x 的 符号 限制 。 设 aFf 是 矩阵 4 的 行 ，by 
是 6 的 分 量 , 那 末 这 些 约束 能 表示 为 efx<5,(j 一 1，2,…, wp)。 设 目标 
函数 .f(xw) 在 可 行 区 域 吾 内 是 具有 连续 偏 导 数 的 凸 函 数 。 上 面 所 描述 的 
方法 ， 即 从 可 行 区 域内 一 点 过 到 下 一 点 w+* 革 的 过 程 以 如 下 的 形式 实现 : 
在 由 向 量 天 确定 的 方向 上 沿 着 射线 2* 十 hr* 进行 ,这 里 天 的 方向 是 这 样 
确定 的 , 使 当 X> 0 时 这 条 射线 起 初 保持 在 可 行 区 域内 。 潜 ** 是 的 一 
个 内 点 , 则 没有 任何 限制 。 若 xw?* 在 五 的 边界 上 , 又 若是 这 样 一 个 指标 
集 ， 对 此 ayw*==by 成 立 ， 则 对 于 选取 上 述 意义 下 的 rr， 完 分 必要 的 是 
9rr<0(jED。 这 样 的 方向 称 为 可 行 的 。 此 外 , 目的 在 于 沿 此 射线 尽 可 
能 地 减少 函数 了 (x); 对 于 所 有 满足 grad?f(w*).r*<0 的 r*， 了 Cw) 将 会 减 
少 。 令 gradf(w*) =e 并 确定 x* 作为 线性 最 优化 问题 min{c?r|ayr <0， 
JE 才 的 解 。 一 般 地 , 因为 cr 并 不 是 有 下 界 的 , 所 以 仍 要 加 上 一 个 可 行 
条 件 。 若 + 的 分 量 74 取 为 -1<74<1G==1, 2,…, n), 则 用 单纯 形 法 能 
确定 有 利于 x* 的 7*。 沿 着 这 条 射线 w+ 二 Ar? 走 直到 或 者 (Cw) 成 为 最 小 ， 
即 达 到 为 满足 grad?j (wx: 十 M7*) ,rx =0; 或 者 直到 射线 将 离开 可 行 区 域 
的 这 一 点 。 相应 的 值 和 由 对 于 j= mho~max {Xay (x*+2r*) 
一 bj} 来 确定 。 反 复 所 描述 的 过 程 ,得 到 下 一 个 近似 点 x? 二 wt 十 hrt, 其 
中 知 一 min(M 和 a)。 著 不 是 有 限 的 , 则 了 (x) 无 有 限 最 小 值 。 做 坦 过 
克 建 立 了 这 个 方法 的 收敛 性 。 在 二 次 函数 了 (w) 的 特殊 情形 下 , 可 由 附加 
的 规则 达到 , 在 有 限 步 后 这 个 过 程 必 有 结果 。 

除了 二 次 最 优化 以 外 , 还 有 一 个 非 线性 最 优化 的 特殊 形式 , 近年 来 对 
此 给 出 了 一 些 令 人 满意 的 解法 , 并 且 对 此 也 成 立 对 侦 原 理 。 在 这 些 特殊 
问题 中 , 目标 函数 是 两 个 线性 函数 的 育 而 约束 是 一 些 线性 不 等 式 。 
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首先 用 一 个 简单 的 例子 来 说 明 动 态 最 优化 的 基本 思想 。 某 种 交通 工 
具 ( 卡 车 .货车 ) 装 运 各 种 不 同 的 物件 ; n 是 物件 类 4G 二 1 2 …， n) 的 数 
目 ，w>0 是 物件 的 运输 费 , wu> 0 是 构件 的 重量 , w> 0 是 装载 第 ; 关 物 
件 的 数目 ， 而 * 是 读 交 通 工具 的 总 容量 , 这 里 必须 成 立 5> 下 {wi}。 


这 个 问题 就 在 于 要 确定 数 w 使 得 一 次 装载 达到 最 大 的 运输 费 。 
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这 样 , 问题 就 导致 如 下 的 最 优化 课题 : 要 确定 目标 函数 
je， 一 Dv 


的 最 大 值 ， 其 中 约束 册 >>0( 一 1，2,…, #) 全 为 整数 且 > weils<8。 这 个 


问题 可 看 作 ” 步 过 程 ， 其 中 每 一 步 都 要 确定 出 we 使 在 最 后 一 步 达到 所 要 
求 的 最 大 值 。 这 样 ,整个 最 优化 问题 变换 成 一 个 因 时 而 异 的 事件 ， 即 变换 
成 一 个 过 程 。 

离散 确定 性 过 程 设 S 是 一 个 系统 , 例如 是 一 个 经 济 的 力学 的 或 化 
学 性 质 的 系统 , 在 时 段 [t，# 门 内 它 的 状态 能 用 % 个 函数 z=z() (一 1 
2 …， 人 来 描述 , 这 里 可 能 状态 x7 一 《mz,…, zm) (在 所 考虑 的 了 时段 内 ) 的 

合 落 在 ” 维 欧 几 里 得 空间 的 给 定点 集 筷 内 。zz 的 分 量 称 为 状态 变量 。 

为 了 定义 离散 确定 性 过 程 , 需要 如 下 的 假定 : 设 六 = 碳 < 如 <… < 雄二 
bri<* < 一 如 是 区 间 [#，1"] 的 一 个 给 定 划 分 然后 在 右 开 时 段 [#， 
中 GD， “» 22) 系统 的 状态 wt = (wt), … 0onktD)) 保 持 不 变 。 状 

wt 只 人 内 于 z 和 某 个 决策 量 e。 即 ztd= Tix5 e!), 这 里 Ti 第 i 
tn 

决策 量 e! 唯 一 地 表征 为 菜 个 维 向 量 w' = CW …， Un), 这 里 点 好 必 
须 位 于 指定 的 区 域 太 内 。 每 一 个 点 妈 E 太 是 决策 过 程 第 宇 步 许可 的 决策 
向 量 。 每 一 个 序列 P= (ul, ..., un), 其 中 weEV'IG=1,。 “; 1), 和 zt+I 一 
Tw’, wu) EXCG=1, »,, 称 为 所 演 开 的 步 决策 过 程 的 一 个 并 可 对 
(或 操纵 )。 因 为 系统 态 状态 的 改变 仅 出 现在 时 间 的 离散 点 上 , 又 因为 所 
含 的 量 不 是 随机 的 , 所 以 这 一 类 过 程 称 为 离散 确定 性 过 程 。 

最 优 对 策 对 于 % 步 离散 确定 性 过 程 给 出 在 定义 域 w'EX (i 一 1 
WEVAG=1，，… pp) 上 的 菜 个 函数 f(z1l，… ) mn, wt, Wl, 
u”), 称 之 为 目标 函数 。 若 给 定 初始 状态 x 则 目标 玖 数 了 可 以 表达 为 2 
tl，，…，u" 的 函数 。 从 过 程 的 假定 得 到 | 

fr, TT!, 1!), TATICwl, wl), wu), 7 
一 让 (zl ul “Mo 

最 优化 问题 就 是 要 对 于 给 定 的 初始 状态 xl 寻找 一 个 许可 对 策 P= 

《wo，…，u3), 具有 性 质 了 《x1 二) 一 Da fe at an) 这 


里 fa …， w 中 取 遍 所 有 许可 对 策 集合 。 若 存在 这 样 一 个 对 策 P, 它 就 称 
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为 曼 优 对 策 。 动 态 最 优化 方法 必须 预先 假定 自 标 函数 的 某 个 性 质 , 所谓 马 
尔 可 夫 性 质 。 

马尔 可 夫 | 对 每 一 个 “定义 函数 J， 即 给 出 一 系列 函数 Cw)， 
,它们 可 递归 计算 。 
函数 (xD…, ww"! 2 29 能 借助 于 函数 (zt 
gh, ul, …, YW") 和 atl, tm 定义 。 


对 于 实际 应 用 中 的 大 多 数 决策 过 程 ， 可 分 函数 类 ， 也 称 为 如 性 函数 

类 ,就 够 用 了 。 这 些 函数 可 以 写成 形式 ， 
yxD 六 ment, ul, 一 DRC W')o 

然后 ,这些 函数 具有 马尔 可 夫 性 质 。 

在 如 此 假定 下 ， 即 对 于 上 述 具 有 可 分 目标 罚 数 了 的 % 步 (确定 性 , 离 
散 ) 过 程 存 在 最 优 决 策 ， 因 乔 相 应 的 最 优化 问题 也 存在 最 优 解 , 便 引 进 记 
号 户 (zD 一 La， AC WD)o 

贝尔 曼 (Ballman) 的 最 优 性 原理 ”动态 最 优化 方法 以 这 样 一 个 事实 
为 基础 ,替代 固定 初始 状态 并 和 固定 步 数 % 的 原始 问题 而 考虑 若干 个 问 
题 。 这样, 值 f(x 看 作 志和 ?的 函数 。 若 设想 值 名 (xb 已 由 无 论 负 种 方 
法 算出 , 则 在 户 (x 的 定义 以 及 目标 函数 可 分 特征 的 基础 上 , 容易 递归 地 
导出 公式 


Ly 
Fn(xl)=max max ，… max | gv, We) 
WEDUIMIEUVUS WEUN MimT 


—max {gi(w, ul) +fn_1(w?)}o 
由 于 以 二 7T1(zw1, ul), 递归 公式 就 转换 成 关系 
fnCxl) —max {9C%!, w+ fn TH ul))} 
这 个 关系 也 能 在 贝尔 受 的 最 优 性 原理 基础 上 导出 ， 它 包含 动态 最 优化 的 
基本 思想 。 
贝尔 曼 的 最 | 若 xb …， 吧 表示 初始 状态 为 z? 的 给 定 # 步 过 程 的 
优 性 原色 | 最 优 对 策 , 则 决策 序列 2,…, 地 表示 初始 状态 为 ma 
的 Cn 一 起 步 过 程 的 最 优 对 策 。 这 里 x? 是 这 样 一 个 状 
态 , 系统 S 从 初始 状态 x! 由 决策 刀 就 变 成 状态 wz。 
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在 动态 最 优化 的 文献 中 ， 会 碰 到 反 过 来 的 编号 , 用 x"t1 记 % 步 过 程 
的 初始 状态 而 ze 的 第 一 个 决策 。 用 这 种 记号 , 状态 变换 可 描述 为 
一 (2 DG 一 二 9) 其 中 we" 一 T"Cx， Ww"),z= 二 x"t1 从 而 相应 于 

贝尔 受 最 大 性 原理 的 道 月 公式 转换 成 关系 
nlX) = max {9n Ce, WU") + fn iCr")} 


一 max {go(w, uw") + fs-1(T"(%, uw"))}o 


【 例 5】 本 节 开 头 所 提 及 的 问题 可 以 署 作 % 步 的 离散 确定 性 过 程 , 这 
里 用 自然 编号 w= QWw) 记 第 i 步 的 决策 ,Cw …, ww") 二 (WL…, tn) 记 具有 


给 定性 质 的 许可 对 策 ， 而 wt1— 一 Mt 一 3 一 六 w= "ry 1%), 其 中 


xz 一 5 (无 装载 空间 ), 记 第 ; 步 的 状态 。 于 是 根据 最 优 性 原理 
fr) = flr) = 一 。 < {uv1 + Fn-1C2— WD ,ey 
f1(2)= max (U01) 


WE {0, 1, 
Wi WL 


或 者 如 动态 最 优化 中 惯常 那样 实 成 反 编 号 
fnC2) = ar, {un dn fn_1(2— Wntdn)}, 


tn 2} 


dnlOn 
f1(8) = wl) (UnvUn) o 
Wp 
显然 , 91(%44) 一 Wivio 
设 给 出 数值 
n=3, 2=100, 
Wi=40, wa=45, ws=60, 
1 二 20, v3=75, v3=102, 
在 这 个 情形 下 


HU) =20u, gu3) =75u2, gs C13) = 102us, 
f=20wu+75u2+102ws, | 
而 约束 表示 为 40w 十 45ws 十 60wa<<100, 这 里 wi wz, vs 是 非 负 整数 。 
首先 对 函数 gw) (一 1，2， 3) 列 表 , 这 里 对 于 每 一 个 整数 ww 必须 遵 
守 条 件 0<w<s/w(i=1, 2, 3)o | 
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多 Ui 4 us | galus) 
0~39 0 0~59 0 0 
140~79 0 60~100|1 0 0 
1 1 102 
80~1001 0 
1 
2 
(1) (C3) 


借助 于 步 (DD), 利用 公式 及 (2) 二 max 20w, 算出 如 下 的 表格 , 其 中 wi(z) 记 
得 到 f1(#) 的 ww 值 。 


U1 如 f1C8) Ui(s) 

0 0~39 0 0 

I 40~79 20 1 

2 80~100 40 2 
(4) 


对 于 %~=2 得 到 fo(%) 一 max {9aW2) 十 及 (4 一 Wztva)}， 利 用 表 (2) 和 


(4) 得 到 表 (外 ， 这 里 如 (4) 是 得 到 fs (2) 的 妈 值 。 对 于 % 一 3 有 js= 
max {ga(us) 十 fa(# 一 wausa)}, 在 这 个 关系 的 基础 上 得 到 最 后 一 个 表 (6)。 


U1 2a 2 fal2) og) 
0 0 0~39 0 0 

1 0 40~44 20 

0 1 45~84 75 1 

1 1 85~89 95 1 

0 2 90~100 150 2 


(5) 
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| i Wy Wy 4 fa(2) Mae) 
0 0 0 0~39 0 0 
1 0 0 40 一 4 20 0 
0 1 0 45~ 59 75 0 
0 0 1 60~89 102 1 
0 2 0 90~100 150 0 
(6) 


对 于 #100， 表 (6) 指出 % 一 0。 然 后 按照 表 (5) ， 有 如 一 (8 一 Waw3) 
二 Wa(100) =2。 从 表 ( 约 得 到 到 = 三 (一 zat03 一 Mat0s) 一 人 (100 一 3.45) 二 
wi(10) =0。 这 样 ,最 优 解 (如 ，%o, 3) 二 (0, 2, 0) 是 唯一 的 。 装 载 的 最 优 值 
则 是 2v2 二 150。 
函数 方程 的 方法 ”对 于 这 个 方法 也 将 先 提 出 一 个 适当 例子 的 描述 。 
可 用 资金 总 量 为 <， 对 于 这 笔 资 金 的 投资 有 两 种 可 能 性 。 量 (0< 
伺 和 加 按 第 一 种 方式 投资 , 量 z 一 外 按 第 二 种 方式 投资 。 在 给 定 的 时 段 内 例 
如 一 年 内 , 预期 从 投资 4 中 得 利和 (Ww), 从 投资 2 一 出 中 得 利 2a(z 一 2D)。 
在 里 的 末了 用 来 得 到 利润 g1 和 92 的 资产 会 形 失 一 些 实力 ， 由 于 捧 提 
资产 以 及 维持 需要 , 以 致 一 年 后 状态 将 是 
Ti—auiFp(r—t), 0<a<l, 0<b<1, 
在 第 二 年 初 以 总 量 z 出 发 ,金额 ww(0<w<zi) 以 第 一 种 方式 投资 而 赢利 ， 
第 二 种 方式 投资 金额 为 由 一 wa。 所 以 两 年 内 的 利润 等 于 
9 十 9a(2 一 位 ) 十 910) 二 gs 一 t)。 
在 第 三 年 初 还 将 以 同样 的 方式 投资 , 那 时 支配 的 资金 是 2 一 ata 十 DCzi 一 
Wz)o 在 % 年 后 得 到 的 利润 是 


习 {91C%) 十 9a (zi 一 0 一 D> 9g Tl Ws 


其 中 加 =2 而 在 第 4 年 末 可 供 使 用 的 金额 是 各 一 oun 十 (zol tn) 。 
以 这 种 方式 用 下 面 的 自 标 函数 描述 一 个 确定 的 % 步 过 程 。 这 个 目标 函数 
为 


各 La » 
> glTa1, We) = pp 9(Z4 1 We) 一 3 {g91(%4) 十 9a(z 1 一 we)}, 
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其 中 20 一 了) 约束 为 0<w 入 01 一 ]， 2, “"y 12); 这 里 状态 变换 

T= Tg WW) =T pity Us) 一 QU 十 六 (id 一) 一 工 2 
独立 于 步 。 车 选取 状态 量 和 决策 量 的 反 编号 , 即 若 把 zx 一 zs 看 作 初 始 状 
态 , 则 得 到 如 下 的 最 优化 问题 : 确定 目标 函数 

bp g (pari Ws) = p> {91(%e) + ga(ves1—W)} 
在 约 东 0<w<zrG=1 ,72), G4=Ti(T41 0) =T (m1 te) 一 Ce 十 
bwirl 一 4) (i 一 1，2,…,， ?2) 下 的 最 大 值 。 根 据 最 优 性 原理 得 到 
户 (一刀 (xn 一 Ia {91(Wn) 十 92Czn3t 一 2 和 -Con 
hax {191CUn) 十 93 (2 一 Wn) +fn_1(T (Wal Un) )} 
= max {91%) + ga Cs —u Et fri Cat bz oH) )}, n>1, 
其 中 的 所 定义 为 fo 一 0。 

对 于 %= 二 1，2, …， 这 个 系统 表示 未 知 函 数 f1(2)， “°°y Jn(2) 的 一 个 
函数 方程 组 ,为 了 在 特定 情形 下 , 即 当 指定 g1,9s 和 数 wb 时 求解 这 个 问 
题 , 递归 地 确定 上 面 这 个 方程 组 的 解 , 即 对 于 每 一 个 %=1, 2，…, 确定 值 
,一 Wn(z)， 对 此 关于 uE [0, 2 和 24 一 Xi(Z) =—aust brsi— We)) Go—=1, 


2, “ey %) 有 
gi1CUn) 十 9a(2 一 2 ) + fn-1CaUn + b(7— Wn)) =fn (2)o 
这 通称 为 函数 方程 的 方法 。 


【 例 6] 设 在 上 例 中 赢利 函数 是 gw) = a ga (2 一 Ww) 一 
BYVz-u，, 这 里 a>0，B>0 是 任意 数 而 0<a=b<i1。 于 是 在 这 个 情形 
下 二 QW 十 b(t1— ts) =—arm1Ci=1, 2, .…, %)) 并 且 因 为 zn+1 一 2) 由 此 
得 到 2 一 Ontl 0 一 二 ， … 9] o 在 这 个 情形 下 , 了 ， 的 方程 导致 关系 

fn(7)= max {aV ow +BVr—u+f,_1Ca7x)}, n>1, fo=0o 
首 对 于 一 个 因 定 的 选择 o> 0， 定 义 函 数 pws Gu) 一 waV 习 十 BYV5-E+ 
所 -1(az), 则 对 于 wE(0, 有 名 pra~a/(2VW) 一 B/(2Vvw) 从 而 
对 于 单个 点 0 < Wn (2) 一 Eco327 (2 十 B?) ] “了 二 0 有 总 mc 一 0， 于 此 
pn, a(t 关于 wE [0, 2] 达 到 最 大 值 。 因 此 ， 对 于 w>1 以 及 fo(w) 一 0， 有 
f(T) = aV 天 十 BVz 一 4 十 六 -ao) =VarHBV zy +f.1(a7)o 
由 此 容易 得 到 
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f(t) = Vt), 
ft)= VTB rt VtB Nar = Ve +B)T+av?), 


ee 


fro) = V(tB I) (CTL+al2 十 十 arD/2)， 
这 里 f,(%) 记 为 第 % 步 的 利润 。 
因为 0<w<xwetiG 一 了 …，2) 所 以 
wer) = Lo a? BY) rei= Le/ Ba GG=1,., n)o 
由 于 用 了 反 编号 ,序列 [a2/ (a?+B?)]z, [a2/ (a?+B2)Jar, …, [of 
(+)]a"'z 是 所 考虑 的 4 步 过 程 的 最 优 对 策 , 其 中 赢利 函数 fn(2) 一 


AM Co 十 5 /2, 在 第 % 步 后 的 可 用 资金 Zn 一 OnVo 


今后 的 发 展 对照 装 载 问题 ,利润 的 极 大 化 表示 一 个 % 步 离散 过 程 ， 
对 于 这 个 过 程 决策 量 的 许可 区 域 形成 一 个 连通 紧 集 ， 在 此 情形 下 是 一 个 
闭 区 间 。 因 此 这 是 离散 ” 步 过 程 的 一 个 特殊 情形 , 对 于 一 般 的 过 程 决策 其 
的 区 域 通常 表示 为 相应 维 数 空间 的 一 个 有 界 闭 区 域 。 在 这 样 一 个 简单 情 
形 下 , 常常 可 以 成 功 地 应 用 函数 方程 的 方法 。 在 更 为 复杂 的 情形 下 , 特别 
地 当 每 一 步 的 决策 表征 为 一 个 决策 向 量 z 一 (wd …, wm)《m 之 2) 时 ， 就 
要 用 进一步 的 方法 , 诸如 来 数 方法 或 者 逐次 适 近 法 ,目的 在 于 把 原来 问题 
归结 为 有 限 多 个 较为 简单 的 问题 , 对 于 它们 来 说 计算 机 的 存储 量 够 用 了 。 
离散 确定 性 问题 只 构成 动态 最 优化 中 出 现 的 决策 问题 的 一 个 部 分 。 有 时 
考虑 无 限 多 步 的 过 程 更 方便 , 虽然 实际 上 这 样 的 过 程 永远 不 会 出 现 。 因 为 
车 给 定 一 个 非常 多 步 的 离散 过 程 并 且 在 户 方程 中 能 取 极 限 -> ce 的 话 ， 
则 以 此 代替 这 些 关系 得 到 单个 函数 方程 


fC%) =lim fo(2) ~ max {gC W) +Fr Tle, tw))}o 


一 般 地 , 这 个 六 数 方程 要 比 原始 问题 容易 求解 ,而 对 于 大 的 % 它 对 所 要 求 
的 解 给 出 了 一 个 好 的 近似 。 平 稳 过 程 理论 考察 在 怎样 的 条 件 下 可 以 运用 
这 个 方法 。 

动态 最 优化 的 另 一 类 最 优化 问题 处 理 这 样 的 决策 过 程 ， 其 中 在 给 定 
时 段 的 每 个 瞬间 , 决策 是 可 能 的 也 正 是 要 求 的 , 这 就 叫做 连续 决策 过 程 。 


17.3 动态 最 优化 601 


相应 的 理论 紧密 地 联系 到 变 分 演算 和 庞 特 里 雅 金 \Pontzyagin) 的 最 优化 
过 程 理论 。 这 需要 数学 上 的 相当 条 件 。 

相对 于 离散 确定 性 过 程 的 是 离散 随机 性 过 程 ， 对 于 这 种 过 程 一 步 末 
了 的 状态 只 是 以 一 个 概率 分 布 的 形式 知道 。 这 些 过 程 常常 比 确定 性 模型 
更 接近 于 经 济 学 中 的 各 种 各 样 问题 ， 动 态 最 优化 的 方法 也 已 在 这 个 方向 
上 发 展 。 


数论 原来 的 任务 是 研究 整数 的 性 质 。 它 系统 地 发 展 成 为 一 个 数学 分 
支 还 是 相当 晚 的 事 。 在 古代 , 已 经 有 像 欢 几 里 得 (大 约 公元 前 300 年 ) 和 
半 番 都 (Diophantos, 大 约 公元 350 年 ) 的 个 别 著名 的 结果 。 十 七 世纪 产 
生 了 具有 重要 科学 价值 的 惊人 发 现 , 其 中 特别 要 提 到 费 尔 马 的 研究 工作 。 
欧 拉 的 大 量 工作 使 得 数论 大 大 地 向 前 跨 出 了 一 步 ， 其 中 充满 丰富 而 影响 
深远 的 思想 。 最 后 高 斯 建立 了 统一 的 理论 。 1801 年 高 斯 发 表 了 他 的 不 
朽 著 作 4 算术 研 究 >, 严格 地 说 , 这 著作 是 高 等 算术 的 基础 。 

现今 的 数论 已 成 为 一 种 分 支 很 多 的 理论 , 它 广泛 使 用 抽象 代数 (主要 
是 在 代数 数论 中 ) 和 深刻 的 分 析 方 法 (在 解析 数论 中 ), 由 此 导出 的 一 些 问 
题 和 分 支 与 整数 仅 有 间接 的 联系 。 

与 数学 的 其 他 部 门 不 同 ， 数 论 中 许多 问题 和 结果 对 没有 专门 知识 的 
数学 上 的 门外汉 也 是 可 以 理解 的 。 但 定理 的 证 明 常 常 需要 广泛 的 数学 工 
具 。 

高 斯 称 数 学 为 村 学 的 皇后 ，1808 年 高 斯 在 给 他 的 朋友 波 利 埃 
(B6lyai) 的 信 中 说 :“ 值 得 注意 的 是 所 有 认真 研究 这 门 科学 的 人 都 会 对 它 
产生 一 种 强烈 的 热爱 。 

环 和 域 在 第 1 章 中 我 们 论述 了 初等 数论 的 基本 事实 。 从 整除 性 理 
论 可 知 两 个 整数 的 商 可 能 是 但 不 一 定 是 整数 , 例如 145/3=5, 但 15/? 不 
是 整数 。 我 们 说 : 在 整数 范围 内 , 作为 乘法 逆 运 算 的 除法 不 总 是 可 以 进行 
的 。 称 加 减 乘 运算 均 能 进行 的 数 系 为 环 ; 如 果 除 法 (用 0 作 除 数 除外 ) 在 
一 个 数 系 中 也 能 进行 , 我 们 称 之 为 域 ; 例如 有 理 数 构成 域 。 以 后 就 用 z 表 
示 整 数 环 0， 土 1， 土 32, …， 用 @@ 表示 有 理 数 域 。 如 果 & 和 5 是 z 中 两 个 
数 并 且 5 生 0, 那 末 商 o/b 在 Q 中 , 但 这 商 不 一 定 在 z 中。 如 果 后 一 种 情 
襄 发 生 , 那 末 称 4 可 被 5 整除 或 者 4 是 b 的 倍数 。 
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理想 暂且 不 谈 z, 我 们 需要 由 实数 或 复数 组 成 的 环 如 。 环 吾 的 具 
有 下 述 性 质 的 子 集 了 是 特别 重要 的 ， 

(i) 如 果 a 和 5 在 7 中 , 那 示 a-b 也 在 I 由 ; 

(ij) 对 互 中 每 个 数 7 和 了 中 每 个 数 a， 乘 积 ra 总 在 I 中 。 称 及 中 
这 些 子 集 为 中 的 理想 。 

例如 , 如 果 m 是 自然 数 ,所 有 形 为 0， 土 m, 土 2m， 土 3m，……: 的 数 是 
z 中 的 理想 ( 见 图 18-1)。 很 清楚 ， 两 个 放 的 整 倍数 的 差 仍然 是 凤 的 代 
数 (性 质 (D) 和 的 信 歼 的 信 数 ，，  ， ， ， ， 
仍 是 省 的 倍数 (性 质 说)。 在 -条 -Te 
这 种 情况 下 为 了 指明 它 是 由 所 
有 数 几 的 倍数 所 组 成 ， 我 们 用 图 18-1 数 直线 上 的 理想 (3) 
2 一 (mm) 表示 这 理想 。 称 由 环 石 的 单个 元 素 的 所 有 倍数 组 成 的 理想 为 主 
理想 ,在 这 里 这 单个 元 素 是 mw。 容 易 验 证 在 z 中 每 个 理想 是 主 理想 ,这 
样 只 要 在 (m) 中 依次 设 w =0，1，2，… 就 能 得 到 z 中 所 有 的 理 
想 。 

也 能 对 理想 定义 整除 性 的 概念 。 如 果 理想 4 中 每 个 元 素 也 是 理想 
B 中 的 元 素 , 我 们 说 理想 4 可 被 理想 互 整除 , 也 就 是 说 , 在 集 论 的 意义 下 
4EB。 表 面 上 名 词 “整除 ”的 朴素 的 意义 似乎 和 通常 相反 , 但 是 与 整除 性 
理论 的 联系 立即 澄清 了 这 种 命名 方法 的 理由 。 将 上 述 定义 用 到 中 的 两 
个 理想 4=(4) 和 B= (b) 上 ， 表 明 4 被 B 整除 的 充 要 条 件 是 4 被 b 整 
除 。 便 如 , 理想 (2) 是 由 0, 土 3, 土 4 土 6, 十 8， … 组 成 , 理想 (人 是 由 0， 
士 4, 土 8， 土 12, “组 成 , 因此 在 集 论 意义 下 (4) (2); 因为 4 被 2 整除 ， 
所 以 这 表示 理想 (人 可 被 理想 (3) 整 除 。 其次, 我 们 定义 两 个 理想 4 和 好 的 
乘积 4B, 即 是 由 所 有 有 限 多 个 积 a2 的 和 所 组 成 的 理想 ， 这 里 4 和 5 分 
别 是 4 和 中 的 任意 元 素 。 在 z 中 当 4=(a) 和 B= (65) 可 知 有 4B= 
《a5), 例 如 (2) (4) =(8)。 

理想 的 概念 是 在 代数 数论 的 发 展 过 程 中 产生 出 来 的 。 理 想 论 研究 环 
和 它 的 理想 的 结构 。 为 了 简化 结果 的 叙述 , 采用 下 述说 法 是 适宜 的 : 设 a 
和 b 是 环卫 中 的 数 ,1 是 忆 中 的 理想 ;如 果 m 一 5 是 工 中 的 数 , 我 们 说 a= 
b(mod 1)( 读 作 : a 和 5b 对 模 I 同 余 )。 这 个 同 余 关 系 是 一 个 等 价 关系 , 它 
具有 传递 性 、 对 称 性 和 自 反 人 性。 根据 这 些 性 质 可 把 请 中 所 有 数 分 为 不 相 
交 的 模 工 的 剩余 类 ， 其 方法 是 将 所 有 对 模 工 同 余 的 数 属于 间 一 类 。 前 面 
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关于 同 余 记 号 的 意义 ， 在 于 大 多 数 关于 等 式 的 计算 规则 对 固定 模 的 同 佘 
也 成 立 。 ， 
历史 上 , 同 余 的 概念 首先 是 由 高 斯 对 环 z 引进 的 ,这 里 ab (mod m) 
表示 两 个 整数 4 和 5 的 差 在 理想 有 =m) 中 ,使 得 a-b 被 如 整除 或 者 4 
和 也 被 四 除 时 具有 相同 的 余数 。 
[【 合 】 因为 88 一 (一 10) =98 被 14 整除 ,因此 88 三 -10Gmnod14); 37 
三 1(m%0d1093); 23=~1(mod 641)。 
整数 | 
整数 环 z 的 剩余 类 的 某 些 性 质 能 借助 于 数 的 整除 性 来 研究 。 设 
(a, b) 表 示 两 个 数 a 和 2 的 最 大 公 因子 (ged), 并 设 p 表 示 质 数 。 
模 zm 的 剩余 类 环 ”在 模 % 的 镜 余 类 中 定义 剩余 类 的 加 法 和 乘法 后 可 
成 为 环 , 这 点 能 用 例子 说 明 。 设 71 是 由 数 … 一 10， 一 4, 3 8 14, … 组 成 
的 模 6 的 镜 余 类 3, 设 m 是 由 数 … 一 7， 一 I，5， 二 ，… 组 成 的 模 6 的 简 
. 余 类 5, 那 末 定 义 ri+7s 是 包含 2+5=7 的 剩余 类 , 事实 上 它 包含 所 有 被 
6 除 余数 为 的 数 。 我 们 写 3+5=J 其 他 的 例子 是 5+0-5,3-+3=0。 
用 23.5 一 10 定义 乘积 ; 其 他 模 6 的 例子 是 5:0=0, 3.3=3, 3.3 二 0。 
在 刚才 定义 的 加 法 和 乘法 运算 下 ， 模 mn 的 剩余 类 构成 所 谓 模 m 的 科 
余 类 环 。 我 们 能 够 确切 地 描述 这 种 环 的 结构 。 它 构成 域 的 充 要 条 件 为 
是 素数 。 
案 天 余 类 群 。 从 m 个 关于 模 m 不 同 的 剩余 类 I， … 肌 一 中选 
出 由 与 mw 互 素 的 数组 成 的 镜 余 类 ,我 们 就 得 到 模 m 的 素 剩余 类 。 对 m6 
有 两 个 素 狮 余 类 I 工 和 怠 对 w=p 总 有 p ~- 工 个 镜 余 类 ， 即 并 多 …， 
p-1。o 
用 plm) 表 示 模 mw 的 案 剩 余 类 的 个 数 ( 欧 共 函 数 )。 例如 ，g(6) = 2 
9(P) 一 p 一 ;plm) 是 一 个 数论 函数 ， 即 是 定义 在 整数 上 的 函数 。 倘若 
(a, b) = 工 这 函数 是 可 乘 的 ， 即 p(a, 8) 二 pCa)p (2) 。 容易 算出 gCp*) = 
六 一 J 一 pr-1(p 一 4)。 刚 才 叙 述 的 规则 使 得 有 可 能 对 所 有 ;算出 gCm); 
例如 ,p(3240) 一 p(28)0(34)0 (加 =4'54.4 二 864。 
在 乘法 运算 下 , 模 以 的 素 璋 余 类 构成 阶 为 pCm) 的 群 Gm。 对 所 有 x1， 
群 Gn 的 结构 是 重要 的 , 但 是 这 里 仅 讨论 m=p 的 情况 。G。 是 循环 的 , 这 
表示 每 个 模 p 的 素 狮 余 类 可 写 为 某 个 固定 剩余 类 5 的 一 个 寡 ; 称 这 个 9 
是 模 p 的 原 根 。 例 如 对 2 一 卫 刑 余 类 群 G4 能 够 由 5 只 或 由 5, 7, 3) 生 


整 数 605 


成 ， 这 时 乘 知 2? 三 1, 2! 二 2% 2? 三 4, 2 三 8, 24 三 5, 25 三 10, 25 直 9, 27 三 7， 
23=3, 2 二 6(mod 二 ) 给 出 了 所 有 -一 10 个 素 剩 余 类 工 , 3,…，10。 因 为 
阶 1% 的 有 限 群 G 的 每 个 元 素 4 满足 等 式 a"=ele 是 单位 元 )， 对 G=Gm 
们 有 殉 拉 定理 ， 

欧 拉 定理 。 当 (4, mw) =1 时 , 4? 三 (modm)。 在 mp 的 特殊 情况 
下 , 变 为 帆 尔 马 定理 : 当 a 不 能 被 p 整除 时 ,47-1 一 mod p)。 

带 有 未 知 数 的 同 余 式 “在 剩余 类 环 和 剩余 类 群 中 能 解 出 某 些 代 数 问 

例如 , 我 们 可 问 , 入 如 的 什么 样 的 剩余 类 工 适 合 给 定 的 方程 cz 一 D。 
这 类 问题 导致 带 有 未 知 数 的 同 余 式 问题 。 线性 同 余 式 oz=2 mod 不 
总 是 可 解 的 , 例如 3x 三 2Cmod 12) 是 不 可 解 的 , 因为 没有 3 的 整数 倍 被 12 
除 后 余 3。 事实 上 ，ez=bCmodyoo 可 解 的 充 要 条 件 是 能 被 最 大 公 因 子 
《a, 吉 ) 整 除 。% 次 同 余 式 如 十 aon1 十 … 十 ao 二 0(mod 俯 ) 所 具有 的 不 同 
余 解 的 个 数 可 能 超过 它 的 次 数 ,例如 戏 三 1Cmod8) 有 解 z 一 4,，3, 5 7。 
如 果 模 m% 是 一 个 素数 jp, 它 可 以 根本 没 解 , 或 不 能 有 多 于 % 个 剩余 类 作为 
解 。 

系 简 余 。 在 二 项 同 余 式 2* 二 a(mod p) 中 不 能 被 ?整除 , 使 这 同 余 
式 可 解 的 镜 余 类 aCmodp) 称 为 模 p 的 nm 次 敌 璋 余 。 这 产生 了 两 个 基本 问 
题 : 

1， 对 一 个 给 定 的 素数 , % 次 方 镜 余 是 什么 数 ? 

2. 对 什么 素数 2 给 定 的 数 是 % 次 方 剩余 ? 

第 一 个 问题 可 以 用 欧 拉 准则 ao-?2/e= 王 1 (modp) 来 回答 ,这 里 4 = 
《p 一 1，%) 。 满 足 这 条 件 的 剩余 类 而 站 只 有 满足 这 条 件 的 剩余 类 4 是 
% 次 蹇 剩余 。 对 第 二 个 问题 的 回答 导致 互 反 定律 , 这 是 数论 中 最 漂亮 和 
最 奥妙 的 结果 之 一 。 当 mn 二 2，(a, p) = 二 时 ,使 同 余 式 代 二 a(mod p) 可 解 
的 剩余 类 c(moa p) 称 为 (二 头 的 ) 利 余 , 而 使 得 同 余 式 不 可 解 的 称 为 (二 次 
的 ) 非 利 余 。 对 奇数 2， 存 在 个 数 相 同 的 模 2p 的 剩余 和 非 剩 余 类 ,， 即 都 是 
(p 一 了 /2 个 。 例 如 , 模 17 时 我 们 有 了 ==1, 22==4，3==9， 代 于 16， 久 二 
8, 62 三 2, 7? 三 15, 82 志 18。 因 此 1 2, 4, 8,9, 13, 15, 16 是 八 个 剩余 类 ， 
而 3，5，6,， 7，10, 11, 13, 14 是 八 个 模 节 的 非 剩余 类 。 

互 反 定律 ”关于 对 什么 样 的 模 2p， 给 定 的 数 "是 二 次 剩余 这 个 问题 
的 讨论 导致 值得 庆贺 的 二 次 互 反 定律 的 发 现 ， 这 是 由 欧 拉 根据 广泛 的 材 
料 建立 起 来 的 。 设 2 和 《 是 奇 素数 ， 如 果 这 两 个 素数 中 至 少 有 一 个 是 
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处 二 型 的 ， 那 末 同 余 式 =pCmodq) 和 急 =q (modp) 同 时 可 解 或 同时 
不 可 解 ( 换 句 话说 , 当 且 仅 当 9 是 modp 剩余 时 , p 是 mod 9 剩余 )。 但 是 
如 果 p 和 9 是 饮 十 3 型 的 , 那 末 这 两 个 同 余 式 仅 有 一 个 是 可 解 的 ,而 另 一 
个 是 不 可 解 的 。 高 斯 在 十 八 岁 那 年 找到 了 这 个 定律 的 第 一 个 完整 的 证 
明 。 后 来 他 给 出 了 六 个 进一步 的 证 明 , 他 称 之 为 基本 定理 。 自 那 以 后 总 
共 找 到 了 五 十 多 个 不 同 的 证 明 。 为 了 发 现 高 次 寡 剩 余 的 互 反 定律 而 采用 
的 各 种 原理 和 作出 的 努力 给 数论 以 有 力 的 推动 。 

大 约 在 高 斯 的 证 明 出 现 前 十 年 , 勤 让 德 发 表 了 二 次 互 反 定律 的 证 明 ， 
但 这 证 明 有 一 些 缺 陷 。 勒 让 德 引 进 了 有 用 的 记号 (a/p)( 勒 让 德 记号 ), 它 
根据 a 是 模 2 剩余 , 模 p 非 镜 余 或 被 p 整除 而 取 值 十 l， 一 1, 或 0。 这 使 
得 有 可 能 用 a 

OR 
表示 互 反 定律 。 命 题 
_1 2-1. /9 D1 
(二)=(-D 3 和 (2 )=(-D 5 
是 对 互 反 定律 的 补充 。 第 一 个 结论 说 明 同 余 式 巡 和 -1(mnoap) 当 p 是 
4 十 1， 即 (p 一 1) 73 为 偶数 时 是 可 解 的 ， 而 当 2 具有 形式 移 十 3， 即 
(p 一 1)/2 是 奇数 时 , 它 是 不 可 解 的 。 

委 盔 都 方程 ” 设 jJoa zo，…，%w) 是 加，z23，-"*，wn 的 整 系数 多 项 
式 ， 设 方程 了 Cz1 za …， 和 m) =2 要 求 整数 解 , 那 未 称 这 方程 是 去 番 孝 广 
程 。 这 类 方程 是 以 亚 历 山 头 城 的 希腊 数学 家 丢 番 都 来 命名 的 。 丢 番 都 方 
程 组 访 =2 户 王 b2，…， fx 一 br 等 价 于 单个 方程 (f1 一 81)? 十 (f2—ba)?+ 
-… 十 (f4 一 bi)?==0) 即 在 z 中 方程 组 的 解 和 单个 方程 的 解 是 相同 的 ， 当 且 
仅 当 b 被 god (al, aa …，an) 整除 时 ， 线性 于 看 都 方程 0121 十 aaza 十 … 才 
onto 一 bat Q2，…， co b 是 整数 ) 是 可 解 的 。 

如 果 它 是 可 解 的 ， 那 末 有 无 穷 多 个 ”元 解 om= 3 的 情况 容易 考虑 。 如 
果 at 和 如是 互 素 的 ,X14 地 是 qvi+aoms==b 的 任意 解 , 那 末 所 有 的 解 能 
表示 为 和 一 必 十 at， 敬一 位 一 gt 罗 这 里 二 是 任意 整数 。 特殊 的 解 组 能 够 
从 aayas 的 连 分 式 的 倒数 第 二 个 渐 近 分 数 中 得 到 。 

【 例 ]】 43%w1 -19x2=0。43/19 的 浙 近 分 数 是 7/3，9/4，43/19( 见 工 , 
第 3 章 第 6 节 - 连 分 数 )。 分 数 9/4 产生 当 = 筷 ， 政 = 一 95， 这 样 一 般 解 
可 写 为 24 一 物 十 19t, x2 = 一 00 一 43i。 
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对 %>3 已 经 发 展 了 更 一 般 的 连 分 数 方法 。 如 果 给 定 妈 个 独立 的 线 
性 方程 4s0; 一 Do 一 二 2 …， mM, 如果 p>>n, 这 方程 组 是 超 定 的 , 一 


般 讲 没有 解 。 但 是 如 果 m%<n， 方 程 组 是 不 定 的 ， 一 般 讲 它 有 无 穷 多 个 
解 。 更 确切 地 说 , 在 后 一 种 情况 方程 组 具有 整数 解 的 充 要 条 件 是 系数 矩 
阵 (ou) 的 所 有 思 阶 行列 式 的 最 大 公 因子 等 于 增 广 系 数 和 矩阵 的 名 阶 行列 式 
的 最 大 公 因 子 , 这 个 增 广 系数 矩阵 是 由 (cs 加 上 5 组 成 的 列 后 得 到 的 。 
解 最 一 般 的 含 两 个 未 知 数 zu me 具有 整 系数 cy 的 二 次 委 番 都 方程 
cir? 二 C19TI1T3 十 Ca3 人 好 十 cl321 十 Co379 十 Ca8 一 (0 
可 以 通过 变量 变换 化 为 特殊 型 方程 仍 一 DR =5 的 求解 问题 ， 其 中 了 D 和 
5 是 整数 。 两 种 情况 要 加 以 区 分 , 如 果 <0, 那 末 不 有 有 在 任何 解 或 具有 
有 限 多 个 解 H， 如 。 如 果 也 >0(《D 不 是 平方 数 ) ，5 一 1， 那 末 所 谓 洲 尔 
(Pel 方程 姐 -D1 除了 平凡 解 如 = 土 1, gs=0 外 , 还 具有 无 限 多 个 
解 ， 这 些 解 能 够 从 最 小 解 中 得 到 。 容易 看 出 更 一 般 的 方程 组 一 D3 一 5b。 
当 是 模 卫 的 平方 非 剩 余 时 不 能 有 任何 解 。 

【 例 】 工 、 好 十 zazs 十 妇 一 19 有 12 组 解 2, 3; 一 2， 一 3 3 2; 一 3, 
一 2， 一 5 —2, —5;5, ~2; —$5, 23, —5; 一 3，5;5， 一 3; 一 5 36 

2. 好 一 5=T。 由 最 小 解 外 一 9， 风 一 册 当 m = 0， 卫 2 … 我 
们 得 到 解 的 全 体内 = 上 [C9+4MV5)"+ (9-4V5)"]/2, ys= 土 [(9+ 
dV 5)"— (9-4V6)"]/ (QVE), 

寻找 直角 边 z，y 和 斜 边 ” 都 是 单位 长 的 整数 倍 的 所 有 直角 三 角形 
导致 于 严 都 方程 人 2 革 妨 = 六。 它 的 解 ， 即 毕 达 哥 拉 斯 数 ， 能 用 公式 z= 
i2 一 切 Y= 二 2Uv， xz 一 好 十 妇 表 示 , 这 里 如 4 是 任意 整数 。 最 小 解 是 37 十 各 
=52 和 52 十 122 一 132。 

#=2 的 情况 和 ”>3 的 情况 之 间 有 着 惊人 的 差别 。 舒 依 (Thue) 的 定 
理 说 . 方程 a12* 十 qzr"y 十 …Qn 六 = 二 b(n 这 3, 01 二 0,41, 42，…，tn 是 整 
数 ) 只 有 有 限 多 个 解 ,除非 它 的 左边 能 分 解 为 具有 整 系数 的 较 低 次 的 齐 次 
因子 。 高 次 的 委 番 都 方程 导致 深刻 的 问题 , 解 它 需 要 代数 数论 的 知识 。 

在 它们 之 中 费 尔 马 猜 起 (也 称 为 费 尔 马 大 定理 ) 具 有 特殊 的 兴趣 ， 对 
任何 整数 指数 2%>2 不 存在 满足 方程 2"+g" 一 "的 非 零 整数 zy, z。 费 尔 
马 (大 约 1637 年 ) 在 他 关于 丢 番 都 问题 的 工作 笔记 本 的 空白 边缘 上 写 着 : 
“我 已 经 发 现 了 真正 惊人 的 证 明 , 但 是 这 纸 边 太 小 了 , 不 能 写 下 ”他 的 证 
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明 从 未 找到 , 尽管 有 优秀 数学 家 们 的 努力 , 然而 没有 一 个 人 能 证 明 或 否定 
这 一 猜想 。 已 经 得 到 一 些 有 趣 的 结果 ; 例如 知道 当 %* 大 到 4002 时 , 猜想 
是 正确 的 。 

解析 数论 除了 欧 拉 函数 以 外 ， 在 数论 中 已 研究 了 许多 以 自然 数 作 

为 定义 域 的 函数 f(%)。 

例如 : wm《z), 小 于 等 于 z 的 素数 

的 个 数 ;4(m), 1 的 因子 数 ( 见 图 18- 

2) 04m)，% 的 正 因子 之 和 ; 7 (%)， 

门 方程 2-+y? 一 % 的 整数 组 解 x, y 的 

T123456.7 8.910111213% 个 数 。 这 些 函 数 中 的 某 一 些 表现 出 

图 18-23 数论 函数 4 (n) : % 的 非常 古怪 的 性 状 ， 例 如 ，4a(1) =1 

正 因子 的 总 数 dD =2，d(3)=2 dd)=3, 

A(5) 一 2 4(6) 一 4 dA(7) 一 2, 4d(8) 一 和 等 等 。 然 而 , 常常 能 从 了 的 前 面 几 
个 函数 值 的 平均 值 找到 其 规律 性 。 函 数 | 

LCD +F C0) 十 … 上 (on 
在 许多 情况 下 , 当 w 增加 时 的 浙 近 性 状 类 似 于 % 的 解析 函数 , 例如 , (1/n) 
局 Qk) 增 长 象 % 的 自然 对 数 一 样 。 令 [QCD +GC22 十 …… 十 已 (2) /7 一 


lnw 二 RC(n), 我 们 发 现 RC(n) 是 比 二 n 低 阶 的 量 。 数论 函数 的 平均 值 的 研 
究 , 首先 是 它们 的 余 项 五 os) 的 研究 , 需 用 最 细致 的 分 析 工 具 。 解 析 数 论 这 
个 数学 分 支 , 从 18 世纪 欧 拉 开始 , 一 直到 今天 , 始终 受到 著名 数学 家 们 的 
重视 ,现在 仍 在 不 断 发 展 中 。 特别 使 人 感 兴趣 的 是 函数 wz), 即 小 于 等 
于 xz 的 质数 的 个 数 。 

高 斯 猜想 到 渐 近 规律 xCz)~z/Inzw, 它 的 正确 性 一 直到 1900 年 左右 
才 被 阿达 蕊 和 德 . 拉 * 伐 利 - 普 六 (de la Vallée-Poussin) 所 证 明 。 他 们 的 


研究 表明 ， 对 =(o) 最 好 的 近似 是 积分 对 数 (z) 一 | GE， 余 项 BCo) 


一 如 (2) 一 (2) 的 估计 与 黎 曼 的 采 他 击 数 5 (s) 一 了 1/ons 的 复 零 点 位 置 有 
关 , 这 里 * 一 c 士 运 o>1。 

在 其 他 许多 分 布 问题 中 ， 有 首先 为 工 . 狄 里 克 雷 所 证 明 的 著名 定理 ， 
每 一 个 首 项 和 公差 互 素 的 算术 级 数 包 含 无 限 多 个 素数 项 。 

扒 垒 索 数 论 我 们 将 用 一 些 特殊 的 定理 和 问题 举例 说 明 堆 驳 素 数论 
的 问题 。 
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费 尔 马 定理 ， 每 个 具有 性 质 p 三 1Cmod 4 的 素数 是 两 个 自然 数 的 
平方 和 。 着 不 管 被 加 项 的 次 序 , 这 个 表示 是 唯一 的 。 

【 例 】 233 一 82 二 13?。 

拉 格 朗 日 定理 ; 每 个 自然 数 可 表示 为 不 超过 四 个 自然 数 的 平方 和 。 

【 例 】 :1 能 写 为 三 个 数 的 平方 和 : 坟 一 缉 ++ 卫 ++ 了,，7 则 需要 4 个 数 
的 平方 :7 二 2 十 13 填 12 革 1?2。 

华 林 (Waring) 问题 (1770 年 由 华 林 提 出 , 1909 年 由 希 尔 伯 特 第 一 个 
解决 )。 存在 一 个 数论 函数 g(), 使 得 每 个 自然 数 能 表示 为 最 多 9C4) 个 
自然 数 的 万 次 智 的 和 。 例 如 , 由 拉 格 朗 日 定理 g(3) = 由 9(3) =9。 有 赵 
的 是 当 之 3 时 每 个 充分 大 的 % 只 需要 少 于 gC%) 个 加 数 。 已 经 知道 239 
= 43 十 和 十 38 十 33 十 38 十 33 十 了 十 也 十 1 是 需 用 9 个 立方 数 的 最 大 数 ; 所 
有 比 它 大 的 数 至 多 需 用 8 个 立方 数 , 已 经 证 明 ， 从 某 个 自然 数 开始 , 其 后 
所 有 的 数 可 以 分 解 为 最 多 7 个 立方 数 。 

哥 德 巴赫 痛 想 。 在 1742 年 给 欧 拉 的 信 中 , 哥 德 巴赫 猜测 每 个 大 于 
的 偶数 是 两 个 奇 素数 的 和 。 这 个 猜测 至 今 既 没有 被 证 明 也 没有 被 否定 。 
在 这 方面 的 最 好 结果 属于 维 诺 烙 拉 道夫 (Vinogradov， 生 于 1891 年 ) 的 
三 素数 定理 ; 每 个 充分 大 的 奇 整数 是 三 个 奇 素数 的 和 。 这 个 证 明 用 了 非 
常 精细 的 分 析 方 法 *。 

”划分 。 所 谓 一 个 自然 数 名 的 划分 是 把 % 表 示 为 几 个 自然 数 的 和 。 4 
的 所 有 划分 数 用 pCm) 表 示 , 这 里 项 数 没有 限制 ,相等 的 加 数 是 允许 的 , 也 
不 管 加 数 的 次 序 。 因此 5=4+1=3+2=3 十 1-+1 一 2 十 2 十 1 = 2 十 1 十 1 
1=I+1+1+1+1 是 5 的 7 个 划分 ,因此 p(5) =7。 函 数 p(n) 有 许多 
有 趣 的 性 质 , 例如 2p (加 二 多 二 0 (mod 5) ， 当 % 充 分 大 时 ，p (0 一 


[1 mVB)]exp[wYV 鱼 n ]。 一 般 地 说 ， 堆 全 数论 的 基本 问题 可 陈述 


如 下 : 设 44 是 自然 数 华 ,s>2 是 一 个 给 定 的 自然 数 , 是 否 每 个 自然 数 可 表 
示 为 4 的 至 多 s 个 元 素 之 和 ?自从 1930 年 以 来 , 应 用 新 的 方法 和 概念 (4 
的 阶 和 稠密 性 ), 这 个 问题 已 得 到 了 成 功 的 解决 。 
代数 数 . : 
代数 数 域 代数 数 是 代数 方程 f(z) = 0 的 复数 根 。 这 里 了 (2) = 
* 这 方面 最 好 的 结果 ， 上 月 前 属于 我 国 著名 的 数学 家 陈景润 ， 他 证 明了 每 个 充 
分 大 的 偶数 可 表示 为 一 个 奇 素数 和 两 个 侦 素 数 之 和 。 译 者 注 
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aoxm 十 … 十 um 是 有 理 数 域 @ 上 的 多 项 式 , oo 关 0,，m 之 1, 换言之 , a0，a1 
…， on 是 有 理 数 。 数 a 是 无 限 多 个 不 同 次 数 的 方程 的 根 ; 例如 a 一 V3 
适合 方程 2 一 3 一 0， 六 一 攻 一 3 十 3 二 0，24 一 9 一 0 等 等 。 但 是 后 面 两 个 
方程 中 的 多 项 式 能 分 解 为 低 次 的 : 

WBr+8=(7— 8)(7+1) 和 rt —9= (8) (+2) 

这 种 多 项 式 称 为 是 可 约 的 。 如 果 不 能 把 Q@ 上 的 多 项 式 分 解 成 为 系数 仍 在 
Q 中 的 低 次 的 非常 数 因子 ， 那 末了 (2?) 称 为 在 Q@ 上 不 可 约 ; 例如 je) = 
2 一 3 是 不 可 约 的 。 

对 一 个 代数 数 a 恰好 存在 一 个 首 项 系数 为 1 的 不 可 约 有 理 系数 多 项 
式 9(z), 使 得 gla) 一 0。 代数 数 的 次 数 定义 为 gp (2) 的 次 数 。 例如 ,每 个 
有 理 数 * 是 一 次 代数 数 , 即 是 x 一 ?一 0 的 根 ; (1+iV 3 )/3 是 二 次 的 , 它 
是 空 -z+I=0 的 根 ; V3 是 % 次 的 ,因为 它 是 2" 一 2=0 的 一 个 根 。 

plz) 一 0 的 根 aD， a 的 …, tn (其 中 之 一 是 a) 称 为 是 a 的 共 罗 数 ， 
这 些 根 是 相 异 的 。 如 果 在 g(x) =0 中 所 有 系数 是 整数 ， 那 末 a 称 为 代数 
整数 。 

设 如 是 一 个 代数 数 。 包含 Q@ 和 8 的 最 小 域 =Q(8) 称 为 代数 数 域 。 
例如 , Q(V 吕 ) 由 所 有 形 为 4a+5V3 的 数组 成 ， 其 中 ga 和 bb 是 有 理 数 。 
容易 验证 事实 上 这 些 数 确实 组 成 一 个 域 , 例如 1/ (a+bV3)=(g~ 
bV3)/(a? 一 3b?) 一 4 十 BYV3。 使 得 X=Q@(8) 的 数 旭 的 次 数 (唯一 确定 
的 ) 称 为 的 次 数 。 

二 次 数 域 ”在 特殊 类 型 的 数 城中 , 二 次 数 域 研究 得 最 透彻 。 取 = 
MQ, 我 们 可 假定 4 是 不 能 被 平方 数 整 除 的 整数 。 在 这 个 条 件 下 ,我 们 能 区 
分 4=1Cmod4) 和 和 4d=2 或 3Cmod 4 的 二 次 数 域 @C(Va)。 在 前 一 种 情 
况 下 这 个 域 的 整数 基 是 = wo 一 (一 1+ Vd)/2， 在 后 一 种 情况 下 它 
的 整数 基 是 wm = 二 ws 一 VG 。 因 此 每 个 Q(V 可 的 代数 整数 能 唯一 地 
表示 为 cwi 二 cxos 其 中 a 和 c2 是 有 理 整数 。 | 

分 贺 域 -对 每 个 自然 数 %, z" 一 ==0 称 为 分 加 多 项 式 , 它 的 包 个 根 称 
为 贱 次 单位 根 , 因为 在 复 平面 上 表示 这 些 根 时 , 它们 把 单位 圆 绕 原 点 分 成 
% 个 相等 的 部 分 。 对 于 % 之 3, 不 等 于 1 的 w 一 1 个 根 适合 方程 f(s) =0， 
这 里 : 

Ke) 一 (8 一 1 一 二 一 en 十 2n-3 十 十 2 十 工 。 
当 ?” 是 素数 p 时, 那 末 多 项 式 f(z) 在 Q@ 上 不 可 约 。 容 易 看 出 在 这 种 情况 
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下 数 ww 迪 ，…，wz 工 都 是 了 (2) 一 0 的 根 ， 这 里 才 是 任意 一 个 根 。 域 
Q(ow) 称 为 是 分 国 域 。 它 的 共 辑 Qto) QCw0),…, QCw" 了 ) 都 是 p 一 1 次 
的 , 并 且 相 互 重合 。 对 一 般 的 %, 库 莫 尔 (Kummer) 在 研究 费 尔 马 大 定理 
时 ,对 相应 的 分 国 城 进行 了 精深 的 研究 , 他 的 结果 是 代数 数论 发 展 中 的 先 
驱 。 在 他 之 前 高 斯 想 出 了 解 分 加 方程 的 一 个 方法 。 亩 莫 尔 的 理论 也 有 可 
能 表示 出 所 有 的 可 用 圆规 和 直 尺 作出 的 正 % 边 形 。 因此 在 分 圆 理论 中 
〈 和 希腊 称 作 圆 的 分 割 ) 三 个 数学 领域 , 即 几何 、 代 数 和 数论 之 间 以 奥妙 的 方 
式 互相 影响 。 

单位 。 在 代数 数 域 中 一 种 特殊 类 型 的 代数 整数 是 单位 8 它们 是 工 的 
根 。 它 们 的 倒数 8 了 也 是 代数 整数 。 在 @ 中 仅 有 的 单位 是 土 J。 但 通常 
在 代数 数 域 中 包含 无 穷 多 个 单位 。 它 们 能 从 它们 中 的 有 限 个 (基本 单位 ) 
用 柔 法 和 指数 辕 的 方法 得 到 ( 狄 里 克 雪 单位 定理 )。 除 @ 外 , 庶 的 二 次 数 
域 它 的 生成 数 如 是 复数 ) 有 有 限 多 个 单位 。 对 代数 数 域 的 研究 已 经 导致 
了 很 有 趣 的 结果 。 

理想 论 人们 根据 Q@ 和 名 中 的 算术 规律 联想 到 假定 每 个 代数 整数 可 
分 解 为 素 因子 的 乘积 , 这 些 因子 是 代数 整数 , 并 且 不 计 因 子 的 次 序 和 单 
位 因子 , 这 个 分 解 是 唯一 的 。 但 是 在 19 世纪 人 们 认识 到 这 个 假定 是 错误 
的 。 例 如 在 二 次 数 域 Q(V 5 ) 中 数 6 有 二 个 不 同 的 分 解 6= 2.3 = (十 
VM 一 5)(L 一 V5)。 必 须 而 且 可 以 指出 的 是 : 除了 单位 因子 以 外 , 数 2 3 
i+V5,1~V5 在 Q@(V 一 5) 中 不 能 继续 分 解 。 

这 似乎 表示 对 代数 整数 不 可 能 有 简单 的 算术 理论 。 但 是 库 莫 尔 找到 
了 一 种 方法 ， 这 种 方法 后 来 独立 地 由 克朗 尼 格 (KKronecker) 和 戴 德 金 加 
以 发 展 。 戴 德 金 创造 了 理想 的 理论 , 他 用 代数 数 域 % 上 的 代数 整数 环 E 
下 的 理想 代 桂 代数 玫 ， 并 证 明 了 主要 定理: : 
昌 不 计 国 子 的 次 序 这 分 解 是 唯一 的 。 

对 有 理 整 数 环 名 这 意味 着 窟 个 主 理想 Co) 如 不 计 因子 的 次 序 ， 可 唯 
一 地 表示 为 素 理想 的 乘积 (pi) (p23)… (pm)。 和 但 是 这 仅仅 是 叙述 初等 数论 
中 基本 定理 w= 土 po…Ps 的 另 一 种 方法 。 

理想 类 。k 上 环 民 的 两 个 理想 4 和 BB 称 为 是 等 价 的 ,如 存在 两 个 主 
理想 (a) 和 (CB) 使 得 (a)4 二 (8)B。 根据 这 个 等 价 的 概念 我 们 能 把 R 中 所 
有 的 理想 分 成 不 相交 的 类 , 并 且 已 经 搞 清 所 得 类 的 数目 及 是 有 限 的 。 主 
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理想 自身 也 构成 一 类 。 在 * 中 这 是 仅 有 的 使 h =1 的 类 。 久 的 决定 是 一 
件 困难 的 事 , 但 是 能 借助 于 分 析 待 到 。 有 一 个 由 狄 里 克 雷 得 到 的 关于 类 
数 的 超越 公式 。 对 特殊 类 型 的 域 我 们 及 的 一 个 算术 表达 式 。 
超越 数 
不 是 代数 数 的 数 ” 称 为 是 超越 数 。 它 不 满足 任何 整 系数 的 代数 方 
程 。 超 越 数 的 存在 并 不 是 立即 就 清楚 的 。 刘 维尔 首先 明确 地 构造 出 超越 


数 , 例如 ， 翌 GV2"0)。 他 的 方法 是 根据 这 样 一 个 定理 ， 代 数 数 不 能 用 有 


理 数 “完全 任意 ”地 通 近 。 例 如 , 他 证 明了 对 % 次 的 代数 数 , 可 以 找到 这 样 
一 个 正 的 实 常数 6, 使 得 la 一 +/s| >e's™" 对 所 有 有 理 数 +, s(s>0) 成 立 。 
下 边 的 舒 依 - 塞 盖 尔 -洛斯 (Thue-Siegel-Roth) 定 理 是 非常 深刻 的 :; 不 等 
式 |la~+/s| <s™*, 仅 有 有 限 多 个 解 +,3, 这 里 4>>2 a 是 任何 代数 数 ,r,s 
是 有 理 整 数 (s>0)。 

特别 有 意义 的 是 要 知道 一 个 特殊 的 数 或 给 定 解析 函数 的 一 个 值 是 否 
是 超越 数 。 赫 米 特首 先 证 明了 (在 1873 年 ): 自然 对 数 的 诡 是 超越 数 。 之 
后 不 久 林 德 曼 (Lindmann) 成 功 地 证 明了 (在 1882 年 ) 单 位 圆 的 面积 也 
是 超越 数 。 这 表示 化 圆 为 方 是 不 可 能 的 ， 即 利用 圆规 和 直 尺 画 出 正方 形 
使 其 面积 等 于 给 定 半 径 的 圆 是 不 可 能 的 。 

更 一 般 地 说 , 如 果 w 夫 0, 那 末 4 和 e* 不能 同时 是 代数 数 。 因 此 ,函数 
ez( 对 z 坟 0 和 lnzx(z 才 0, 1) 对 代数 自 变 量 z 有 超越 值 。 这 个 结果 是 用 复 
变 函 数 方 法 来 证 明 的 , 它 也 用 来 证 明 o 是 超越 数 。 现 在 仍 不 知道 ee 或 者 
etw 武者 欧 拉 常数 .y 是 否 是 超越 数 。 

到 本 世纪 ;了 DD， 希 尔 伯 特 列 出 了 23 个 重要 的 数学 问题 。 其 中 第 七 个 
问题 已 经 解决 了 ; 如 果 a 是 不 等 于 0, 1 的 代数 数 , 8 是 无 理 的 代数 数 ， 则 
as 是 超越 数 。 这 表明 两 个 代数 歼 的 对 数 的 商 或 是 有 理 数 或 是 超越 数 。 许 
多 超越 性 的 叙述 涉及 到 椭圆 积分 和 椭 轩 函数 。 例如 ; 若 椭 区 的 轴 长 是 代 
数 数 , 则 其 周 长 是 超越 数 。 超越 数 的 代数 独立 性 问题 在 超越 数 的 理论 中 
起 着 重要 的 作用 。 其 中 有 林 德 曼 的 定理 . 

如 果 a1l， cz …，an 是 在 有 理 数 域 Q 上 的 线性 无 关 的 代数 数 ， 那 未 
不 存在 关系 B16 二 Bae 十 … 十 Bne*” 二 0, 这 里 Bi，B2，…，Br 是 代数 数 ， 
除非 B81，Bs,、…，B。 全 为 办 。 
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代数 几何 是 从 代数 曲线 、 曲 面 理论 和 意大利 学 派 的 乡 维 几何 中 发 展 
而 来 的 。 牛 频 、 麦 克 劳 林 、 欧 拉 和 克拉 默 对 平面 代数 曲线 的 理论 作出 了 首 
要 的 贡献 。 按 精 确 意义 , 代数 几何 的 发 瑰 者 是 诺 德 (Max Nocther, 184 和 4 
~1921 年 )。 意大利 几何 学 家 ， 主 要 是 塞 格 列 《Corrado Segre，1863 ~ 
1924 年 )、 蹇 维 里 (HYarcesco Beveri, 1879~1961 年 ) 和 思 尔 格 (Federigo 
Enrlques，1871~1946 年 ) 全 面 发 展 了 这 个 学 科 。 本 世纪 德国 学 派 着 手 
从 代数 观点 对 这 门 学 科 的 基础 进行 了 讨论 ， 特 别 要 提 到 | 诺 德 的 女儿 瑟 . 
庄 德 (Emmy Noether, 1882~1935 年 )、 范 . 德 .瓦尔 登 (Bartel L. Van 
Der Waerden， 生 于 1903 年 ) 和 格 吕 伯 纳 (Wolfgang Gazasbner， 生 于 
1899 年 )。 

代数 曲线 和 有 曲面 ”代数 几何 的 中 心 概 念 是 % 维 射影 空间 5 中 的 代 
数 徐 (47)， 在 S 中 每 个 点 是 用 % 十 1 个 坐标 的 比 mw:zl: x2;…; zn 给 出 
的 。 

为 了 说 明 这 个 概念 ， 我 们 首先 探讨 %=2 的 情形 ， 这 时 5 是 射影 平 
面 。la 的 一 个 (平面 ) 代 数 由 线 是 用 齐 次 代数 方程 瑟 (wo，xw1，xa) =0 来 定 
义 的 , 即 曲线 是 满足 这 方程 的 点 (&o， 1， 2) 的 全 体 。 例 如 , 可 以 和 把 抛物 线 
的 方程 殷 二 2p《2 一 4) 变 为 齐 次 的 ; 3/ 一 2p(z1/20 一 0) 或 22pz6 一 2pxo7 
十 友 = 0; 在 它 的 左边 有 齐 次 多 项 式 ( 型 ) 玉 (zo, zi, 2) 。 从 两 个 齐 次 代数 
方程 i(wo， 和 加， 芭 ) 一 0 和 Pa(z0， 太 “v4) 一 0 出 发 可 得 到 曲线 Fi=0 和 
Fs 二 0 的 公共 点 , 即 同时 满足 二 个 方程 的 点 (&0，t&1，%) 的 全 体 。 如 果 
《zo wt XY9) 和 Fa2《xo zt 22) 不 具有 公 因 子 , 那 末 只 存在 有 限 多 个 这 种 
公共 点 。 两 种 情况 (一 条 代数 曲线 ; 有 限 多 个 点 ) 都 是 射影 平面 上 代数 入 
的 例子 。 

在 ?=3 的 情况 , 即 在 射影 空间 83, 一 个 型 Rao zu xz, 348) 给 出 了 一 
个 代数 曲面 ; 不 具有 公 因 子 的 两 个 型 Fi(xo, %1,，22,，Y3) 和 和 FalYo, Tl Ya 
ws) 给 出 了 一 个 平面 的 或 空间 的 代数 曲线 。 三 个 或 更 多 个 无 公 因 子 的 型 
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i, 2，Fs,，… 仍 可 能 给 出 一 条 曲线 。 Ss 的 曲线 上 的 点 C80, 红 ，&2，3) 
除 满足 本 一 0G =1, 3 或 = 二 2 3 …) 外 ,还 满足 别 的 方程 ; 例如 ,GZ 
二 0, G 可 以 是 常数 或 者 更 一 般 地 说 可 以 是 任何 型 且 也, 土 F 一 0 (如 果 FP。 
和 Fi 有 相同 的 次 数 )。 

多 项 式 理想 , 零点 集 和 代数 徐 ”为 了 考察 所 有 这 些 方程 ,采用 交换 环 
五 中 的 理想 概念 是 适宜 的 。 

定义 。 环 民 中 元 素 集 a 称 为 是 理想 , 如 果 给 定 a 中 两 个 元 素 4a 和 5， 
4 一 b 仍 在 a 中 , 而 且 若 “是 @ 中 任意 元 素 , 那 末 对 BR 中 任 一 元 素 7, 乘积 
ra 也 在 a 中。 一 个 简单 的 例子 是 所 有 ra 和 ar 组 成 的 元 素 集 , 其 中 a 是 
及 中 国定 元 素 。 这 种 类 型 的 理想 称 为 主 理想 ,并 用 (4) 表示 。 历 史上 理想 
的 概念 首先 是 用 在 与 费 尔 马 问题 有 关 的 数论 问题 中 。 特 别 是 , 若 忆 是 多 
项 式 访 9，… 的 环 , 那 末 它 的 理想 称 为 多 项 式 理想 。 若 我 们 仅 考 虑 五 中 的 
型 , 因而 它 在 瑟 的 一 个 理想 中 , 那 示 我们 有 齐 火 理 起 ( 吾 理 起 )。 如 果 豆 理 
想 & 中 每 个 玫 F(x) = 了 Pzo, 20 om) 在 2 一 上 wi1 一 1 … Wn 一 处 
为 零 , 则 称 5 中 的 点 (外 二 (0, 红 ，…, tm) 为 旦 理想 a 的 罕 点 。@ 的 所 
有 零点 的 全 体 称 为 五 理想 的 零点 集 ( 看 上 边 的 例子 )。 

下 边 将 引述 几 个 关于 交换 环 召 中 理想 的 定理 ， 它 们 对 代数 几何 是 重 
要 的 。 

属于 环 瓦 的 两 个 理想 a 和 5 的 元 素 全 体 是 a 和 bb 的 交 , 记 作 anb。 
两 个 理想 的 交 仍 是 理想 。a 和 的 和 Ca,，5) 是 所 有 4 十 这 种 元 素 全 体 ， 
其 中 aEa，bE4b5。 两 个 理想 的 和 仍 是 理想 。 两 个 替 点 集 的 交 SZ (Ca) nN 
SZ(b) 是 同时 属于 SZ(a) 和 SZC6b) 的 点 (6) 的 集合 。 并 或 和 

SZ(a) USZ(6) =SZ(a) SZCD) 
是 至 少 属 于 52 中 某 一 个 的 所 有 点 组 成 的 集合 。 成 立 下 边 两 个 定理 : (1) 
SZ(afb)=S82Z(8) + S20b); (2 S28, 天 一 Sa)nS2Z0)。 这 些 定 
义 和 定 理 能 推广 到 有 限 多 个 理想 的 情况 。 

一 个 理想 s 若 它 是 与 a 不同 的 两 个 理想 的 交 则 称 为 可 约 的 ; 否则 称 
为 不 可 约 的 。 相应 地 52 (e) 称 为 可 约 或 不 可 约 根据 w“ 是 可 约 或 不 可 约 
而 定 。 

-【 例 】 一 (好 一 ) 一 (2 十 2)n (2 一 为); 在 So 中 6G 的 82 是 一 对 
直线 1 十 X%2 二 0,， wi 一 Xo =0。 

然而 ， 一 个 多 项 式 理想 不 是 唯一 地 由 它 的 S2 所 确定 的 。 例 如 ， 互 
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理想 = (2 十 oo) 和 也 一 (( 和 十 z)2 在 Se 中 有 相同 的 SG, 即 直线 x1 十 2 
二 0 上 的 点 。 因 此 , 把 一 个 代数 次 4F (a) 看 作 不 是 由 SZ《a) 单 独 确定 而 
是 由 另外 的 条 件 所 确定 是 方便 的 。 我 们 能 用 五 理想 a 本 身 来 刻 划 
AV (a)。 在 这 种 意义 下 , -在 上 例 中 4F (ae) 夫 4F (Bb) 。 现在 根据 拉 斯 科 
(Lasker ) 一 诺 德 定理 , 每 个 多 项 式 理想 能 表示 为 有 限 个 不 可 约 理想 的 交 ; 
(3) a 一 qiNn gan… gs。 由 定义 ， 这 给 出 了 分 划 (AV Ga) 一 4F (qi) 
十 4V(q2)+… 十 4V (qs)。 特 别 应 当 注 意 的 是 表示 (3) ， 因 此 分 划 (4) 对 
所 有 理想 a 并 不 是 唯一 的 。 | 

为 了 进一步 研究 不 可 约 理 想 , 下 述 定义 是 必要 的 。 设 jp 是 环 BR 的 理 
想 , 若 由 abEp 和 a 儿 p 可 推出 0Ep, 则 pp 称 为 素 理想 .车 对 于 环 刃 的 理 
想 q; 从 abEq 和 aF gq,bKq 可 推出 ooEq 和 和 4”Eg, 则 4 称 为 准 素 理 
想 , 这 里 p 和 o 是 适当 的 自然 数 。 对 多 项 式 理想 下 面 定理 成 立 。 

(65) 每 个 素 理 想 是 不 可 约 的 。 

《6) 每 个 不 可 约 理想 是 准 素 理想 , 但 并 非 每 个 准 过 理想 是 不 可 约 的 。 

(7) 对 每 个 准 素 理 想 g, 恰好 存在 一 个 素 理想 2 使 得 

SZ(q)=SZ(p)。 

(8) 属 于 (3) 中 不 可 约 分 最 q1，q2，…，4: 的 素 理 想 p1，p2,…; bp 是 
由 a 唯一 确定 的 ; 它们 称 为 属于 a 的 素 理 想 。 

由 此 ( 见 (6)，(7)) 对 不 可 约 理想 d 的 每 个 SZ, 怡 好 存在 一 个 素 理 想 
P, 使 得 8G 8)=82(p)。 因 此 素 理想 是 由 它 的 382 唯一 确定 的 。 所 以 
由 定义 , 4F(p) 一 SZ(p)。 

一 般 零 点 ”根据 范 . 德 :瓦尔 登 ， 每 个 3823(p) 能 用 下 述 方式 来 刻 划 。 
暂且 不 谈 所 谓 特殊 点 (6), 它 的 坐标 是 系数 域 的 代数 扩张 中 的 元 素 , 我 
们 也 能 考虑 点 (9) (EG ) = (oCfo，…… 训 )， ;nbt0， 村)), 它 的 坐标 
是 玉 (0,…, 妈 ) 的 代数 扩张 中 的 元 素 , 蔬 (to,，…， 刀 ) 是 系数 在 下 中 不 定 
元 to,…, 如 的 有 理 函 数 域 。 

定义 ; 车 了 (x) Ea 的 充 要 条 件 是 已 (六 ) 一 0， 则 (有 7 称 为 是 理想 
a 的 一 般 零点 或 82G(a) 的 一 盘点。 例如 , 圆 (10) 字 十 虽 =24( 在 非 齐 次 坐 
标 下 是 (11)22 十 好 = 二 有 一 般 点 (12)ao 一 如 (十 维 ， 人 一 如 圭一 经 )， 罗 一 
2totio 

从 (1 中信 令 2 =(1—t?)D/(l+D Y=2/70 一 26AT 十 弛 ， 
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我 们 能 得 到 (11) 的 一 般 零 点 。 类 似 地 ， 从 (C9) 中 把 所 有 的 坐标 用 第 一 个 
非 零 坐 标 除 后 我 们 能 得 到 非 齐 次 坐标 的 一 般 堆 点 。 用 这 种 方法 得 到 的 代 
数 独立 的 非 齐 次 坐标 的 最 大 数目 称 为 是 十 或 98ZF(Dp) 的 维 数 ; 车 由 fCus 
…, i) =0 可 推出 其 所 有 的 系数 为 0, 则 s 个 数 好 ，…ya 称 为 在 域 怀 上 
代数 独立 , 这 里 六 是 系数 在 互 中 的 多 项 式 。 从 (9)， 用 所 有 可 能 的 特殊 值 
代替 (人们 ) 中 的 加， …， 丰 (参数 的 特殊 化 )， 我 们 得 到 所 有 5Z(p) 的 点 
(对 低 维 的 分 量 有 可 能 例外 )。 例如 ， 圆 (10) 的 一 般 零点 (12) 给 出 了 除去 
点 8 之 外 的 所 有 点 , 8 是 对 应 z:24:ma=1: 一 1:0 的 点 。 类 似 地 ，(18) 给 
出 了 除 8(z, 的 一 (- 卫 0) 外 的 CGI) 的 点 。 
如 果 在 图 19-1 中 我 们 取 所 有 的 直线 (14)y =m(z 二 1) ， 那 末 每 根 家 
线 交 圆 (11) 于 和 另 一 个 点 忆 , 点 从 
标 (z, 幼 由 斜率 % 星 一 确定 。 将 (14) 的 
y 代入 (11), 我 们 得 到 《1 十 m2)z2 填 2m2w 
二 (1 一 m?) 二 0。 这 一 次 方程 有 根 - 工 和 
GL-z2)/GLHm2); 结 合 (14) 这 给 出 了 两 
个 点 S( 一 4,0) 和 Pl(—m)/(l+m’), 
2m/(1+m?))。 所 有 用 这 种 方法 得 到 的 
点 了 与 8 点 不 相同 , 因为 不 是 任何 w 都 
满足 方程 -mw2)/GL-m2) = 一 1。 这 对 
”应 于 如 下 事实 ; 直线 == -1 不 能 表示 为 
图 了 3 单位 图 的 有 吾 参数 表示 形式 Cl4) 。 相 反 地 ， 圆 上 不 同 于 人 的 点 
PCz, 妇 对 应 于 值 m=y/(z 十 1) 。 如果 斜率 几 取 为 参数 妃 那 末 卫 点 的 
坐标 取 (13) 这 种 形式 。 与 ==eosb y==sint 相对 照 , 此 圆 的 参数 表示 是 有 
理 的 。 
重 数 “” 代 替 象 上 边 那样 用 理想 来 刻 划 AV (4) 的 方法 , 如 果 给 定 了 属 
于 a 的 素 理想 ps ( 见 (8)) 且 对 于 它们 中 的 每 一 个 都 对 应 一 个 非 负数 内 
作为 它 的 本数 , 那 末 4V 能 够 唯一 地 确定 。 这 能 用 公式 表示 为 
AV(@) =m8Z(p1) + + NS Zp) 
例如 , 上 边 考虑 的 理想 5 二 (《z1 十 zs) 四 确定 由 直线 坟 十 ww 一 0 组 成 的 重 数 
为 2 的 4V。 重 数 的 概念 在 代数 徐 的 交 的 讨论 中 特别 重要 。 已 经 给 重 数 
下 了 两 个 定义 , 它们 对 Sa 和 8s 是 一 致 的 , 但 是 在 高 维 空间 中 导致 不 同 的 
结果 。 第 一 个 定义 是 以 早期 几何 学 家 所 假设 的 数 的 宁 担 原理 为 基础 ， 接 
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照 这 原理 , 在 特殊 情况 下 的 交点 数目 等 于 在 一 般 情况 下 的 交点 数 。 此 原理 
的 确切 公式 和 应 用 上 的 限制 在 1927 年 由 范 , 德 .瓦尔 登 应 用 关系 真实 特 
珠 化 的 概念 后 得 到 。 在 另 一 方面 , 第 二 个 理想 理论 的 重 数 定义 是 用 一 个 
理想 的 长 度 给 出 的 。 如 果 应 用 这 个 定义 , 与 第 一 个 定义 相对 照 , 广义 比 绍 
转 (Bezout) 定理 不 再 是 无 限制 适用 了 ; 然而 在 别 的 问题 中 使 用 理想 的 长 
度 是 合适 的 。 

近代 方法 ”为 了 确定 签 的 概念 , 查理 斯 基 (Oscar Zariski 生 于 189$ 
年 ) 首 先 在 1938 年 除了 52 和 重 数 外 还 使 用 了 赋值 论 的 方法 ; 这 理论 不 
但 与 克 和 鲁 尔 (Wolfgang Krull, 1899~1971 年 ) 的 局 部 环 的 理论 有 关 , 也 
与 函数 论 和 集 论 拓扑 有 联系 。 

后 来 在 1946 年 威 尔 (Andr6 Weil, 生 于 1906 年 ;用 括 扒 方法 ( 层 论 ， 
上 同调 理论 ) 给 出 了 代数 几何 新 的 基础 , 这 常常 涉及 到 近代 的 工作 。 
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与 向 量 空间 有 关 的 代数 结构 的 特征 已 经 在 II. 第 3 章 和 1II. 第 4 章 
中 仔细 讨论 过 了 。 因为 这 概念 对 近世 代数 特别 重要 ， 下 边 对 从 群 和 域 到 
格 ， 到 环 和 代数 ， 以 及 到 表示 理论 的 进一步 发 展 作 一 个 简单 的 说 
明 。 


格 
格 的 概念 是 为 了 推广 和 统一 发 生 于 集合 的 子 集 之 间 的 某 些 关系 而 建 
立 起 来 的 , 这 些 关系 也 产生 于 某 些 结构 象 群 、 域 、 拓 扑 空间 等 等 的 子 结构 
之 间 。 格 论 的 发 展 大 约 始 于 1930 年 ,是 在 伯 克 霍 夫 (Garrett Birkhoff) 
的 工作 影响 下 发 展 起 来 的 。 


具有 两 种 运算 ( 称 作 交 《n) 和 并 (U )) 的 集合 工 称 为 格 。 
如 果 对 工 的 任意 元 素 ga, b, … 下 边 的 公理 成 立 

(1) 交换 律 aNnb=bNna, aUb=bUa, 

(8) 结合 律 《anb) nc=an (nc)i (aUb) Uc= 
2UGUc), 和 

(8) 吸收 律 aU Canb)~a 和 an(bUa)=a。 


[ 例 1】 如 果 五 :和 五 ;是 群 G 的 任意 子 群 , 那 末 HiN Ho 和 Us 
= (HiU 互 2 都 是 G 的 子 群 。G 的 所 有 子 群 集合 在 这 些 运 算 下 为 格 。 

【 例 3] 非 负 整 数 带 有 下 述 运 算 后 构成 格 ; 交 定 义 为 最 大 公 因子 , 并 
定义 为 最 小 公 倍数 。 

[ 例 3] 某 些 逻 辑 命 题 类 在 运算 and( 交 ) 和 or (并 ) 下 构成 格 。 

【 例 4] 集合 的 子 集 在 通常 的 交 和 并 的 运算 下 构成 格 。 

[ 例 5] 两 个 给 定 域 的 中 间 域 构成 格 ， 若 其 中 交 就 是 通常 的 交 的 运 
算 , 两 个 域 的 并 定义 为 包含 这 两 个 域 的 最 小 域 ( 见 II .第 3 章 )。 
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从 格 靖 到 格 2 上 的 双 射 映照 史 称 为 是 同 构 的 , 如 果 对 任何 五 中 的 

元 素 4 和 2b. 
plaNb)=pla) Ng) 和 glaUb)=9pla) UP(D)。 

如 果 把 格 Ls 中 的 运算 Nn 和 U 对 换 , 我 们 得 到 新 的 格 DCLL2), 称 它 为 
Z 的 对 合格 。 从 格 五 到 格 Ls 的 双 射 映照 9 称 为 对 伪 同 构 的 , 如 果 它 是 
工 到 D(L2) 上 的 一 个 同 构 。 

用 格 论 的 概念 可 以 将 伽 罗 华 理论 的 基本 定理 改写 为 下 述 形式 ( 见 
II. 第 3 章 )。 

伽 罗 华 理论 的 基本 定理 ;把 每 个 电 间 城 与 对 应 的 伽 罗 华 群 联系 起 来 
的 映照 是 从 中 间 域 组 成 的 格 到 伽 罗 华 群 的 子 群 组 成 的 格 的 对 偶 同 构 映 
射 。 

半 序 集 ”由 元 素 a, 5，e，… 组 成 的 集合 8， 车 在 其 上 定义 了 具有 自 
上 反 性 ,传递 性 和 反对 称 性 的 关系 aSb, 称 5 是 关于 此 关系 的 半 序 集 ,反对 
称 性 表示 从 aSb 和 5Se 可 得 到 4 一 0。 

特别 应 当 重 视 的 是 : 8 中 每 对 元 素 不 一 定 都 有 ccSb 或 bSEao。 

【 例 6】 自然 数 1，2，3, … 的 集合 在 关 系 “a 整除 5” 下 是 半 序 集 。 

【 例 7 了 一 个 集 的 所 有 子 集 构 成 的 集合 在 集合 论 关 系 “4 是 妃 的 子 
集 ” 下 是 半 序 集 。 

【 例 8] 区 间 [0， 刁 上 所 有 这 续 的 实 值 函 数 是 半 序 集 关系 JS9 表 
示 对 所 有 [0, 4] 中 有 fC%) 所 g(x)。 

通常 把 关系 E 解 释 成 为 “被 包含 于 ”并 用 图 来 表示 半 序 。 可 以 这 样 作 
图 ; 与 每 个 元 素 4 相 联系 作 平 面 上 一 个 小 圆 瑟 。 如 果 4 和 ?2 可 以 比较 则 
用 线 把 。 和 忌 s: 连 起 来 。 如 果 ccz 那 末 圆 下。 在 圆 Ks 下面。 

【 例 9] 5 由 集合 站 ={a 5b, c} 的 子 集 组 成 : Mo 一 ,Mi1= {a, 2 

={a, cj Ma= {b, ¢}, Mi= {a}, Ms={b}, Me={c}, Mi=$。 它 
人 20-1)。 

[ 例 10】 由 一 个 、 两 个 或 三 个 元 素 组 成 的 所 有 可 能 的 半 序 集 表示 在 
邻接 图 中 ( 见 图 20-2)。 

从 任何 格 可 定义 一 个 与 工 有 相同 元 素 的 半 序 集 信 (KL)。 如 果 an5= 
oa; 我 们 定义 aES5。 对 某 些 半 序 集 此 陈述 可 以 茵 倒 过 来 。 

应 用 ”由 于 格 论 的 一 般 性 , 它 的 应 用 范围 特别 广泛 。 最 重要 的 例子 
是 数理 逻辑 ,数学 基础 、 代数 、 拓 盾 和 积分 理论 。 仅 仅 应 用 格 论 概 念 就 能 
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GZ OO.: ooo 0 
/ J, 7 


”ooo) 》 4 。 


人 sw 
图 20-1 半 序 集 s 图 20-2 a) 一 个 功 二 个 和 co) 三 个 
的 图 ( 见 例 9) 元 素 的 所 有 可 能 的 半 序 集 的 图 
发 展 成 为 现代 数学 所 需要 的 相当 一 般 的 积分 概念 。 
环 和 代数 
环 一 个 集 轧 如 果 在 其 中 定义 两 种 运算 : 加 法 和 乘法 , 则 它 称 为 环 。 
在 加 法 运算 下 ， f, 加 法 和 乘法 必须 满足 


两 个 分 配 律 : a(b 寺 ce) 一 ab-Fac 和 (4 -+byec 一 ac 十 beo 

如 果 乘 法 是 结合 的 , 则 此 环 称 为 结合 环 , 此 时 我 们 能 谈 及 它 的 来 法 半 
群 。 如 果 乘 法 是 交换 的 , 此 环 称 为 交换 环 。 全 体 整 数 和 域 是 特殊 类 型 的 
交换 环 。 

环 的 进一步 的 例子 是 1. 以 向 量 加 法 和 科 法 作为 运算 的 三 维 哆 岂 里 
德 空间 中 的 向 量 的 非 结合 环 ; 2. 在 短 阵 的 加 法 和 乘法 下 ， (nxw) 的 矩阵 环 
是 结合 的 非 交换 环 。 

环 的 研究 ,作为 代数 近代 研究 将 别 重要 的 部 分 对 我 们 当代 抽象 代数 
的 发 展 具有 决定 性 的 意义 。 代数 结构 的 分 析 , 在 今天 已 成 为 代数 研究 中 
标准 的 课题 ， 它 由 卫 , 谐 德 提出 ， 并 由 她 和 她 的 学 步 在 重要 的 例子 中 付 诸 
实现 。 他 们 的 研究 给 予 代数 以 新 的 推动 力 ; 并 引 向 新 的 应 用 领域 。 

代数 ”一 个 环 同 时 又 是 向 本 空间 可 得 出 代数 的 概念 。 

一 个 代数 是 指 结合 环 4， 它 的 加 法 群 4+ 是 域 到 上 的 向 量 空间 ， 其 
中 域 的 数 乘 与 环 的 乘法 可 以 交换 : (aw)v 一 w《av), 这 里 aEK,w%, VE4。 

把 代数 4 看 作 向 量 空间 时 的 维 数 称 为 代数 4 的 秩 。 ， 

【 例 】 1 在 区 间 上 连续 可 微 的 实 的 或 复 的 阔 数 构成 代数 。 

2. 实 的 或 复 的 (2*X%) 矩 阵 全 体 构成 秩 艰 的 代数 。 
结构 常数 ”因为 具有 有 限 秩 冯 的 代数 的 每 个 元 素 可 以 表示 为 基 元 吾 


wa …， 的 线性 组 合 ， 我 们 可 以 把 两 个 元 素 *= 为 xw 和 ?= 局 bw 
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的 积 写 成 ww 3 uiBjuui 凡 由 此 可 知 , 如果 基 元 素 的 积 wws 已 知 , 则 所 有 


元 素 的 积 ww 都 可 以 计算 。 这 种 积 本 身 一 定 是 基 元 素 duw = 六 ri 的 线 
性 组 合 。 

类 个 常数 咯 称 为 代数 的 结构 常数 。 它们 依靠 关于 wv 各 www 的 方 
程 完全 确定 代数 中 的 乘法 。 _ 

[ 例 】 其 有 基 元 素 卫 访 下 和 线 积 兰 一 二 =i Jj 一 j，1% 一 hb， 六 
二 六 二 二 一 J 人 二 JR 二 和 及 二 j 和 == 一, 罗 二 一 包 ,六 二 一 j 的 秩 4 的 
代数 卫 称 为 是 哈 需 尔 二 四 元 代数 。 它 包含 复 数 a 二 作为 其 子 域 

应 用 且 不 谈 环 论 在 域 论 中 起 着 决定 性 的 作用 ， 近 年 来 它 在 泛 丁 分 
新 中 有 重要 的 应 用 。 引进 了 绝对 值 概念 的 推广 ( 见 开 . 第 27 章 ) 我 们 得 
到 肘 范 代数 或 布尔 伯 特 代数 。 赋 范 代数 在 分 析 和 拓 填 代数 中 是 重要 的 于 
具 。 

表示 理论 

表示 理论 与 代数 理论 紧密 相关 。 它 涉及 的 问题 是 , 把 群 、 环 和 代数 辐 
态 地 , 即 在 某 种 不 蒂 坏 其 结构 的 意义 下 , 映射 到 起 阵 或 向 量 空 间 的 线性 赤 
换 的 群 或 环 内 。 

这 个 向 量 空间 称 为 表示 空间 。 确 定 群 和 代数 的 表示 不 仅 在 分 析 它 的 
结构 中 是 重要 的 , 并 且 对 许多 物理 和 化 学 分 支 , 例如 在 量子 力学 中 的 应 用 
也 是 重要 的 。 此 外 ,表示 理论 也 可 看 作 本 世 记 开始 涟 勃发 展 起 来 的 几何 
中 的 序 准则 和 不 变量 理论 的 推广 。 

群 的 表示 “考虑 表示 空间 是 复 的 向 量 空间 了。 群 在 六 上 的 表示 
是 群 G 到 由 了 的 非 奇 异 的 线性 变换 组 成 的 一 般 线性 群 G7 CV) 中 的 同 
态 。 如 果 7 的 维 数 是 w 则 说 这 是 一 个 » 维 表示 。 在 这 神情 况 下 ,在 泌 定 
中 的 基 后 ,每 个 线性 变换 能 用 (xn) 的 矩阵 表示 出 来 , 我 们 得 到 G 到 
GZ (nm) 中 的 同 态 。 这 同 态 称 为 群 8 的 矩阵 表示 。 

具体 描述 表示 可 能 是 非常 困难 的 。 因 此 对 某 些 重要 的 群 找 出 它 所 有 
可 能 的 表示 的 方法 已 经 发 展 起 来 了 ， 例 如 对 国定 数目 元 素 的 所 有 置换 的 
群 已 发 展 了 找 出 它 的 表示 的 方法 。 对 无 限 群 ,例如 托 扑 群 ,问题 变 得 特别 
困难 。 然 而 , 对 特殊 的 李 群 ,例如 罗 仑 兹 (Lorentz) 群 和 旋转 群 ,许多 问题 
得 到 了 解决 

应 用 ”暂且 不 谈 已 经 谈 到 的 应 用 ， 表 示 理 论 当 党 被 用 到 分 析 中 去 。 
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因此 旋转 群 , 即 三 维 空间 中 球面 的 旋转 群 的 表示 导致 球 函 数 的 深刻 理论 ， 
同时 其 他 群 的 表示 理论 被 用 来 寻找 贝 塞 尔 函 数 和 其 他 函数 的 性 质 。 

当然 , 罗 仑 辫 群 的 表示 在 物理 中 是 重要 的 。 

结论 
综 上 所 述 , 我 们 可 以 说 今天 的 代数 是 代数 结构 的 理论 。 代数 结构 是 

在 其 上 定义 了 某 些 运算 (加 、 乘 、 交 等 ) 的 集合 , 在 那里 不 去 研究 集合 中 元 
素 的 性 质 。 在 本 世纪 初 开 始 发 展 起 来 的 结构 概念 对 代数 具有 特别 重要 的 
意义 ,并 奠定 了 过 去 50 年 的 代数 思想 。 它 已 经 被 改进 并 被 扩充 到 其 他 数 
学 领域 中 去 , 例如 拓扑 或 微分 结构 中 去 。 

近年 来 一 系列 新 的 概念 在 与 其 他 数学 学 科 的 联系 中 发 展 起 来 了 ; 然 
而 , 它们 的 研究 仍 在 继续 进行 中 , 它们 在 许多 情况 下 的 重要 性 仍 没有 充分 

显示 出 来 。 
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在 分 析 学 和 几何 学 中 , 图 形 的 连通 性 起 着 本 质 的 作用 。 例 如 有 一 个 简 
单 的 定理 : 如 果 一 个 函数 的 导数 处 处 非 零 , 则 它 是 一 对 一 的 ， 这 只 在 函数 
的 定义 域 是 连通 的 情形 下 才能 成 立 。 容 易 求 得 在 开 区 间 (0, 1) 与 (2 3) 
.上 的 函数 不 是 一 对 一 的 , 但 在 区 间 的 每 一 点 导数 为 长 见 图 红 -1)。 当 讨 
论 平面 中 连通 性 时 ,情况 更 加 复杂 。 旋 度 为 零 的 向 量 场 有 一 个 势 函 数 的 定 
理 , 一 般 仅 当场 的 定义 域 没 有 洞 时 才 成 立 ; 这 样 的 区 域 称 为 单 连通 的 。 例 
如 , 尽管 向 量 场 没有 势 函数 ,我 们 可 以 按 这 样 方式 选择 向 量 场 中 向 量 的 长 
度 ,使 得 旋 度 变 为 等 ( 见 图 人 L-3)， 通 过 沿 图 中 标 出 的 曲线 积分 可 以 看 出 
这 一 点 。 由 这 些 及 类 似 的 例子 所 提出 的 图 形 连通 性 研究 组 成 拓扑 学 的 一 
个 小 小 的 但 有 特色 的 部 分 。 


图 21-1 表示 的 函数 
不 是 一 对 一 的 图 21-2 旋 度 为 零 且 无 势 函数 的 向 量 场 
图 形 的 概念 ”从 位 于 直线 、 平 面 或 三 维 欧 几 里 得 空间 硬 中 的 图 形 
开始 研究 。 高 维 数 增加 时 , 预料 情况 会 变 得 更 加 复杂 。 企 直线 上 ,所 有 问 
题 只 是 问 图 形 有 和 多少 部 分 ， 但 在 平面 上 , 我 们 还 得 考虑 每 一 部 分 包含 多 
少 洞 ; 三 维 空间 中 实际 上 有 两 种 不 同类 型 的 洞 : 腔 ( 象 一 种 瑞士 奶酪 中 的 
洞 ) 和 通道 ( 象 第 子 里 的 洞 )。 
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图 形 一 般 定义 为 所 考察 空间 的 点 的 集合 , 所 以 图 形 也 称 点 集 。 这 一 
定义 将 导致 非常 复杂 的 难以 直观 化 的 例子 , 例如 在 平面 负 卡 尔 坐标 系 下 ， 
一 个 坐标 为 有 理 数 , 另 一 坐标 为 无 理 数 的 所 有 点 的 集合 。 虽然 下 面 的 论 
述 对 这 样 复杂 的 点 集 也 成 立 ， 但 我 们 只 需 集 中 注意 于 那些 比较 实用 的 图 
形 就 行 了 ， 例 如 ， 直 线 上 的 区 间 、 平 面 上 的 曲面 以 及 三 维 空间 的 曲面 和 
立体 。 

同 胚 点 集 ”在 作出 关于 图 形 连 通 性 论述 以 前 ， 必 须 先 对 两 个 图 形 具 
有 相同 连通 性 的 意义 有 一 个 精确 的 定义 ; 这 样 的 图 形 称 为 同 胚 的。 直观 
地 说 , 如 果 图 和 能 通过 弯曲 伸展、 底 形 为 了 , 而 没有 搓 裂 也 没有 粘贴 , 则 
说 两 个 图 形 们 与 了 了 是 同 肥 的 ( 见 图 21-3)。 如 果 及 按 这 样 方法 变换 成 


OO 
SIOIOI 


图 21-3 井 面 的 扬 弄 与 站 由 


了 ,那么 对 于 久 的 每 一 点 p， 有 了 中 唯一 的 点 (p) 与 之 相 联系 , 反 过 来 
也 是 这 样 , 即将 六 的 每 一 点 8 与 其 变换 4(p) 相 联系 的 映照 是 下 到 了 上 上 
的 双 射 映照 。 没有 据 虱 的 条 件 意味 着 ， 对 于 了 来 说 ， 如 果 习 的 两 个 点 
2 与 9 充分 接近 ,那么 它们 的 象 C2) 与 了 (9) 也 彼此 接近 。 这 个 条 件 能 够 
通过 两 点 间 的 距离 QCp, 9) 加 以 精确 化 ,并 使 这 条 件 类 似 于 单元 实 变 函数 
的 连续 性 。 


如 果 对 芯 的 每 一 点 丸和 每 一 正 数 8， 存在 一 个 正 数 6 使 
对 斑 中 的 任 一 点 和 由 &2，9)<6 可 得 4(f(p), 了 (9))<s 
那么 称 从 图 形 X 到 图 形 了 的 映照 为 连续 的 。 


wi, 


Nt 
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连续 性 的 概念 说 明 变 形 ,F 没有 撕 裂 的 事实 ， 但 是 点 没有 粘贴 在 一 起 
和 “ 腔 ”" 没 有 被 填 满 的 概念 仍 待 精确 地 作出 。 这 可 由 考虑 逆 映 照 了 得 到 ， 
了 "将 了 的 每 一 点 p' 与 的 唯一 点 Pp ( 它 的 存在 是 由 于 f 为 双 射 映照 ) 
相 联 系 使 得 fCp) =2 。 说 了 没有 将 任何 点 粘贴 在 一 起 ， 等 于 说 广 : 没有 
被 撕 列 ,或 者 说 了! 连续。 于 是 , 现在 可 以 给 出 同 胚 的 精确 定义 了 。 


如 果 存 在 并 到 了 上 连续 的 双 射 映照 户 使 道 映射 广 ” 也 连续 ， 
那么 图 形 了, 了 称 为 同 胚 的 。 映 照 y 称 为 同 胚 映照 或 拓扑 映照 。 


【 例 】 1， 圆 到 直径 上 的 垂直 投影 是 一 连续 映照 , 但 不 是 同 胚 的 , 因 
为 它 不 是 一 对 一 的 ( 见 图 21-4)。 
2. 正方 形 的 边界 到 加 上 的 中 心 投 影 是 同 胚 的 ( 见 图 21-5)。 


图 31-4 病 到 直径 上 的 投影 图 31-5 正方 形 到 圆 上 的 投影 
”3. 从 图 C 到 半 开 区 间 [0, 2w) 的 映照 使 0 的 每 一 点 5p 与 它 的 角 p9(p) 
相 联系 ， 在 角 为 零 的 po 点 不 连续 ; 因为 po 附近 的 点 的 象 相距 很 远 , 位 于 
区 间 两 端 ( 见 图 31-6)。 
闻 肥 的 定义 不 是 恰好 相应 于 从 一 个 图 形 到 另 一 图 形 无 搓 裂 或 弯曲 的 
变形 的 直观 概念 。 它 还 人 允许 对 图 形 进 行 切 割 ， 要 求 经 过 变形 之 后 ， 割 开 
的 地 方 从 季 委 原 米 地 有 点 站 在 ~- 起。 在 图 上 Bi, Bs, Bs, Bi 四 


2) CO 


DO 可 (p) “ 
— OT 


图 31-6 加 到 半 开 区 间 上 的 映照 。 图 氏 -7 无 扭曲 的 ,扭曲 的 与 打 结 的 带 
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基本 方法 是 ， 找 出 其 中 一 个 图 形 所 
满足 的 一 种 拓扑 性 质 但 另 一 个 不 满 

足 。 如 果 确 实 是 这 样 ,那么 及 与 了 

不 能 同 胜 ， 因 为 一 个 点 集 有 一 个 拓 

扑 性 质 ， 那 么 与 它 同 胚 的 每 一 点 集 

也 具有 同样 的 性 质 。 这 个 方法 需要 

熟悉 大 量 拓扑 性 质 ， 这 里 列举 一 些 

最 简单 和 最 重要 的 。 . ， 图 31-8 具有 外 点 三 的 简 

如 果 2 中 的 任何 两 个 点 p 与 单 团 曲线 0 
g 能 用 中 的 一 条 道路 连结 , 即 如 果 存 在 区 间 到 2 内 的 连续 映照 将 区 间 
两 端点 分 别 映 为 p 与 9， 则 点 集 2 称 为 连通 的 (更 精确 地 , 道路 连通 的 )。 
因而 ,如 果 图 形 不 是 由 几 个 不 相交 部 分 组 成 , 则 它 是 连通 的 。 平 面 和 空间 
中 的 连通 图 形 仍旧 可 以 有 油 ， 单 连通 集 除外 。 一 个 集合 2 如 果 其 中 的 任 
何 闭 曲 线 能 在 2 中 收缩 为 一 点 ， 则 称 它 为 单 连通 的 。 单 连通 平面 图 形 直 
观 上 显然 不 能 有 洞 , 因为 围绕 这 样 一 个 洞 的 曲线 在 2 中 不 能 收缩 为 一 个 
点 。 另 一 方面 ， 对 三 维 图 形 来 说 单 连通 条 件 排除 了 出 现 “通道 "， 但 可 能 
出 现 “ 腔 ”例如 , 一 个 空心 球 是 单 连通 的 , 尽管 由 于 空心 , 它 有 “ 腔 ”。 然 
而 , 筛子 不 是 单 连通 的 。 

这 类 关于 图 形 的 洞 与 连通 性 的 拓扑 性 质 是 代数 拓 提 的 出 发 点 ， 在 代 
数 拓扑 中 ， 任 疮 高 维 图 形 的 连通 性 通过 与 图 形 相 联系 的 某 种 代数 结构 来 
叙述 , 例如 同调 和 同调 群 。 

我 们 能 使 一 个 点 集 和 与 一 个 自然 数 dim X, 即 所 谓 点 集 的 维 数 相 联 
系 。 对 于 熟悉 的 图 形 , 例如 一 条 曲线 C, 一 个 曲面 S 或 一 个 立体 B, 它们 
的 维 数 有 一 个 直观 的 概念 , dim 及 的 值 可 以 料想 得 到 , 即 dimC =1, dim S$ 
一 2, dim B=3。 在 维 数理 论 中 , 用 维 数 的 精确 定义 能 证 明 同 胚 的 点 集 X 
与 了 具有 同 祥 的 维 数 , dim Xdim 了 。 于 是 一 个 点 集 的 维 数 是 一 个 拓扑 
性 质 ,例如 曲线 永远 不 能 与 曲面 同 肪 。 

一 个 点 的 分 域 除了 连通 性 和 维 数 ， 拓 扑 学 还 研究 点 集 的 进一步 性 
质 , 其 中 有 一 些 在 数学 的 其 他 分 支 例如 微 积分 中 也 是 很 重要 的 ,为 说 明 在 
闭 区 间 了 上 定义 的 一 个 函数 宪 一 点 z 的 导数 的 概念 ， 点 z 是 否 是 端点 非 
常 要 紧 。 如 zw 是 端点 , 我 们 只 能 讨论 左 或 右 导数 。 对 在 平面 区 域 DD 上 定 
义 的 二 变量 的 函数 f(x, y), 情况 也 类 似 。 定 义 了 在 一 点 的 偏 导数 或 全 微 


CC 
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分 时 , 也 必须 区 分 点 是 在 刀 的 内 部 还 是 在 边界 上 。 事实 上 , 我 们 常常 必须 
区 分 图 形 的 内 点 与 边界 点 。 使 这 些 概念 精确 化 的 第 一 步 是 引入 点 的 邻 域 
的 思想 ,我 们 定义 罗 点 的 邻 域 为 所 有 到 的 距离 小 于 8 的 点 的 集合 , 其 
中 。 是 任意 正 数 。 在 本 文中 重要 的 是 区 分 点 p 是 否 作 为 一 直线 、 一 平面 或 
三 维 空间 的 一 个 元 素 。 在 直线 上，8s 邻 域 是 长 为 2 的 一 开 区 间 ( 即 无 端 
点 ), 在 平面 上 ，s 邻 域 是 半径 为 的 开 圆 盘 , 在 三 维 空间 中 ; 是 同样 半径 
的 球体 。 注 意 圆周 和 球面 不 属于 邻 域 。 

在 任 一 图 形 FP 中， 我 们 区 分 内 点 9 (有 一 个 8 邻 域 完全 包含 在 也 

中 ) 与 边界 点 9《 其 每 一 邻 域 都 包含 不 属于 也 的 某 些 点 )( 见 图 21-9)。 可 

以 看 出 ,所 在 空间 的 维 数 ,在 这 些 定义 中 

起 着 决定 性 的 作用 。 例如 ,在 平面 上 贺 盘 

q) 区 的 中 心 巡 为 内 点 ,但 在 三 维 室 间 里 加 各 

玉 都 是 边界 点 ,因为 没有 正 半径 的 球 在 下 

内 。 开 集 是 没有 边界 点 的 集合 , 它 仅 含有 

图 21-9 边界 点 9 与 内 点 2 内 点 , 例如, 空间 中 不 包括 球面 的 球体 。 在 
复 变 函 数论 中 , 平面 上 开 的 连通 集 起 着 特殊 的 作用 , 被 称 为 城 。 

如 点 了 的 每 一 8 邻 城 至 少 含有 集合 并 的 一 个 点 , 则 点 了 称 为 和 集合 
了 接触 ,直观 上 ,入 接 触 点 的 集合 就 是 这 样 的 点 ; 如 果 它 不 包含 在 和 内 ， 
至 少 也 是 “无 限 接近 ”四 ;例如 , 一 个 开 区 间 的 端点 不 属于 开 区 间 , 但 却 “无 
限 接近 ” 它 。 以 点 5 为 中 心 ,7 为 半径 的 开 圆 盘 下 , 它 的 接触 点 的 集合 , 除 
圆 盘 本 身 的 点 2p 外, 还 有 满足 4Cg，s) =? 的 贺 周 上 的 点 9。 如 果 也 的 接 
触 点 都 属于 马 ， 则 称 为 闭 集 。 上 面 的 开国 副 玉 加 上 所 有 满足 
Qlg, =? 的 边界 点 9 成 为 闭 集 。 开 集 与 闭 集 之 间 本 质 关系 在 于 这 祥 的 
事实 : 在 直线 平面 或 三 维 空间 中 的 集合 6, 当 且 仅 当 其 余 集 , 即 由 所 考察 
空间 中 不 属于 G 的 所 有 点 的 集合 是 闭 集 时 , 4 是 开 集 。 

为 了 以 后 推广 的 目的 ， 我 们 定义 一 点 p 关 于 子 集 五 的 相对 。 邻 域 
U。(p) 和 相对 开 集 。 下 中 p 的 相对 e 部 域 指 民 中 满足 4(qg，p) <s 的 那 
些 点 4 即 入 NU。(p)。 类 似 地 , 开 的 一 个 子 集 G, 若 中 每 一 点 p 有 一 
个 卫 中 的 相对 6 邻 域 包含 在 G 中 ,* 则 称 G 在 X 中 是 开 的 。 空 集 是 任何 

合 的 子 集 , 因而 也 是 和 的 子 集 。 它 也 被 看 作 XX 中 的 开 集 。 
对 于 和 中 的 开 子 集 系 统 , 下 列 断 言 成 立 ; 4. X 本 身 与 空 集 属于 X 中 


AA 人 ~ 人 人 ~ 


的 开 入 系统 2 X 中 的 任意 多 个 开 集 之 并 地 是 太 中 开 集 。 8. 有 民 赤 个 
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时 中 的 开 集 之 交 也 是 居中 的 并 集 。 

根据 相对 s 邻 域 和 开 集 的 这 些 概念 , 可 以 给 出 从 集合 卫 到 另 一 集合 
了 的 映照 了 的 连 续 性 的 新 定义 。 
的 每 一 点 及 中 的 了 (p) 的 每 一 (相对 的 )s 邻 域 可 以 找到 J 在 XX 
中 的 一 8 邻 域 ， 了 将 它 映 为 六 的 一 个 子 集 ( 见 图 24-10)。 

从 区 到 交 的 映照 尹 当 且 仅 当 Y 中 的 每 一 开 集 的 送 像 是 X 中 的 开 
集 时 , 了 是 连续 的 。 

在 映照 下, 了 的 子 集 如 的 逆 像 是 环 中 的 集合 , 其 中 每 一 点 部 被 了 
映 为 台中 的 点 ，. . 

n 维 空间 

到 现在 为 止 ， 我 们 的 手 
述 限于 直线 上 、 平 面 内 或 三 
维 空间 中 ， 即 殉 几 里 得 空间 
玉 ，? 和 到。 为 了 把 它们 图 21-10 连续 映照 
推广 到 % 维 欧 几 里 得 空间 ,我们 的 出 发 点 是 注意 到 中 的 每 一 点 p 可 忆 
用 三 重 坐 标 (z， zy，ws) 来 描述 。 如 此 定义 的 从 3 到 所 有 实数 的 三 直 从 
标的 集合 的 映照 是 一 对 一 的 , 且 是 到 上 的 , 只 要 给 定 的 入 卡尔 坐标 系 保持 
不 变 , 的 点 可 以 恒 同 于 它们 的 三 重 坐 标 。 空 间 Er" 可 类 似 地 定义 。 


"是 所 有 %% 重 实数 (21， 2X9，…， xn) 的 集合 ; 一 个 % 重 谷 
标 看 作 这 集合 的 一 个 元 素 , 通常 称 为 一 个 点 。 


对 如 中 的 p=(x1, za 29) 和 9 二 (y1, Yo, ya) 的 距离 函数 4p，9) 一 
[Lyi 一 21)2 寺 《ya 一 X22)? 十 《ga 一 X39)?]12 可 以 推广 到 如" 这 函数 保持 五? 中 
距离 的 三 个 主要 性 质 , 其 中 三 角形 不 等 式 说 明 在 以 p, 9 7? 为 顶点 的 三 角 
形 中 每 边 之 长 至 多 等 于 另外 两 边 的 和 。 

如 "中 两 点 | d(C%, 9) . d(p, gq) =dlg, Pp) 


by q 之 间 | Sos] | ae 0>0, dp, 9) 0 
的 距离 | “于 当 且 仅 当 p=g 


.二 角形 不 等 式 . ad(p, 7) 
<atp, 4) tadlq, 7) 


630 ”第 红 章 拓 扑 


用 这 个 距离 4(p, 9) 类 似 于 对 "(nm 一 1, 2, 3) 的 作法 , 现在 能 够 定义 
En 的 子 集 芳 与 了 的 拓扑 性 质 。 从 集合 了 到 集合 了 的 映照 所 如 果 对 尺 
中 的 每 一 个 点 p 和 每 一 个 正 数 。 存在 一 个 正 数 6, 使 得 4Cp，9) <6 时 就 
有 QC(p), f(9))<e， 则 ff 为 连续 的 。 一 个 映照 如 果 是 双 射 的 ( 即 一 对 
一 和 到 上 的 ) 且 了 与 广 ! 都 是 连续 的 , 则 为 同 胚 映 照 。 如 果 存 在 一 个 从 与 
到 了 的 同 肛 英 照 , 则 称 两 个 集合 卫 与 了 是 同 有 三 的 。 最 后 , 和 中 一 点 的 s 
邻 域 可 以 象 上 面 同样 的 方法 定义 ， 使 得 所 有 的 基本 概念 扩充 到 适合 现在 
所 考虑 的 更 一 般 的 集合 。 

如 果 所 考察 的 对 象 或 条 件 不 能 用 三 个 以 下 的 众 标 来 描述 ， 但 能 用 有 
限 多 个 坐标 来 描述 , 那 就 用 到 高 维 空间 。 例 如 , 在 物理 中 一 个 事件 不 能 只 
用 空间 的 三 个 坐标 确定 ,而 且 还 要 使 用 时 间 坐 标 。 因 此 , 每 一 个 这 样 的 事 
件 相应 于 加 中 的 一 个 点 。 如 果 希 望 描述 不 光 是 一 个 事件 而 是 许多 事 
件 , 例如 在 一 个 连续 过 程 中 ， 那 么 我 们 得 到 如 的 一 个 子 集 。 类 似 的 情况 
会 在 具 几 个 自由 度 的 物理 系统 中 磁 到 。 当 然 ,只 有 当 我 们 能 够 叙述 并 证 明 
有 意义 的 实际 上 有 用 的 高 维 空间 中 的 几何 或 拓扑 定 理 时 ， 对 事物 的 这 种 
看 法 才 有 价值 。 下 面 是 这 种 定理 的 两 个 例子 。 

约 当 - 勃 劳 维尔 定理 ”在 邢 中 叙述 的 约 当 曲线 定理 要 推广 至 三 维 ， 
闭 昌 线 必须 用 二 维 配 朴 球面 来 代替 。 这 是 名 中 与 球面 同 用 的 任 一 子 集 ， 
或 直观 地 说 ， 是 一 个 变形 的 球面 。 每 一 个 二 维 拓扑 球面 分 加 为 两 个 部 

在 EB" 中 的 % 维 球 可 类 似 三 维 空间 的 情形 ,定义 为 浏 定点 # 的 距离 不 
超过 定数 (QLp, 2) < 仆 的 点 的 集合 。 球 的 表面 是 满足 2p, s) = 的 点 
的 集合 。 一 个 加 1 维 球面 是 到" 的 一 个 子 集 , 它 与 此 球面 同 肥 ; 它 也 能 
直观 地 措 述 为 ” 维 球 表面 的 变形 。 约 当 - 勃 劳 维尔 定理 和 勃 劳 维尔 不 动 
点 定理 现在 可 以 充分 一 般 地 加 以 叙述 。 

约 当 - 吉 劳 维尔 定理 。 每 一 个 (n 一 起 维 的 拓 提 球面 分 E" 为 两 个 部 
分 。 

过 劳 维尔 不 动 点 定理 ,车 了 是 n 维 球 到 自身 的 一 连续 映照 ,那么 了 有 
一 个 不 动 点 。 

拓扑 结构 

在 拓扑 学 中 引进 集合 上 的 结构 思想 ， 可 使 直观 的 拓扑 学 概念 无 比 深 

刻 地 一 般 化 , 这 种 恩 想 首先 在 代数 中 得 到 发 展 。 象 环 与 域 这 样 的 结构 是 
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众 数 系 通过 抽象 过程 而 得 到 的 ， 忽 略 那些 对 代数 来 说 是 非 本 质 的 数 的 性 
质 , 仅仅 把 作为 代数 研究 基础 的 那些 性 质保 留 下 来 。 如 果 在 拓扑 学 中 遵 
循 类 似 的 途径 ， 那 么 首先 必须 决定 点 集 的 哪些 性 质 构成 拓扑 学 概论 的 基 
础 ， 然 后 只 把 为 拓扑 研究 所 需 的 前 提 定 义 为 一 盘 结构 。 能 导出 拓扑 概念 
的 点 集 的 一 个 主要 性 质 是 关于 确定 点 集 间 映照 违 续 性 的 可 能 性 ， 因 为 很 
多 其 他 拓扑 概念 , 例如 同 胚 和 连通 性 , 要 借助 于 连续 性 这 一 基本 概念 来 定 
义 。 

因此 ,一 个 拓扑 结构 将 定义 为 具有 某 种 性 质 的 一 个 集合 了 根据 这 种 
性 质 就 能 够 断定 从 了 到 另 一 这 样 结构 2 的 映照 了 是 否 连 续 。 把 攻防 分 
析 中 的 度量 空间 作为 适宜 的 结构 看 来 是 合理 的 ， 因 为 一 旦 有 了 距离 的 概 
念 ( 见 n 维 空间 ), 连续 性 就 能 定义 , 而 根据 定义 ,， 度 量 空 间 是 一 个 集合 ， 
对 其 中 的 所 有 元 素 对 p, 4， 距离 4(p, 9) 有 定义 。 虽 然 这 是 一 条 可 能 的 
途径 , 然而 对 拓扑 研究 来 说 , 我 们 发 现 度 量 空间 的 局 限 性 太 大 。 最 终 的 定 
义 是 通过 考察 下 列 事实 而 达到 的 ， 只 要 知道 县 与 了 的 开 集 ( 见 拓 掉 性 
质 )， 从 点 集 立 到 点 集 工 的 映照 了 的 连续 性 立即 可 以 定义 。 这 是 因为 了 
连续 的 充 要 条 件 是 了 中 每 一 开 集 的 逆 象 为 及 中 的 开 集 。 

所 以 下 述 的 拓扑 空间 定义 对 于 拓扑 的 研究 是 一 个 适当 的 结构 。 


一 个 集合 了 ,连同 人 的 子 集 所 组 成 的 满足 下 列 要 求 的 子 集 
旋 O, 一 起 构成 拓 直 空间 TI. 了 和 空 集 属于 QO; 2， 0 中 任意 
多 个 集合 的 并 也 属于 O;3. O 中 有 限 多 个 集合 的 交 也 属于 0。 


这 三 个 公理 恰好 和 上 面 所 列 出 的 点 集 的 开 子 集 系 统 的 性 质 相 对 应 ， 
所 以 任何 点 集 与 其 (相对 ) 开 子 集 组 成 一 个 拓扑 空间 T, 上 有 段 末 的 连续 性 定 
义 , 对 于 从 拓扑 空间 到 拓扑 空间 7' 的 映照 有 意义 。 从 了 到 7' 的 映照 
如果 是 双 射 的 , 且 广 与 广 ! 都 是 连续 的 , 则 称 /为 同 胚 映照 。 如 时 存 在 
7 到 到 的 同 克 映照， 则 称 拓扑 空间 与 7' 是 同 胚 的 。 如 果 对 拓扑 空间 
7 中 任何 一 对 元 素 (p, 4), 存 在 一 个 从 区 间 到 7 内 的 连续 映照 , 使 区 间 端 
点 分 别 映 为 2 与 @ 则 称 了 为 (道路 ) 连 通 的 。 

这 些 例子 说 明 对 点 集 所 定义 的 概念 怎样 才能 够 推广 至 任意 拓扑 空 
间 。 然 而 , 关于 拓扑 空间 的 一 般 论述 比 关于 点 集 的 论述 倾向 于 更 缺少 几何 
直观 性 。 而 且 , 有 些 关于 点 集 的 概念 ,难以 推广 到 任意 拓扑 空间 ; 例如 , 对 
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所 有 拓扑 空间 , 不 能 给 出 维 数 的 满意 的 定义 。 一 般 的 或 集合 论 的 拓扑 , 是 
研究 任意 拓扑 空间 的 , 它 的 大 部 分 很 难看 作 属 于 几何 学 , 宁可 说 它 所 具有 
的 结构 理论 的 特征 可 与 代数 中 群 论 相 比 较 。 正 如 在 群 论 中 考察 特殊 类 型 
的 群 如 阿 贝 尔 群 一 样 ， 在 一 般 拓扑 学 中 ,也 要 研究 除 满足 上 面 所 指 的 1， 
2,3 外 , 还 满足 别 的 公理 的 拓扑 空间 , 例如 豪 斯 道夫 CHausdor 站 ) 隔 离 性 公 
理 : 对 了 中 任何 两 个 元 素 p, 9 存在 多 的 两 个 不 交 的 开 子 集 忆 与 了 使 
PEX, gEY( 见 图 31-11)。 
拓扑 空间 比 距离 空间 更 一 般 , 特别 地 ， 每 一 距离 空间 是 一 拓扑 空间 。 
就 是 说 , 我 们 能 在 距离 空间 中 区 分 出 并 集 组 。 
这 些 开 集 如 同 在 欧 几 里 得 空间 中 那样 定义 : 
设 戏 是 距离 空间 ，2 是 1 的 一 个 元 素 ，s 是 
”一 正 数 ;用 中 pb 的 8 邻 域 是 收 中 与 点 办 距离 
小 于 s 的 元 素 的 全 体 所 成 之 集合 。 如 果 及 
图 21-11 豪 斯 首 中 的 每 一 个 元 素 p 有 pp 的 一 个 8 邻 域 完全 包 
夫 隔 离 性 公理 . 含 在 和 中 , 则 称 MX 的 子 集 和 是 开 的 。 不 难 
证 明 ， 这 样 定义 的 开 集 组 具有 性 质 1 2，3, 并 且 这 样 的 政 实际 上 成 为 一 
个 拓扑 空间 。 从 这 一 论点 可 以 得 出 重要 的 结论 , 一 般 拓扑 学 的 定理 与 概 
念 可 以 应 用 于 距离 空间 , 特别 是 应 用 于 泛 函 分 析 的 研究 。 
作为 一 般 拓扑 学 重要 问题 的 一 个 例子 , 可 提 一 提 度 量化 问题 ; 拓扑 空 
间 包 的 开 集 组 0 在 什么 条 件 下 , 了 是 可 度量 的 , 即 什 么 时 候 能 在 T 上 定 
义 一 距离 函数 马 使 下 成 为 一 距离 空间 而 它 的 开 集 正 好 是 0 中 的 集合 ? 容 
易 知 道 一 个 必要 条 件 是 豪 斯 道夫 隔离 性 公理 , 但 这 不 是 充分 的 。 纳 加 达 
CNagata) 与 斯 米尔 诺 夫 (Smirnoy) 的 度量 化 定理 给 出 一 个 拓扑 空间 存在 
这 样 距离 的 充分 与 必要 条 件 。 然而 , 对 这 些 条 件 的 精确 叙述 已 超出 本 章 
的 范围 。- 
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测度 论 研 究 几何 图 形 的 容量 , 或 更 一 般 地 , 研究 点 集 的 容量 。 它 和 积 
分 学 、 集 合 论 直 接 有 关 , 能 在 许多 分 析 学 分 支 和 概率 论 基础 中 找到 重要 应 
用 。 和 三 角形 ,矩形 及 其 他 有 界 的 直线 形 面积 的 计算 相 比 , 计算 用 曲线 所 
围 成 图 形 的 面积 以 至 更 复杂 图 形 的 面积 要 困难 些 。 甚 至 要 向 人 们 解释 什 
么 是 点 集 的 容量 也 是 问题 。 这 个 问题 的 第 一 个 答案 是 和 黎 曼 积分 紧密 地 
联系 着 的 歼 曼 容量 的 祝 念 , 它 是 由 凤 亚 诺 和 约 当 在 1890 年 给 出 的 。 

为 了 得 到 一 个 点 集 ( 例 如 在 平面 上 ) 的 容量 , 在 平面 上 作 方 形 网 格 , 并 
用 完全 含 在 图 形 内 部 的 小 方 格 构成 的 区 域 从 内 部 去 这 羽 给 定 的 图 形 。 又 
用 包含 图 形 在 其 内 部 的 由 小 方 格 组 成 的 区 域 从 外 部 加 以 近似 ( 见 图 
22-1)。 当 网 格 越 分 越 细 时 ,新 的 内 部 近似 区 域 总 包含 原来 的 内 部 近似 区 
域 , 而且 一 般 来 说 要 多 增加 一 些 新 的 小 方块 。 与 此 同时 , 新 的 外 部 近似 区 
域 将 会 较 原来 的 区 域 少 掉 一 些 新 的 小 方块 。 因此 ， 两 种 近似 区 域 面积 之 
差 只 能 变 小 。 现在 如 果 令 网 格 继续 不 断 细 分 ， 内 部 的 容量 和 外 部 的 容量 
将 彼此 无 限 接近 , 这 时 , 它们 共同 的 极限 值 称 为 皮 亚 诺 - 约 当 容 量 , 或 简称 
为 所 给 图 形 的 容量 。 


RE | 
NR 
[I 


图 22-1 皮 亚 诺 - 约 当 图 22-2 不 存在 皮 亚 诺 - 约 当 
容量 的 近似 容量 的 图 形 
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这 一 容量 概念 产生 了 众所周知 的 有 界 直 线形 的 面积 公式 ， 以 及 圆 和 
酉 圆 的 面积 公式 等 。 但 是 , 确实 有 不 存在 上 述 皮 亚 诺 - 约 当 容 量 的 点 集 。 图 
23-2 表示 一 正方 形 4B0D, 在 它 的 上 方 那 条 边 CD 的 “有 理 ” 点 处 , 各 竖 
起 一 条 长 度 等 于 正方 形 边 长 的 垂 线 ， 即 各 垂 线 的 垂 足 到 顶点 C 的 距离 都 
是 一 个 有 理 数 .这 时 这 一 图 形 的 外 容量 至 少 两 倍 于 内 容量 ,而且 当 网 格 分 
得 越 细 时 二 者 不 趋 于 共同 的 极限 值 ， 这 是 因为 00'D'D 总 是 属于 外 部 近 
似 区 域 , 而 且 只 能 属于 外 部 近似 区 域 。 每 一 个 位 于 C0'D'D 上 的 网 格 , 不 
论 它 多 么 小 , 总 包含 两 种 点 , 一 种 点 属于 图 形 , 而 另 一 种 点 不 属于 它 。 

勒 贝 格 测度 “在 现代 数学 中 ,确实 存在 这 样 的 点 集 , 它 本 来 看 上 去 似 
平 没有 容量 , 却 获得 了 重要 的 意义 。 在 绝 大 多 数 情 形 下 , 一 种 较为 广泛 的 
容量 概念 获得 了 成 功 ， 这 就 是 勒 贝 格 测度 ， 它 是 1903 年 由 勒 贝 格 发 展 起 
来 的 。 它 和 皮 亚 诺 - 约 当 容 量 相 比 , 在 于 近似 图 形 可 用 无 限 多 个 大 小 不 同 
的 初等 面积 构成 。 

具有 容量 的 点 集 都 是 有 勒 贝 格 测度 的 ,其 测度 在 数值 上 就 等 于 容量 。 
另 一 方面 ， 存 在 这 样 的 点 集 ， 它 没有 容量 可 言 ， 但 却 有 测度 ; 例如 图 
22-2 所 示 的 图 形 ,其 测度 等 于 正方 形 4BCD 的 容量 ， 由 垂 线 组 成 的 那 一 
部 分 图 形 的 测度 是 0。 军 测 度 集 在 纯粹 数学 和 自然 过 程 的 数学 描述 中 都 
起 着 重要 的 作用 。 可 以 说 这 种 集 描述 着 不 起 本 质 作用 的 部 分 。 高 维 空间 
的 情形 的 考察 是 类 似 的 ; 例如 , 对 三 维 的 情形 , 我 们 获得 通常 的 体积 或 空 
间 测 度 。 

在 积分 学 中 , 用 测度 代替 容量 就 成 为 惑 贝 格 积分 。 它 是 黎 曙 积分 的 
扩充 ,正如 勒 贝 格 测度 是 皮 亚 诺 - 约 当 容量 的 扩充 一 样 。 

经 过 进一步 的 抽象 ， 人 们 在 一 般 测 度 论 中 把 测度 理解 为 定义 在 集合 
上 的 实 值 函 教 m(4)， 其 变量 4 跑 遍 吕 的 某 些 子 集 ， 并 且 有 和 最 简单 
的 几何 解释 相应 的 性 质 。 首 先 mm(4) 关 0 和 mm(4U) 一 iu(4)Uzm( 吾 ) 其 
中 4 和 召 是 不 相交 的 点 集 。 集合 4 若 属于 办 的 定义 域 ， 则 称 为 关于 和 
可 测 的 。 这 一 作法 是 可 能 实现 的 , 例如 , 可 直接 地 将 测度 理论 中 的 定理 用 
于 概率 论 。 在 那里 ， 看 机 事件 看 作 由 所 有 初等 事件 组 成 的 “点 ” 集 的 一 
个 子 集 4, 而 测度 m4) 是 事件 4 的 概率 。 
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有 向 图 和 无 向 图 一 个 图 G ==[X, U, 凡是 两 个 基本 图 形 集合 , 结 点 
区 的 集合 也 与 边 4 的 集合 UU， 以 及 一 个 定义 在 U 上 的 关联 函数 所 成 
的 组 合 。 此 函数 确定 每 一 有 向 边 wEUV， 恰好 与 结 点 x zi€ 入 的 一 个 有 
序 对 相对 应 ,而 一 条 无 向 边 对 应 一 个 无 序 结 点 对 ( 见 图 23-1) 。 

与 一 条 边 对 应 的 两 个 结 点 不 一 定 相 异 。 若 7 一 ze 则 了 Cw) 一 (zx zx) 
称 为 一 个 环 。 国 数 y 不 一 定 是 单 值 可 着 的 ， 即 一 对 (ze zw) 可 以 被 几 条 
边 所 对 应 , 这 些 边 便 称 为 平行 边 或 重 边 。 

”集合 了 和 0 可 以 是 有 限 或 无 限 的 。 若 且 和 0 是 有 限 的 , 则 图 称 为 

有 限 的 。 下 面 的 所 有 论述 都 是 关于 有 限 图 的 。 

为 了 表示 图 ， 结 点 可 画 成 点 ， 而 边 则 画 成 连接 此 边 的 两 个 结 点 的 
弯曲 弧 。 按 照 结 点 对 之 间 有 没有 序 的 情形 , 分 别称 为 有 向 或 无 向 图 ( 见 图 
23-2, 3)。 


23-1 图 23-2 有 向 图 图 23-3 无 向 连通 图 ; 
4) 有 向 边 ; 如 无 向 边 ; 0) 环 右边 一 个 是 完全 的 


【 例 了 一 个 城镇 的 街道 图 , 通常 是 用 无 向 图 表示 在 地 图 上 , 这 对 于 行 
人 来 说 就 完全 够 了 。 然 而 , 当 城 镇 有 许多 单行 道 时 ,一 个 车 辆 驾驶 员 便 需 
要 一 张 绘制 成 有 向 图 的 道路 平面 图 了 。 

应 用 。 对 于 五 个 柏拉图 体 ( 四 面体 、 立方 体 、 八 面体 、 十 二 面体 ,二 十 
面体 ), 象 其 他 所 有 多 面体 一 样 ,可 以 表示 成 这 样 的 图 , 它们 的 顶点 和 楼 表 
示 成 图 的 结 点 和 边 。 在 地 图 上 国家 间 疆 界 构成 一 个 图 , 对 铁路 系统 ,海运 
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航线 和 航空 线 也 可 以 同样 地 构成 。 

所 有 的 通讯 网 络 , 如 电话 或 电 传 网 络 , 都 可 用 图 来 表示 。 而 电网 络 、 
水 网 络 和 集中 供暖 网 络 也 可 以 用 图 来 描述 。 在 系统 论 和 控制 论 中 , 复杂 
系统 看 作 是 可 以 借助 于 图 来 表示 的 那 种 结构 ， 例 如 区 组 开关 图 、 信 号 流 
图 和 一 个 商业 供应 网 。 网 络 技 术 构 成 了 图 论 的 一 个 实用 的 分 支 。 一 个 完 
整 过 程 的 开头 几 步 是 先 转换 成 一 个 网 络 ,然后 再 加 以 计算 和 确定 方向 ( 见 


网 络 方法 )。 
(FGIWC) 本 


Q (OIFWGC) 一 般 地 ， 可 以 说 图 是 解决 组 
合 问题 的 一 个 工具 。 

(FGCIW) SN 

(FWCIG) 


[ 例 】 一 个 摆渡 人 也 希 望 
? (CIPWG)  _ 几 一 条 小 船 把 一 只 独 瑟 ， 一 头羊 
G 和 一 做 白菜 0 从 一 条 河 的 左岸 
渡 到 右岸 去 。 而 这 条 小 船只 能 容 
纳 也 到, G4, C 中 的 两 个 。 决 不 
Ss 能 在 无 人 看 守 的 情况 下 ， 留 下 狼 
2 和 羊 在 一 起 ， 也 不 能 使 羊 和 白菜 


(FWOGIO) Od 
在 一 起 。 试 问 如 何 才能 够 做 到 ? 
首先 对 两 边 岸 上 人 允许 的 组 合 
B 


b (WCIFG) 加 以 分 类 ,例如 ,其 一 是 (FWG|C》 
意 即 囊 厂 和 G 在 左岸 上 , 而 0 
23-4 由 一 个 挡 注 人 玉 从 此 岸 运送 一 ”在 右岸 上 。“ 零 ”意味 着 在 相应 的 
只 狠 丈 、 一 头羊 8 和 一 篮 白菜 C 到 征 岸 ”岸上 四 种 东西 都 没有 。 船 在 右岸 
的 组 合 ; 中 间 是 一 个 可 行 的 连通 边 序列 上 的 组 合 与 船 在 左岸 上 的 组 合 是 
直接 连接 的 ， 只 要 摆渡 人 能 够 用 一 次 运送 可 以 从 一 种 组 合 得 到 另 一 种 组 
合 。 组 合 和 它们 之 间 的 连接 关系 便 是 图 的 结 点 和 边 ( 见 图 23- 人 和 。 于 是 问 
题 便 可 由 于 找 出 一 条 从 《FIVGO10) 开始 到 (01PWGO) 结束 的 边 的 连通 
序列 而 获得 解决 。 上 述 这 种 序列 可 以 有 好 几 个 。 
特殊 的 图 任意 两 个 不 同 的 结 点 闻 有 且 仅 有 一 条 边 把 它们 连接 起 来 
的 这 种 图 称 为 完全 图 。 若 一 个 图 仅 由 孤立 结 点 所 组 成 , 即 边 集 是 空 集 , 则 
称 为 受 图 。 若 从 任 一 结 点 出 发 沿 着 边 可 到 达 其 他 的 任 一 结 点 , 则 这 种 图 
称 为 连通 图 。 一 个 完全 图 是 连通 的 。 
重复 地 从 一 条 边 到 另 一 条 边 ( 中 间 经 过 这 两 条 边 的 公共 结 点 )， 我 们 
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得 到 一 个 边 的 床 列 .着 在 一 个 边 序列 中 每 条 边 仅 出 现 一 次 , 便 称 为 一 条 到。 
当 始点 和 终点 重合 时 ， 路 便 称 为 是 半 

的 。 在 其 中 除 始点 外 没有 其 他 结 点 出 V 

现 两 次 的 一 条 闭路 称 为 一 个 (拓扑 的 ) 
国 。 一 个 连通 、 非 空 的 图 , 当 它 不 仿 闭 
路 时 , 便 称 为 树 ( 见 图 23-5)。 例 如 ,本 
应 用 于 碳水 化 合 物 链 的 化 学 结构 式 
中 。 最 后 , 如 果 -- 个 图 可 以 夯 在 一 个 平 
面 上 ,或 者 拓扑 等 价 地 可 以 嵌入 一 个 
球面 中 , 而 没有 相交 的 边 , 则 称 此 图 为 平和 四 。 例 如 , 树 是 平面 图。 

组 合 结构 “图 论 与 组 合 问题 有 关 。 图 论 的 对 象 不 仅 是 象 在 初等 组 人 

理论 中 那样 的 去 确定 组 合 个 数 ,而且 是 组 合 结构 本身 。 组 合 结构 的 研究 , 
即 从 图 论 上 来 考虑 ,是 由 殉 拉 于 1736 年 首先 作出 的 。 他 开始 于 葛 尼 斯 全 
的 七 状 问 题 , 即 人 们 是 否 能 恰好 一 次 地 走 过 七 座 桥 中 的 每 一 座 的 问题 ( 见 
图 23-6) 。 显而易见 , 这 种 走 法 经 不 能 开始 也 不 能 结束 于 工 到 IV 四 个 区 
域 中 的 至 少 琴 个 区 域 ,人 们 进入 又 重新 离开 这 些 区 域 。 无 论 如 何 , 由 于 通 
向 每 一 区 城 的 是 奇数 座 桥 ,故而 使 得 这 种 走 法 是 不 可 能 的 。 欧 拉 更 -- 般 


图 23-5 树 


地 研究 了 在 什么 禅 的 条 件 下 ， 一 个 加 。，。 
已 给 的 连通 图 可 以 用 每 条 边 恰 好 被 9 e 。 。 
覆盖 一 次 这 样 的 方法 描述 成 一 条 闭 ee 。 

路 。 此 类 欧 拉 路 存在 的 充 要 条 件 是 结 点 的 分 布 ( 零 图 ) 
每 个 结 点 都 与 偶数 条 边 相 连接 。 


nis 
~~ 
~~ 


“~ 


第 二 步 

图 23-6 万 尼 斯 堡 的 七 桥 问题 . 图 23-7 最 优 树 

实际 上 遇 到 的 图 ， 往 往 具 有 很 一 般 的 结构 。 而 主要 的 议题 是 有 关 图 
榴 服 优化 问题 的 有 效 解 算法 。 这 可 由 爱 佳 电话 网 络 问题 作为 例子 加 以 说 
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阴 。 

【 例 】 用 一 个 最 低 费 用 的 电话 网 络 来 连接 nm 个 地 点 ， 而 分 叉 点 仅 在 
这 些 地 点 本 身 出 现 。 直 接连 接任 何 两 个 地 点 的 费用 是 已 知 的 。 

所 求 之 网 络 显然 是 一 棵 树 。 构 造 这 种 树 可 用 一 个 简单 的 算法 。 第 一 
步 ， 连 接 每 一 个 结 点 到 费用 最 少 的 一 个 结 点 上 去 ， 于 是 获得 一 个 树 系 
〈 森 )。 第 二 步 :收缩 每 一 标 树 为 一 点 , 而 且 重 复 此 过 程 。 这 种 方法 一 直 继 
续 下 去 , 直至 只 剩 下 一 棵 树 的 时 候 , 就 中 断 此 过 程 , 这 便 是 所 求 的 最 优 树 。 
在 图 23-7 中 , 过 程 是 对 10 个 地 点 来 实现 的 。 在 这 样 的 方法 中 , 任何 两 个 
结 点 间 的 距离 与 费用 成 比例 。 

如 果 希 望 用 尝试 所 有 可 能 性 方法 来 求解 问题 ， 则 对 于 ”个 地 点 将 要 
试验 wm" 种 可 能 性 , 即 对 于 %==10 个 地 点 ,有 108 种 可 能 性 。 

四 色 问 题 

制图 者 都 知道 , 任何 地 图 总 可 以 用 四 种 颜色 来 画 , 使 得 任何 两 个 有 共 
同 边界 (不 只 是 一 点 ?的 国家 染 不 同 的 颜色 。 四 种 颜色 是 否 总 是 足够 的 这 
个 问题 对 于 图 论 的 进一步 发 展 是 极为 重要 的 , 这 个 问题 至 今 没 有 解决 中 。 
而 要 证 明 对 于 任何 地 图 总 可 以 用 五 种 颜色 染色 , 却 是 相当 容易 的 。 

在 地 图 (1) 中 ( 见 图 23-8) 总 可 以 用 两 种 不 同 的 方式 把 国家 和 它们 的 
边界 以 图 来 表示 : 或 者 把 三 条 或 更 多 条 边界 的 交点 作为 结 点 , 以 及 结 点 间 
的 边界 作为 边 (2a), 或 者 把 国家 作为 结 点 ,而 边 则 表示 国家 的 邻接 关系 


图 23-9 具有 哈密 尔 顿 回 
23-8 地 图 (也 及 其 图 (2a，20) 路 的 一 个 正则 地 图 的 图 
@ 阿 普尔 (K. I, Appel)、 黑 肯 (W. Haken) 和 考 克 (J. Kock) 在 1976 年 借 
助 于 计算 机 证 明了 四 色 猜 想 是 成 立 的 。 一 一 译 者 注 
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(25)。 在 第 一 种 情形 中 ， 把 区 域 染色 , 在 第 二 种 情形 中 , 则 把 结 点 染色 。 
一 个 画 在 球面 上 的 地 图 称 为 是 正则 的 ， 当 恰好 是 三 条 边界 交 于 每 个 结 点 
而 且 每 个 国家 都 限制 在 一 个 (拓扑 ) 圈 上 。 四 色 问 题 可 以 归结 为 对 于 正则 
的 地 图 来 解决 。 若 存在 一 个 拓扑 圈 或 哈密 尔 领 回路 ( 见 图 23-9) 包含 正 
则 地 图 的 一 个 图 的 所 有 结 点 , 则 因为 哈密 尔 顿 回路 的 内 部 需要 两 色 , 外 部 
也 需要 两 色 , 故而 这 个 地 图 中 的 国家 可 用 四 色 来 染色 。 在 一 个 长 时 期 中 ， 
人 大 们 相信 哈密 尔 顿 回路 总 是 存在 的 。 反 例 只 是 在 1965 年 才 给 出 ,故而 现 
在 知道 , 这 种 方法 并 不 能 导致 四 色 问题 的 解决 。 

一 个 正则 地 图 的 图 是 一 个 立方 图 ， 即 恰好 交 于 每 一 结 点 的 有 三 条 无 
向 边 , 而 且 这 种 图 不 包含 这 禅 一 种 边 , 如 将 此 边 删除 后 ， 可 以 把 图 分 割 为 
两 个 分 离 的 部 分 , 即 这 种 图 没有 桥 。 为 了 证 明 四 色 问 题 , 如 果 能 够 证 明 任 
何 立方 图 可 表示 为 几 个 圈 , 而 所 有 圈 都 有 偶数 条 边 就 足够 的 了 。 在 没有 平 
面 性 假设 的 情形 下 , 彼得 森 CPetersen) 能 证 明 任 何 没有 桥 的 立方 图 , 能 用 
这 样 的 方法 表示 为 几 个 图， 使 得 每 个 结 点 都 恰好 属于 其 中 的 一 个 圈 。 自 
然 , 在 这 些 圈 中 有 的 可 以 有 奇数 条 边 。 

塔 脱 (Tutte) 于 4956 年 进一步 研究 了 如 下 定理 : 一 个 不 可 能 由 于 期 
除 任何 三 个 结 点 而 分 割 为 分 离 部 分 的 平面 图 , 有 一 个 哈密 尔 顿 回路 。 在 
四 色 问 题 上 进一步 的 工作 使 用 了 拓扑 或 组 合 的 方法 。 在 拓 直 的 论证 中 ， 
通过 利用 球面 上 的 性 质 可 以 找到 平 闸 图 的 特性 。 而 在 组 合 的 论证 中 ， 人 
们 试图 除 掉 拓扑 的 假定 , 而 完全 按照 组 合 的 意义 来 描述 平面 图 的 特性 。 

网 络 方法 

网 络 方法 是 用 来 描述 .分析 和 优化 复杂 过 程 的 进程 的 。 例 如 , 可 以 分 
解 为 若干 局 部 过 程 的 大 型 建筑 的 建造 。 网 络 方法 的 目的 是 : 对 于 局 部 过 
程 的 完成 时 间 , 中 间 时 间 和 寻求 节省 时 间 进 行规 划 ; 为 了 缩短 总 时 间 , 降 
低 成 本 和 提高 利用 率 而 确定 局 部 过 程 的 最 优 顺 序 ， 提 出 控制 系统 和 限定 
职责 范围 。 

活动 与 事项 网 络 是 一 个 有 向 图 , 它 的 元 素 表 示 为 活动 和 事项 。 法 
动 是 局 部 过 程 或 部 分 任务 ; 与 活动 相应 的 是 时 间 期 间 ; 事项 是 过 程 中 个 别 
步骤 的 到 达 或 是 个 别 完成 阶段 的 出 现 ; 与 事项 相应 的 是 时 间 膀 间 。 虚 尘 
动 是 这 样 的 零 期 间 , 它 仅 仅 表 示 实 际 活动 的 依赖 关系 。 由 网 络 的 边 和 结 
点 来 表示 活动 和 事项 ， 则 它 是 一 个 事项 网 络 。 反之 , 若 由 结 点 来 表示 活 
动 , 而 由 网 络 的 边 来 表示 活动 之 间 的 依赖 关系 , 则 它 是 一 个 活动 网络 。 在 
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这 里 , 当 活 动 之 间 的 关系 通常 由 这 样 的 事实 构成 , 即 一 个 活动 必须 在 下 一 
活动 开始 之 前 就 结束 。 这 时 , 边 实际 上 对 应 于 事项 。 下 面 的 叙述 是 关于 事 
项 网 络 的 。 

【 例 】 为 了 建造 一 个 连带 附近 道路 和 场地 的 机 器 广 ， 需 完成 下 列 任 
务 。 若 4 表示 一 个 时 间 单 位 , 则 ;: 


1.1， 打 地 基 5u 2.2. 布置 场地 10w 
1.2, 砌 厂房 lx 3.1. 运送 机 器 。 24u 
1.3， 屋 顶 建筑 du 3.2. 安装 机 器 。 34 
1.4， 内 部 工作 10u 3.3. 其 他 设备 8w 


2.1， 铺设 附近 道路 。 9uw 
第 一 组 中 的 那些 项 目 (1.1 到 1.4) 必须 一 个 接着 一 个 地 实现 。 销 设 
附近 道路 , 可 以 在 打 地 基 
(1. 了 之 后 就 开始 ,而 必须 在 
安装 机 器 (3.3) 之 前 完成 。 
( 庶 活 动 @ -> @)， 而 内 部 
工作 (1.4) 跟随 在 安装 机 器 
(3.2) 之 后 ( 康 活动 @>@) 
图 23-10 网 络 例子 《 见 图 28-10)。 因为 安装 机 

器 (3.2) 不 能 在 砌 厂房 01.2) 之 前 开始 , 故而 虑 活动 -@ -* @ 是 必要 的 。 

关键 路 。 在 一 个 网 络 中 , 人 们 感 兴趣 的 是 整个 过 程 的 期 间 , 即 始 点 
事项 和 终点 事项 之 间 的 时 间 。 这 个 期 间 是 可 以 确定 的 , 因为 沿 着 边 从 始 
点 事项 到 终点 事项 至 少 存在 一 条 路 , 使 得 活动 的 期 间 之 和 达到 最 大 值 。 这 
种 类 型 的 一 条 路 称 为 关键 路 ， 而 这 条 路 上 的 活动 称 为 关键 活动 。 在 图 
23-10 中 , 关键 路 有 37 个 单位 时 间 。 任 何 一 个 关键 活动 的 延长 必定 导致 
总 期 间 的 延长 , 然而 若 一 个 非 关键 的 活动 在 一 定 限度 范围 内 加 以 延长 ,就 
不 会 出 现 这 种 情形 。 

活动 时 间 。 对 于 网 络 中 每 一 活动 , 存在 一 个 最 早 和 最 迟 的 开始 时 间 
与 一 个 最 早 和 最 迟 的 结束 时 间 ， 二 者 是 不 同 的 。 开 始 和 结束 时 间 是 活动 
的 期 间 。 对 于 关键 活动 来 说 , 最 早 和 最 迟 时 间 是 一 致 的 。 

网 络 矩 阵 为 了 确定 一 个 网 络 的 关键 路 和 获得 活动 时 间 ， 可 使 用 网 
络 矩阵 〈 见 图 28-11)。 矩 阵 的 行 和 列 对 应 于 网 络 的 事项 , 矩阵 的 元 素 给 出 
连接 事项 的 活动 期 间 的 单位 时 间 数 ( 见 前 述 例题 中 元 素 )。 为 了 得 出 计算 
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在 前 述 例 题 中 ,从 名 到 @ 导出 的 活动 2. 2 有 缓冲 时 间 Se 一 13, Sr 
一 3 Sz 一 18, Sg 一 0。 由 于 Su 一 83， 因而 3.2 可 以 延长 三 个 单位 时 间 而 
不 致 妨碍 建筑 的 竣工 。 然 而 , 延长 十 三 个 单位 时 间 就 将 意味 着 路 @ > 中 
一 回 一 回 成 为 关键 性 的 ,故而 活动 1.1 和 2.1 必 将 开始 于 它 的 最 早 时 间 
而 不 能 延长 , 否则 , 因为 1,1 和 2.1 分 别 地 有 条 件 缓冲 时 间 7 和 10, 它们 
原本 是 可 能 延长 的 。 

用 手工 计算 网 络 和 矩阵 , 只 可 能 计算 一 个 具有 少量 的 活动 和 事项 的 网 
络 。 而 对 于 一 个 出 现在 实际 中 的 过 程 网 络 , 就 必须 按 其 一 规则 使 用 电子 计 
算 机 。 

网 络 中 的 专门 方法 “网络 方法 宝 要 是 用 来 寻求 事项 定位 网 络 的 关键 
路 和 缓冲 时 间 的 ; 已 经 发 展 了 如 下 一 些 方法 。 

关键 路 方法 (CPM)。 对 事项 定位 网 络 和 活动 定位 网 络 二 者 都 适 
用 ; 它 用 (确定 性 地 获得 的 ) 活 动 期 间 来 对 活动 本 身 进行 估 值 , 其 目的 是 通 
过 由 网 络 矩 阵 而 得 的 计算 程序 , 而 求 得 关键 路 和 计算 缓冲 时 间 。 

在 拟 位 势 方法 (MPM) 中 ， 对 一 个 活动 定位 网 络 中 的 活动 ( 结 点 ) 和 
依赖 关系 ( 边 ) 二 者 都 加 以 估 值 。 对 于 活动 来 说 , 期 间 是 已 定 值 的 , 而 依赖 
关系 的 估 值 可 表示 为 一 个 连接 距离 。 例如 , 不 同 活动 的 开始 时 间 之 间 的 
时 间 段 可 由 边 来 连接 。 连 接 距离 可 以 取 负 值 。 按 照 连 接 距离 和 活动 期 间 
之 间 的 关系 , 可 以 区 分 出 中 继 式 完工 (连接 距离 大 于 活动 期 间 ), 正规 式 完 
工 (连接 距离 等 于 活动 期 间 ) 和 重 选 式 完工 《连接 距离 小 于 活动 期 间 )。 著 
在 完全 网 络 中 出 现 的 是 正规 式 完工, 则 可 得 到 一 个 CPM 网 络 。 

计划 评审 方法 (PERT) 大 多 使 用 于 事项 定位 网 络 , 但 决定 活动 期 间 
的 并 非 用 确定 性 的 , 而 是 用 随机 性 叙述 的 方法 。 对 于 一 个 活动 的 期 间 包 
存在 一 个 最 佳 估计 do， 一 个 最 差 估 计 必 和 一 个 最 可 能 估计 im。 活动 的 
期 间 由 4= (do 十 Qo 十 44m)/6 给 出 。 除 关键 路 外 ， 期望值 和 时 间 的 变化 范 
食 是 可 以 计算 的 。 

到 目前 为 止 ， 这 些 已 知 的 方法 都 要 假定 从 实际 过 程 抽象 出 来 的 网 络 
中 , 其 连通 性 和 依赖 性 实质 上 是 已 给 的 , 即 这 些 方法 只 对 一 个 网 络 的 规定 
的 拓扑 结构 起 作用 。 在 组 合同 络 (CN WD) 中 ,拓扑 结构 不 再 是 已 知 的 , 而 确 
定 一 个 最 优 结构 ,就 是 此 方法 的 目的 现在 假定 在 活动 的 集合 中 ,存在 一 个 
这 样 的 关系 ，4 ~ 刁 意 指 石 必须 在 4 以 后 实现 ; CD 意 指 C 和 忆 不 
必 一 齐 进行 。 这 些 条 炸 必 须 由 所 有 出 现在 网 络 中 的 活动 表 成 公式 , 而 在 
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使 关键 路 达到 最 小 的 条 件 下 求 得 网 络 的 一 个 结构 。 

前 面 这 些 方法 都 与 计算 财力 有 关 。 这 就 导致 去 熟悉 和 考虑 已 实现 的 
那些 活动 的 财力 问题 。 作 为 财力 可 以 看 作 是 机 器 、 劳动 力 、 原材料, 还 有 
活动 的 价格 和 成 本 。 要 区 分 这 样 两 类 问题 : 1. 为 了 最 优 分 配 财力 , 已 知 
整个 过 程 的 时 间 , 去 试验 通过 利用 缓冲 时 间 和 把 活动 分 割 成 几 段 ,来 达到 
财力 的 最 合理 负担 。2. 为 了 在 限制 财力 下 的 最 优 时 间 分 配 , 有 效 财力 的 
上 限 是 已 知 的 , 去 试验 尽量 小 地 取 过 程 的 总 期 间 , 当然 这 里 指 的 “尽量 小 ” 
是 小 到 局 限于 财力 上 可 能 允许 的 范围 只。 财力 问题 仍然 没有 得 到 完全 解 
决 ,但 非常 有 效 的 近似 方法 却 已 经 在 使 用 了 。 

最 后 ， 现 在 正在 尝试 创造 一 个 关于 有 效 的 和 最 佳 实现 的 复杂 判别 准 
则 的 网 络 最 优化 算法 。 
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偏 微分 方程 
， 阶 ,线性 , 齐 性 ”党 微分 方程 中 只 含有 一 个 自 变量 的 函数 。 与 之 对 比 ， 
如 果 未 知 函 数 wk=-y(Kzl “sy wn) 依赖 干 % 个 自 变量 V1 } Vny 而 且 方 


程 包 售 偏 导数 -3 ，- 等 ，(25 j 一 1， 3 …， 区 ， 则 称 为 偏 微分 广 


Ox Or; 

程 。 出 现在 方程 中 最 高 阶 偏 导数 的 阶 决定 方程 的 阶 。 如 果 未 知 函 数 及 其 
偏 导 数 线性 地 而 不 是 以 乘积 出 现 , 则 此 微分 方程 称 为 线性 的 ,如果 一 个 线 
性 偏 微 分 方程 不 包含 和 未 知 阔 数 及 其 导数 无 关 的 自由 项 则 称 之 为 齐 火 
的 ， 否 则 称 为 非 齐 交 的。 对 线性 偏 微分 方程 ， 象 常 微分 方程 一 样 ， 选 加 
原理 成 立 ， 如 匆 与 是 解 , 则 每 一 线性 组 合 %= 一 CMC2w2a《 其 中 01 与 
0s 是 常数) 也 是 解 。 

一 阶 偏 微分 方程 一 阶 偏 微 分 方程 的 积分 常常 能 归结 为 一 个 常 微分 
方程 组 一 一 特征 方程 组 的 积分 。 对 于 微分 方程 F(xo, oo， 2 Do …*， 


mw) 一 0， 其 中 mw 友人 ， 畦 征 方程 组 有 如 下 形式 : 


3 jm Oh ys 
7 ; Ps Oz; be Ba w 一 之 Bp; by, 
其 中 x 与 ps 当 作 一 个 新 参数 # 的 函数 , 而 一 拔 表 示 关 于 ? 的 导数 。 
如 果 微 分 方程 不 明显 依赖 于 &%, 可 以 导致 形式 
Ou 


Th TH "np Diy *'*, bn) =0, 


其 中 办 一 5 加 一 宫 ， 而 变量 也 许 要 重新 编号 。 此 形式 的 方程 称 为 哈密 尔 


领 ~ 雅 可 比 微 分 方程 ; 其 中 国 数 互 称 为 哈密 尔 顿 函数 。 于 是 特征 方程 组 有 
do _ OH oH 


类 则 形式 -5 ~ 3 ，- 人 -= -5 。 某 种 力学 系统 的 质点 运动 用 此 方 


程 描述 。 此 时 ,mw 与 py 是 位 置 与 冲 量 的 广义 坐标 , 而 哈密 尔 顿 函数 互 等 
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于 总 能 量 ( 见 开 . 第 35 章 )。 

高 阶 偏 微分 方程 ”对 于 高 阶 偏 微分 方程 没有 相应 的 定型 的 积分 理 
论 。 尽管 不 能 导出 通 积分 ， 我 们 常常 能 够 借助 于 一 些 仅 依赖 于 一 部 分 变 
其 的 函数 的 和 或 积 的 形式 ， 给 出 适当 的 试验 函数 以 技 到 特 解 :这 被 称 为 
变量 分 离 法 。 于 是 所 给 的 微分 方程 归结 为 解 这 些 函 数 的 若干 简单 的 微分 
方程 。 

在 位 势 理论 中 研究 一 个 特殊 的 二 阶 线性 信 微 分 方程 的 性 质 。 

位 势 理论 

项 来 由 力学 问题 产生 的 位 势 理论 已 经 发 展 成 为 数学 的 一 个 独立 的 、 
广 阅 的 分 支 。 它 的 结果 应 用 于 很 多 物理 学 科 ， 特 别 是 在 处 理 力学 、 静电 
学 、 磁 学 、 电 动力 学 、 流 体 动力 学 和 热力 学 问题 中 。 位 势 理论 还 被 证 明 在 
常 微分 方程 、 偏 微分 方程 、 揽 分 析 、 保 角 变换 和 微分 几何 理论 的 发 展 中 是 
富有 成 效 的 。 

牛 倘 位 势 ” 最 简单 的 位 势 慨 念 是 牛顿 在 解释 物体 的 相互 作用 时 发 现 


的 。 
| 牛顿 的 引力 定律 | P=k.(mp)/r? | 


点 位 势 。 牛 顿 的 引力 定律 说 , 三维 空 间 中 两 个 物体 相互 作用 的 引力 ， 
与 它们 的 质量 成 正比 , 与 它们 间 的 距离 平方 成 反比 。 如 果 将 物体 理想 化 ， 
使 它们 的 质量 全 都 集中 在 一 点 质点 , 即 在 点 三 的 一 物体 有 质量 mw%, 另 
一 物体 在 点 8 有 质量 &， 则 可 以 得 到 上 述 的 公式 。 如 果 质 量 由 电荷 代替 ， 
这 就 变 成 库仑 (Coulomb) 定 律 ,这 里 7? 是 两 点 闻 的 距离 ,站 是 比例 常数 , 例 
如 引力 常数 。 为 简化 计算 , 下 面 将 假设 pm = 如 果 己 点 的 质量 受 @ 点 质 
量 所 豚 引 , 则 力 的 方向 从 卫 到 8。 如果 力 的 方向 与 箔 卡尔 坐标 系 的 轴 的 
严 角 为 au，B，?， 其 中 已 和 息 有 坐标 (z,， yg，2) 和 (&，%，<), 则 根据 解 
析 几 何 的 定理 《( 见 图 24-1), 7 一 V [2 一 ?TY 一 12D)? 了 (8 一 56)? C080 
一 2)/r, cos B=《n 一 Jr, Cosy 二 CL 一 8)/7， 所 以 力 玉 的 分 量 为 

R=Foosa=p (一 ZJ/r3 Y=FeosB=p: 0 — /Yr, 
Z=4 (C2 /rs 
然而 , 如 拉 格 朗 日 在 1773 年 所 发 现 的 , 这 三 个 分 量 是 一 通 数 U(X, y, 2) 
的 偏 导 数 ， 高 斯 在 1840 年 称 函 数 了 为 @ 点 的 质量 上 对 点 “多 人 的 
位 势 。 ，. 
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因为 如 果 隐 =/r 一 jp[x 一 和 ?十 (一 )? 十 《2 一 5) 号"V3, 把 8 署 作 定 
点 , 了 是 可 变 的 ， 则 如 关于 zz 的 导数 
是 


= (D8)? 


+ yn + Ca £3 
7 26) pn)/r 
一 下。 
.图 234 分 解 一 个 力 为 几 个 分 量 。 类 似 地 上 关于 y 与 # 的 偏 导数 是 


U=U(%, y, 2 =H/V (E+ Y -n+ eC) 


位 势 U 在 整个 三 维 空 间 除 @ 外 有 定义 ; 因为 当 了 =8, 分 母 为 0, 表 
式 n/r 对 ?=0 没 有 定义 。 

值 kw y, 2) 等 于 合 有 两 个 质点 的 系统 的 势能 。 

有 限 多 个 点 的 位 的。 如 叫 点 的 质量 受 有 限 多 个 带 有 质量 的 质点 
els = 二 2 …， 2) 所 吸引 ， 则 作用 在 已 点 的 合力 分 量 和 了 , 2 是 各 个 
分 力 的 分 量 了 ,了 ,，2, 的 和 |: 

T=per EE —F) /73, Y=per ~/r, Ze=pe CC— 8 /rs 


及 = 了 一，Z 一 于 2 
s=l sel sml 


| 位 势 ] U -总 Ws/?s ] 


类 似 地 , 位 势 可 是 各 个 分 位 势 之 和 , 只 要 也 不 与 8, 的 任何 一 点 重合 。 
连续 分 布 质 量 的 位 势 。 为 了 进一步 推广 , 自然 不 限于 一 个 质点 的 吸 
引 而 研究 一 个 连续 分 布 的 质量 对 此 质量 外 面 一 点 卫 的 引力 。 我 们 把 充 


满 一 个 区 域 7 的 质量 分 成 具有 质量 Gp 和 密度 p= 他 的 无 限 小 的 体质 
元 素 4r=Q&dn 比 。 在 QC&, nm) 点 的 体积 元 素 对 点 P(a 多 4) 作用 着 
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一 个 具有 分 量 4X, 4 了 , 42 的 引力 。 卫 中 整个 质量 的 引力 的 分 量 通过 无 
限 多 个 体积 元 素 的 总 和 ， 即 由 了 上 
的 积分 得 到 ( 见 图 24-2): 
aX=[L(é—7)/r Aa, 
a¥ =[C7—2) /ran, 


az =[C—2) /roan 1 ny 
和 ny 
z=|/[ccé -2)/r"ay, 人 LO 2 1 py wih > 
T 
z- 川 [yf/r ap, 图 34-3， 沾 顿 位 势 的 导出 


Z=[[rc-ayraan。 


当 我 们 能 通过 积分 号 下 求 仿 导数 表示 时 ， 这 些 分 量 也 是 位 势 Z 的 偏 
导数 。 


等 势 面 ”借助 等 势 面 可 给 位 势 一 个 几何 解释 。 三 维 空间 上 的 每 一 点 
PP 只 要 王 不 与 吸引 质点 址 在 吸引 连续 质量 上 的 质点 重合 ,其 位 势 即 可 确 
定 。 如 果 把 位 势 共有 同样 值 的 所 有 点 已 联结 起 来 ， 得 到 等 势 耐 UCz， 
yz) 一 G4。 当 4 变化 时 , 所 给 的 方程 表示 一 个 单 参 数 的 曲面 族 。 

在 点 位 势 7 =/r 的 情形 , 曲面 族 由 pw/r =a 表示 。 这 些 显然 是 以 @ 


四 。 寺 让 
图 34-3 .由 6 二 4/7 定义 的 等 势 画 .… 图 34-4 点 位 势 对 距离 7 的 依 束 性 
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为 中 心 的 同心 球面 , 当 a 递增 时 , 其 半径 递 威 。 图 24-3 与 图 24 表示 曲 
面 族 w/r=a 及 位 势 7 如 何 依赖 于 距 亢 r。 
关于 位 势 的 微分 方程 ”如 果 对 
r=[(2-€) + yD +t (0) 
关于 = 求 两 次 偏 导 数 , 我 们 得 到 


(7) = [+ yt (se6) 


及 /n= yD tC) 
—[C2—é)?+ yD + (6) 
一 3(z 一 的 915 一 1/ra。 
类 似 地 , 关于 g 与 “的 偏 导数 
Br YD/ re, 
Fr Hr) ab /rr 
如 果 这 三 个 偏 导数 相 加 , 右边 相 消 : 
D2 2 D3 
CD 十 M+ 3 一 0。 


函数 1/+ 满足 微分 方程 于 + 各 + 人 一 0, 这 个 方程 由 拉 交 


拉 斯 在 1782 年 首先 给 出 , 以 后 就 用 他 的 名 宇 命名 。 
这 个 线性 齐 次 的 二 阶 偏 微分 方程 被 缩写 为 4 一 0。 
因为 这 个 微分 方程 是 线性 齐 次 的 ， 各 果 乘 上 一 个 常数 仍然 成 立 。 因 
为 4 =0 所 以 ACp/7) = 一 0。 因 此 点 位 势 也 一 /7 是 拉 普 拉 斯 方程 的 


一 个 解 。 由 于 和 式 习 w/r 中 的 每 一 项 都 满足 方程 4(jofro) 一 0， 其 和 
也 满足 这 个 微分 方程 。 最 后 , 在 积分 号 下 求 导 可 得 
“0=|]/ 41/r)par=0, 


2 3 _ 
拉 普 拉 斯 算 子 tt 


所 以 至 今 所 考虑 的 这 三 个 位 势 都 是 拉 普 拉 斯 方程 的 解 。 这 就 给 位 势 
理论 以 新 的 ,有 趣 的 方法 ; 以 拉 普 拉 斯 方程 为 出 发 点 并 称 解 为 位 势 。 
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当 也 在 吸引 质量 内 部 的 情形 至 今 尚未 考察 过 。 这 时 将 导致 一 个 韭 齐 
次 的 微分 方程 各 = 一 4mp， 其 中 p 是 质量 密度 ; 它 为 普 阿 松 在 1813 年 所 
发 现 。 拉 普 拉 斯 算 子 还 出 现在 理论 物理 更 重要 的 偏 微分 方程 中 。 例如 : 
1, 林 尔 姆 霍 兹 本 三 和 du + ku =0; 


2 热传导 方 得 加 一 坝 … 妆 ， 它 也 应 用 于 扩散 问题 
3. 对 电磁 波 和 水 波 、 声 音 传 播 和 弦 的 振动 的 波动 方程 
1.0%., 
J O87 
4。 和 生生 生生 作风 和 
ha 司 +6 部 to 


一 般 势 函数 ”任何 关于 三 个 变量 都 二 次 连续 可 微 且 在 空间 的 某 区 域 
了 满足 方程 40 一 0 的 函数 也 (z，%， 2 称 为 在 此 区 域内 的 势 函数 或 调和 
函数 。 

位 势 理 论 是 位 势 方程 4U 二 0 的 解 的 理论 。 

我 们 宁愿 不 去 搜集 此 方程 的 所 有 解 ， 而 对 探求 所 有 势 函数 的 共同 性 
质 或 找 出 它们 所 满足 的 附加 条 件 更 有 兴 
趣 。 

势 函数 的 性 质 设 T 是 三 维 空间 中 
以 光滑 曲面 8 为 边界 的 一 个 开 集 ， 设 体积 
元 素 与 面积 元 素 分 别 用 dr 与 4o 表示 ( 见 
图 24-5)。 在 8 的 每 一 点 , 以 垂下 于 仿 的 
方向 , 为 外 法 线 方向 n。 现 在 如 了 是 在 
与 8 内 确定 的 某 个 二 次 连续 可 微 的 函数 ， 。 图 24-5 曲面 元 与 法 向 


- -有 表示 在 8 上 各 点 的 法 向 导数 , 则 由 高 斯 积分 定理 得 


| B=)jr 


如 果 六 是 势 函 数 U, 则 各 =0 在 T 内 处 外 成立, 所 以 


| 
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这 个 命题 描述 了 势 函数 的 特征 : 如 在 外 中 的 任 一 区 域 于 的 界面 8 
上 此 命题 成 立 , 则 为 势 画 数 。 根 据 勇 一 个 积分 定理 , 即 格林 (Green) 定 
理 , 对 在 下 和 4 中 确定 的 任何 两 个 二 次 连续 可 微 函 数 季 与 本 有 


由 和 -7 有 ) | WIP VAW) Ar, 


如 果 我 们 选 环 =I1/” 其 中 + 表 卫 到 定点 Po 的 距离 ， 则 4 本 =4(GHr) 一 
0, 卫 二 Po 处 除外 。 些 点 暂 先 在 积分 域 7 中 被 排除 , 因 多 在 此 有 奇 性 。 如 
我 们 希望 让 Po 在 了 中 , 必须 通过 极限 过 程 , 当 PoET, 导致 


| C/AVAr = — dnV (Po)o 


如 果 选 择 7 为 关于 下 的 势 苑 数 , 可 得 ， 


各 -9 


+r On 


对 一 般 势 函数 的 格林 公式 


从 


所 以 只 要 函数 也 及 其 法 向 导数 -5 Br 的 人 在 1 上 已 知 , 则 忌 在 了 的 每 一 


点 Po 完全 被 确定 。 
如 我 们 取 为 以 Po 为 中 心 , 吾 为 半径 的 球 C, 则 


2 ~ A 一 1/r2。 


0 
一 且 一 党 BU 0 我 们 租 二 
现在 在 0 上 一 卫 一 常数 ,并 考虑 到 | | 名 如 -0 我 们 得 到 
” 人 0 


| miseor vit | vero -ice Jo | 


在 球 心 的 函数 值 总 等 于 在 球面 上 各 点 处 函数 值 的 平均 值 。 所 以 势 函数 在 
了 的 内 点 不 能 达到 极 大 或 极 小 值 。 

边 值 问题 格林 公式 导出 如 下 问题 : 在 怎样 条 件 下 由 也 的 边界 8 上 
给 定 的 林 值 与 -55 值 能 够 决定 域 了 内 的 位 势 函 数 ? 这 类 问题 称 为 边 值 
问题 , 它们 出 现在 物理 学 的 许多 分 支 中 , 例如 在 静电 学 、 流体 动力 学 和 热 
传导 理论 中 。 
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现在 如 与 -2 在 8 上 不 能 同时 任意 选取 。 如 Z 的 边界 值 被 给 出 ， 
则 函数 唯一 确定 ; 具有 同样 边界 值 的 两 函数 的 差 CU 一 0D) 在 整个 边界 上 为 
零 ,所 以 据 高 斯 平均 值 性 质 , 在 内 部 也 为 零 。 

从 忌 的 给 定 边界 值 决定 内 部 的 势 函数 的 问题 称 为 势 函数 的 第 一 边 值 
问题 或 次 里 克 雪 问题 ,这 是 以 首先 做 此 工作 的 数学 家 的 名 字 命名 。 

第 二 边 值 问题 或 诺 依 爱 (Nenmann) 问 题 , 在 于 求 一 个 势 函数 在 所 有 


边界 点 有 给 定 的 法 向 导数 -55 。 自 然 , 边界 值 必须 指定 为 能 使 条 件 


OU 
有 人 
得 到 满足 。 

第 三 边 值 问题 ,在 于 求 位 势 方程 的 解 , 解 的 线性 组 合 -多 +0 在 边 


界 点 取 指定 的 值 , 其 中 万 为 正常 数 。 

位 势 方 程 的 简单 解 ” 三 维 空间 的 势 函 数 口 是 三 个 自 变量 的 函数 , 按 
笛 卡 尔 和 坐标 有 形式 UU=D (zx, y, #)， 按 柱 坐 标 为 0 一 V Cp, 2 纹 ， 按 球 坐 
标 为 0U=U (Cr, 9, 9)。 我 们 常 对 能 写成 三 个 单 变量 函数 乘积 的 解 可 感 兴 
趣 : UCz,y，2) 二 X(2)Y(Yy)Z(s) 或 UCp，9，2) 二 PCp)B(g)2(z) 或 
U(r, 9 9) 一 RC(r)@(9)6(g)。 在 这 个 情况 下 ， 从 偏 微 分 方程 D0 得 
出 三 个 常 微分 方程 , 通常 可 以 直接 求解 。 这 个 过 程 是 熟知 的 , 称 为 变量 分 
离 具 。 例 如 ,如 果 和 (z y, 2) 二 XZ(z) 了 (yy) 名 (8g), 则 方程 
-21201200 


NM- st rt a 


给 出 三 个 微分 方程 
3 3 
所 以 解 是 Unm(z,Y,，?) ==e*reYe™; 1 一 一 (用 十 入; bl，m%m 是 复数 。 
变换 。 三 维 空间 的 某 些 变 换 保 持 位 势 函数 不 变 的 性 质 。 这 些 变 换 
是 关于 球 的 反 演变 换 ,并 称 为 汤姆 生 《(Thomson) 变换 。 例 如 关于 单位 球 
jr| =1 作 有 反 演 变换 后 ，U《r, 9, 9) 变 为 《1/r), ULC1f7),9, pj， 它 仍 是 
势 函 数 。 牛 顿 位 势 吕 =1/r 给 出 常 位 势 U1, 反之 也 对 。 


平面 位 势 。 二 维 位 势 是 微分 方程 人 0 一 人 + 全 一 0 的 解 。 它 们 党 
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发 生 在 物理 问题 中 , 其 解 不 依赖 于 第 三 个 坐标 的 情形 ; 例如 , 一 个 在 g 轴 
方向 的 很 长 的 均匀 棒 的 引力 在 两 点 Pi(x, y, 21) 与 Pa(%, Y, 各) 是 相同 
的 , 只 要 党 和 标 1,，%3 与 长 2 比较 很 
小 。 对 于 近似 解 我 们 可 以 假设 0U 不 
依赖 于 #， 且 从 U=0(x, 奶 出 发 
《 见 图 24-6)。 
二 维 位 势 方程 的 解 与 复 分 析 紧 
密 联系 : 一 个 复 变 量 # 二 x 十 沁 的 河 
数 忌 =4 十 各 是 解析 的 充 要 条 件 是 
它 的 实 部 wx, y) 和 虚 部 vx, 引 ) 满 
足 柯 西 - 歼 受 微分 方程 
9 3 Du 
07 Wy’ Oy or?° 
Ow O2v Ow D2 0 | O22 
TW BB 
对 这 同样 成 立 。 
任何 航 析 未 数 的 实 部 和 虚 部 是 势 函 数 。 它 们 被 称 为 共 簿 的 。 
【 例 】 从 允 = 了 az 一 下 (reie) 一世 二 ip， 得 到 平面 内 的 两 个 共 柏 位 
势 。 它 们 是 WwW， 9) 一 ny 及 9) 一 p， 或 按 笛 卡尔 坐标 
U(z, Y) =lnV oy, Vr, Y) =arctan(y /2)o 
位 势 也 一 Imny， 对 数位 势 在 平面 中 所 起 的 作用 象 牛 顿 位 势 Z=1/r 在 


空间 中 所 起 的 作用 一 样 。 这 是 一 个 吸引 点 的 力 场 的 位 势 ,只 要 引力 和 十 
成 正比 , 而 不 是 与 -当成 正比 。 
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无 边界 条 件 的 变 分 问题 ， 具有 附加 条 件 的 变 分 问题 …657 
欧 术 微分 方程 …………… 654 理论 物理 学 的 极 小 原理 .……: 658 

极 值 存 在 的 必要 与 充分 直接 方法 ,oooooeeseesoeesseeos， 659 
条 件 站 pe 657 


变 分 学 方法 应 用 于 解决 几何 学 、 理论 物理 与 工艺 学 的 很 多 问题 。 导 
致 变 分 学 课题 的 那些 问题 很 早 就 已 出 现 ， 例 如 在 一 切 具 有 相等 周 长 的 平 
面 区 域 中 找 出 哪 一 个 的 面积 最 大 。 申 诺 道 洛 斯 (Zenodoros, 大 约 公元 前 
180 年 ) 早 就 提出 了 等 周 问题 。 在 托 尔 斯 泰 的 小 说 故事 中 , 埃 尔 特 对 农民 
派克 和 雹 姆 说 ; “你 在 一 天 中 走 一 图 所 能 围 起 来 的 那些 土地 是 你 的 这 时 派 
克 霍 姆 面临 着 同样 的 问题 :“ 你 想 要 多 少 土地 ?” 

等 周 问 题 ， 在 一 切 具 有 相等 局 界 (等 周 图 形 ) 的 平面 图 形 中 , 圆 有 最 
大 面积 ( 见 图 25-1); 在 空间 所 有 具有 相等 表面 积 的 物体 中 球 有 最 大 体积 。 


图 25-1 在 具有 相等 局长 的 图 形 中 ， 图 25-2 牛顿 问题 : 由 等 长 曲线 产 
圆 具 有 最 大 的 面积 生 的 局 样 的 有 效 戴 口 的 回转 体  . 


在 一 个 困难 问题 上 牛顿 的 困惑 ” 随 着 自然 科学 和 数学 知识 的 增长 ， 
17 世纪 的 数学 家 和 物理 学 家 面临 着 互相 联系 而 又 深奥 的 问题 。 牛顿 在 他 
的 主要 著作 < 自然 哲学 的 数学 原理 >( 通 常 称 作 “ 原 理 ”)(1687 年 ) 中 , 计算 
了 诸如 柱 体 或 球 等 物体 在 有 阻力 的 介质 中 下 落 时 的 阻力 。 他 试图 寻找 下 
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落 时 (具有 相同 的 轴 向 速度 ) 有 最 小 阻力 的 回转 体 。 在 其 他 条 件 不 变 的 情 
况 下 , 对 于 同样 长 度 和 同样 的 有 效 截 口 , 需要 找 出 通过 轴线 的 截 口 的 边界 
曲线 的 形状 。 虽 然 可 以 肯定 类 似 于 回转 双 曲 面 的 物体 (a) 不 如 由 半球 和 
圆锥 联 成 的 物体 (b) 更 适合 要 求 , 但 牛顿 和 他 同时 代 的 人 , 还 不 能 给 出 象 
流线型 物体 Ce) 那样 的 解 ( 见 图 25-2) 。 

捷 线 问 题 更 富 成 果 更 著名 的 是 由 伯 努 利 在 1696 年 所 公开 提出 的 
捷 线 问题 ， 如 果 已 给 两 点 Pi, Ps 位 于 不 同 高 度 , 但 不 是 一 个 正好 在 另 一 
个 上 方 , 欲 在 连结 这 两 点 的 所 有 可 能 的 曲线 中 找 出 一 条 曲线 , 使 一 个 质点 
沿 着 它 在 重力 影响 下 从 瑟 : 向 Pa 请 动 (不 计 摩 掠 ) 时 , 所 用 时 间 最 短 。 当 时 
全 欧洲 的 主要 数学 家 : 牛顿 、 莱 布 尼 茨 、 雅 可 比 、 伯 努 利 、 洛 必 达 、 赫 特 
《Hudde) 法 蒂 瀑 (《Eatio) 等 人 都 从 事 这 个 问题 的 研究 。 从 那 时 起 , 变 分 
学 便 发 展 为 一 个 特定 的 数学 学 科 。 

适当 选择 坐标 系 , 画 出 车 于 联结 点 P1、 2 的 曲线 y 一 J《w) 作为 可 能 
的 下 落 曲 线 ( 见 图 25-3)。 因为 距离 s, 时 间 上 和 在 这 条 曲线 上 每 一 点 的 


g 瞬时 速度 2 由 关系 式 。= 凶 联 


ug \、、 系 着 ， 又 因为 在 重力 加 速度 了 作 
Ra 用 下 , 速度 "一 V 29%， 最 后 因为 
\ 弧 的 元 素 必 是 y 和 % 的 熟知 遂 
N19 的 一 二 =p,y, wm) 数 几 =VI+%5 dz 所 以 我 们 得 


一 


Pi(0 21) (0, 2) 


yD trent 到 运动 所 需要 的 时 间 了 是 积分 限 
图 35-3 毛线 问题 从 1 到 zo 的 定 积分 ; 由 
d=[1/ Va = [1/ VIIV Ty ds 
即 得 T=[MVW VV UTD dz 


对 于 所 要 求 的 函数 Yo 一 Yor) 这 一 积分 应 当 有 最 小 值 , 即 对 所 有 不 同 
于 如 的 yz), 积 分 值 都 较 大 。 根据 下 面 所 述 的 方法 ( 欧 拉 微分 方程 的 解 ) 
我 们 得 到 择 线 是 这 个 问题 的 解 (具有 参数 a 和 两 个 常数 Ci 和 02) 的 解 。 
0o 一 (OA2(a 一 Snay 二 0Oa =(01/2) CE 一 cosa)。 
无 边界 条 件 的 变 分 问题 , 欧 拉 微分 方程 
捷 线 研究 归结 为 求 肖 数 y(z), 使 由 它 导出 的 函数 f(z, y, Y) 的 积分 
有 最 小 值 或 最 大 值 。 函 数 jz, y, y') 由 几何 的 、 技 术 的 或 物理 的 状况 加 


泡 边 办 条 件 的 变 分 问题 , 欧 拉 微 分 方程 。 655 
以 决定 , 称 之 为 基本 函数 。 在 捷 线 问题 中 f(z, y, y) 一 V (LTYDIJy 是 
基本 函数 。 用 一 个 感叹 号 标志 求 极 值 , 条 件 应 成 为 
7 一 夏 j(w yy dz 一 极 值 
基本 函数 依赖 于 自 变 量 >， 依 赖 于 欲求 的 函数 y(z) 及 其 导数 YCz)。 所 
欲求 的 yo(z) 称 为 一 个 极 值 元 。 

变 分 学 的 基本 问题 是 投 大 或 极 小 值 问题 ， 但 是 比 签 分 学 中 的 问题 更 
国难 。 它 爱 求 找到 一 个 函数 ,使 得 菜 个 积分 取 最 大 或 最 小 值 。 

伯 努 利 兄 弟 、 和 牛顿 等 人 是 借助 于 特殊 的 技巧 解决 捷 线 问题 的 ， 而 欧 
拉 、 拉 格 朗 日 、 韦 尔 斯 特 拉 斯 、 奥 斯 特 洛 格拉 特 斯 基 、 卡 拉 泰 湿 多 利 
(Carathéodory) 等 人 ， 则 在 十 九 世 纪 和 二 十 世纪 中 发 展 出 一 种 总 可 以 求 
得 一 个 解 的 普遍 方法 。 

欧 拉 成 功 地 化 变 分 问题 为 微分 方程 问题 。 他 首先 假设 所 有 人 允许 函数 
9%(z) 在 点 Pi 与 Pa 和 极 值 元 g(z) 相同 。 他 把 y《z) 看 作 极 值 元 名 (2 
与 变 分 函数 em(2) 的 一 个 组 合 。 于 是 y(X) yo(7) 十 65(z) 在 自由 参数 
8 一 0 时 成 为 极 值 元 。 同时 , ”Cx) 在 Pi 与 Py 必须 为 零 ， 即 对 值 x1 与 %2 
必须 为 零 ， 从 而 必 成 立 边界 条 件 C81) 二 n(xa) 一 0。 对 y=y《z), 积分 J 
是 s 的 函数 , 其 中 

J(e) -zz, Yot En, + En dzo 


函数 了 (e) 在 8 一 0 有 一 个 极 值 , 因而 由 微分 学 法 则 , 它 的 导数 在 8 一 0 时 
必须 为 零 。 因 为 积分 限 是 圈定 的 , 我 们 可 以 在 积分 号 下 求 微分 


J'(e)= [Mes yot en Yt en Ff yy, Yot em, Yo+ en Jdro 
对 在 1 与 血 间 连续 可 微 且 在 m, zo 为 零 的 每 一 函数 mz) 有 
T= Ly, oo y+ Fy, go yey Id 0 
分 部 积分 第 一 项 ,我们 得 : 
[nf art [fn -0 
由 于 边界 条 件 , 后 项 为 零 。 但 关系 式 
Ee dt 
仅 当 方 括号 中 表达 式 恒 为 等 时 对 所 有 函数 Cz) 才 成 立 , 即 
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访 一 全 一 0 或 村 = =06 
如 对 于 z 求全 微分 , 我 们 得 到 变 分 学 中 著名 的 欧 拉 微 分 方程 。 


欧 拉 微分 方程 Fryy" + fwy tfey— fy—0 | 


这 代表 一 个 二 阶 的 常 微分 方程 。 

一 企 绘 定 的 积分 对 一 个 函数 取 极 值 的 必要 条 件 可 以 用 这 个 函数 的 代 
分 方程 代替 。 

一 次 变 分 根据 拉 格 朗 日 在 955 年 所 引进 的 记号 , 称 变 分 函数 为 函 
数 Yy(z) 的 变 分 5y: 

Oy=en(z); Y=yot Oyo 

因为 对 极 值 元 , 积分 了 有 极 值 ,， 差 条 ==J CY) 一 J Cyo) 对 积分 的 极 大 信 就 
决 不 能 是 正 的 ,对 极 小 值 则 决 不 能 是 负 的 。 对 任意 小 的 8 值 , 积分 值 的 变 
分 可 以 表示 为 函数 J(e) 当 8=0 时 的 微分 。 乘积 J"(0)s 称 为 v 的 一 次 
变 分 ,用 67 表示 : 


27 =7C0)e=[fyrd0g+ (是 吉 Jyar。 


于 是 ， 在 欧 拉 微分 方程 的 推导 中 找到 的 使 积分 极 值 存在 的 必要 条 件 就 可 
以 表示 为 一 次 变 分 为 零 ，6J 0。 
推广 ”基本 函数 了 (z, y, 29)， 因 而 积分 V， 可 以 依赖 于 几 个 (有 限 多 
个 ) 函 数 办 (z)，ya(z)， …， yn(7) 及 其 导数 , 而 不 仅 依 赖 于 一 个 函数 yz)。 
于 是 代替 一 个 欧 拉 微分 方程 的 是 % 个 微分 方程 的 方程 组 。 另 一 方面 , 与 
函数 y(z) 一 起 , 在 基本 函数 中 能 出 现 y(z) 的 更 高 阶 导 数 即 除 Y(z) 外 也 
有 (7), …，Ym(2)。 因而 了 欧 拉 微分 方程 是 2% 阶 的 。 最 后 , 我 们 能 够 
探求 空间 曲面 的 极 值 性 质 。 例如 , 张 在 一 个 闭 的 非 平 面 的 金属 环 上 的 肥 
皂 膜 ， 由 于 表面 张力 ， 它 的 形状 总 是 尽 可 能 取 最 小 的 曲面 积 。 这 种 具有 
极 小 面积 的 曲面 称 为 极 小 曲面 。 于 是 积分 是 一 个 重 积分 ，z 与 4 是 基 
本 函数 的 自 变 量 , 确定 面积 的 函数 z= 二 2(x, 奶 要 满足 ， 
中 了 f(z, Y， 2 Bo， 8y)dx dy 二 极 值 ! 


作为 存在 极 值 的 一 个 条 件 , 我 们 得 到 喘 斯 特 洛 格 拉 特 斯 基 微 分 方程 , 这 是 
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一 般 的 等 周 问 题 中 在 要 求 ”了 Cz, y, %)dz 一 极 值 ! 的 同时 , 还 有 机 
分 形式 的 附加 条 件 , 它 要 求 关 于 y 与 刀 的 函数 g(z， y, y 的 积分 有 预定 
的 值 a: 三 re ydz=aos 

这 个 一 般 等 周 问题 可 以 用 拉 格 朗 日 发 展 起 来 的 未 定 因子 法 归结 为 无 
附加 条 件 的 变 分 问题 。 由 给 定 的 函数 .Am y, Y') 与 gC《x, y, Y), 我 们 组 
成 一 个 带 有 常数 因子 入 的 广义 的 基本 函数 

hw, Y, 2 一 六 (oz， 2 Y) tAgl, 2 y), 

并 对 此 函数 解 欧 拉 微 分 方程 . 


a 
-A 


在 指定 弧 长 7 的 例子 中 ， 我 们 令 Na yy) y+ XVIT95， 通 过 对 区 
拉 微 分 方程 求 积分 得 (z 一 龟 ?+ @ 一 力 ? 一 1 于 是 ， 极 值 元 实际 上 是 以 
| 为 半径 的 园 弧 。 

方程 形式 的 附加 条 件 在 等 周 问 题 中 , 尽管 形式 很 复杂 , 但 基本 上 只 
有 一 个 指定 的 数 ,例如 长 度 。 然 而 ， 一 个 由 方程 形式 给 出 的 附加 条 件 ， 尽 
管 外 表 可 能 较 人 简单 ,但 还 会 给 要 求 的 极 值 留 下 了 许多 任意 性 ,例如 在 一 个 
曲面 上 的 任意 路 径 就 是 。 可 是 仅 在 球面 上 从 一 点 到 达 另 一 点 的 路 线 是 何 
等 多 呵 ! 

曲面 上 的 测 地 线 是 连结 该 曲面 上 两 点 的 最 短 曲 线 。 如 果 考虑 曲面 上 
点 的 坐标 z(b，9GD)，x(9) 依赖 于 参数 放 凶 到 六 溉 一 6) 则 
弛 长 ， 即 积分 用 V+ 更 也 必 必须 极 小 。 热 而 ,同时 必须 保证 曲线 确 


实在 曲面 上 , 即 坐 标 z, y, s 必须 满足 作为 附加 条 件 的 曲面 的 方程 
gl7, y, 4) =g9[2(t), yt), s(t)] 一 0。 
理论 物理 学 的 极 小 原理 

数学 家 与 物理 学 家 很 早 就 注意 到 光线 从 空间 一 点 到 另 一 点 传播 所 经 
过 的 路 径 比 别 的 路 径 所 需要 的 时 间 短 ( 见 开 . 第 6 章 第 4 节 一 一 函数 的 
极 值 )。 如 果 我 们 把 这 个 党 尔 马 原理 作为 几何 光学 的 基础 , 那么 折射 与 反 
射 法 则 就 能 由 此 推导 出 来 。 

这 种 极 小 原理 在 18 世纪 被 解释 为 目的 论 ; 实际 上 ， 葛 由 台 斯 
《Maupertuis) 甚 至 企图 从 他 的 最 小 行动 原理 出 发 构造 出 上 帝 存在 性 的 证 


.=0。 
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明 ! 伏 尔 窗 在 他 的 讽刺 小 说 < 阿 卡 基 阿 博士 "中 ， 暴 露出 莫 由 人 台 斯 是 欧洲 
的 笑柄 , 因而 也 摧毁 了 目的 论 的 思想 。 于 是 导致 光 的 路 径 也 有 可 能 需 极 大 
时 间 , 而 且 -一 更 重要 的 是 一 -力学 的 变 分 原理 能 够 归结 为 微分 方程 , 这 
样 无 论 听 起 来 或 看 来 都 不 是 目的 论 了 。 这 个 由 拉 格 朗 日 .高 斯 哈密 尔 顿 
和 雅 可 比 等 人 推出 的 结果 , 现在 用 数学 物理 的 现代 术语 作 简要 说 明 。 

例如 ， 在 地 球 的 重力 场 中 一 个 点 质量 的 运动 或 带电 质点 在 电磁 场 中 
的 运动 , 不仅 由 它 的 依赖 外 力 的 瞬时 速度 所 决定 , 而 且 也 取决 于 位 势 。 因 
而 它 不 仅 依赖 于 动能 T， 而 且 也 依赖 于 势能 恕 。 按 照 拉 格 朗 日 的 方法 ， 
我 们 考虑 拉 阁 良 日 函数 荆 =T 一 U， 它 是 时 间 和 空间 坐标 2，Y，4 及 其 
导数 纪 z 的 函数 。 如 果 我 们 考虑 的 不 是 一 个 点 质量 ， 而 是 W 个 点 质 
量 , 则 工 是 时 间 纠 3X 个 坐标 和 3N 个 速度 分 量 的 函数 。 对 各 种 物理 问 
题 ， 引 进 广义 坐标 gt) 有 = 了 为 …。，3N 使 得 工 一 TCD gq, 9x), 一 1, 2， 
…，3N 是 这 些 举 标的 一 个 函数 。 点 质量 的 运动 由 第 二 类 拉 糙 朗 日 运动 
方程 

oL a orL < 
于 -二 天 -0 k=1, 2, …， BN 

得 出 。 这 些 方程 可 以 由 哈密 尔 顿 原理 导出 。 在 一 切 假想 的 情况 下 ,系统 
都 能 够 在 刀 一 女 的 时 间 间 隔 里 从 去 时 刻 所 处 的 状态 工 转移 到 已 知 的 状态 
2。 而 在 这 些 可 以 想象 到 的 情况 中 ,实际 发 生 的 运动 是 使 得 积分 


ta >» 
了 一 f L(t, gr, Gyo 


达到 最 小 那 种 情况 。 经 典 力学 中 这 一 最 重要 的 积分 原理 归结 为 变 分 问题 ， 
属于 这 一 变 分 问题 的 职 拉 方程 是 第 二 类 拉客 朗 日 运动 方程 。 
直接 方法 

上 六 的 变 分 学 方法 虽然 是 相当 洒 亮 的 ， 但 是 在 实 蒜 应 用 方面 存在 很 
大 因 难 。 特别 是 对 于 很 多 问题 , 欧 拉 微分 方程 的 精确 解 很 难 或 完全 不 可 
能 求 得 。 由 于 这 个 理由 , 近似 方法 发 展 起 来 了 , 由 于 这 些 方法 避 开 欧 拉 微 
分 方程 ,所 以 称 之 为 变 分 学 的 直接 方法 。 

效 交 (Bitz) 方法 (1909 年 ) 为 使 了 = Ka 2 Yd 一 枚 值 ! 我 
们 对 所 众 求 的 函数 Kz) 取 近 似 人 

Y=C191C2) 十 … 十 cngn(2)， 
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其 中 gps(w) 必须 满足 边界 条 件 。 问 题 在 于 决定 常数 系数 ci。 我 们 把 2 代 
入 万 得 J(ew *… x) 一 极 值 ! 由 极 什 的 必要 条 件 -一 0, jl … 
w 给 出 。 

【 例 】 若 有 Cy? 一 y"-22y)aw 一 极 值 ! ， 其 中 的 解 满足 边界 条 件 


y(0) 一 y(1) =0, 例如 我 们 可 取 91(72) 一 zl 一 z)，ga(z) 二 (1 一 2)。 于 
是 ,我 们 得 到 近似 解 y=73/ 竺 十 8z3/369 一 71z/369。 作 为 检验 ， 在 此 例 
中 我 们 从 欧 拉 方程 得 到 解 ysinz/sm 1 一 z。 精 确 解 与 近似 解 之 差 的 数 
量 级 仅 为 10 一。 
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一 个 决定 未 知 函数 的 方程 ， 如 果 所 欲求 的 函数 出 现在 一 个 积分 的 被 
积 函 数 之 中 , 则 称 此 方程 为 积分 方程 。 一 个 很 简单 的 例子 是 方程 : 


© [va =f(s)—f(a), a<s<bo 
函数 f(s) 是 已 知 的 , 欲求 函数 yCt)。 显 然 解 是 y(t) ~ 过 近 -。 


26-1 被 拉 的 弦 


积分 方程 常 发 生 在 物理 或 技术 问题 的 数学 处 理 中 ， 关 于 弹性 弯曲 与 
(桥梁 建筑 的 ) 振 动 及 关于 热传导 过 程 的 问题 都 属于 这 个 范畴 。 作 为 一 个 
例子 , 考虑 一 个 具有 长 度 1 由 区 间 0<s<1 所 描述 的 拉 紧 的 骇 。 在 坐标 ; 
的 点 上 ,给予 具有 力 工 的 荷载 。 设 弯曲 的 弦 用 函数 ZCs, t) 表示 ; 在 图 26- 
吉 中 (虚线 ) 给 出 了 弯曲 曲线 ， 例 如 , 当 1 号 时 Ms) 一 BCs， 2/3)。 如 果 
力 的 大 小 是 y， 则 挠 度 是 Rs) 一 妃 (s, i)y( 实 线 )。 如 果 两 个 力 妇 与 妇 作 
用 在 点 要 与 i 则 总 的 撞 度 h(s) = 思 (s, 二 ) 妇 十 召 (s，t2o)ym 在 图 26-36 … 一 
中 表示 由 各 个 撞 度 至 (s， 子 小 0.9( 点 线 ) 和 (s，2/3).0.6( 庶 线 ) 合 成 而 
得 。 类 似 地 由 在 石 , 妈 ,…, 如 具有 力 gay y2,，…, 加 的 荷载 导致 挠 度 

. hs)=BCs, 1)y1+t*…+B(s, tn)yn 
( 见 图 26-1c)。 特 别 应 用 在 3 一 太 的 第 个 点 上 , 撞 度 的 值 为 
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(2) hh) = (te, ti oy 
或 =D Eb, ty Chl, 2 1) 
对 于 作用 在 整个 纺 上 连续 分 布 的 力 ,我 们 类 似 地 得 到 
Ca) hCG) ~ | BG, Vyas 


函数 VC) 是 力 密度 或 单位 长 度 的 力 ， 因 而 YW$ 是 一 个 作用 在 长 度 4t 的 
元 素 上 的 微分 力 ; 相应 地 C2) 中 的 求 和 号 变 为 (3) 中 的 积分 。 弯曲 的 弦 组 
成 一 个 光滑 曲线 hh(s)《 见 图 26-14)。 

相反 , 如 果 弯 曲 的 驼 的 形式 即 函 数 &s) 已 知 , 而 欲求 弦 的 荷载 Yt)， 
那么 关系 式 (3) 变 成 y( 引 的 第 一 类 线性 积分 方程 。 两 个 变量 的 函数 B(s， 
刀 称 为 积分 方程 的 核 。 为 解 此 积分 方程 我 们 可 按 相反 方向 进行 ; 方程 (3) 
用 方程 (2) 遥 近 , 即 积分 用 具有 所 希望 精度 的 有 限 和 来 还 近 , 其 中 力 密 度 
4 用 充分 多 的 单个 力 久 代替 。 然而 在 (2) 中 内 只 是 具有 个 未 知 量 
的 2% 个 方程 的 线性 方程 组 的 解 。 

事实 上 ， 线 性 积分 方程 理论 与 线性 方程 组 有 很 多 共同 点 ; 我 们 可 以 
把 积分 方程 看 做 具有 无 限 多 个 未 知 量 的 线性 方程 组 。 当 弗 来 德 堆 姆 
(redholmy 发 展 最 初 的 一 般 理 论 (大 约 在 1900 年 ) 时 就 是 这 样 看 待 的 。 
然而 , 他 还 考 感 稍 有 不 同 的 类 型 , 即 所 谓 第 二 类 线性 积分 方程 或 称 费 未 德 
霍 姆 积分 方程 。 它们 会 经 常 地 , 但 大 多 数 是 非 直 接地 作为 微分 方程 重 写 
的 结果 而 出 现 。 例如 ， 弦 的 强迫 调 和 振动 可 描述 为 二 阶 微分 方程 的 边 值 
问题 
(4) 多 十 Mg 一 fs)》 yO0) =y() =0 
需要 求 出 驴 在 特定 的 振动 位 相 时 在 点 s 处 的 位 移 y=YyCs)， 常 数 入 由 拔 
动 频率 决定 , 函数 了 (3) 由 相同 频率 和 相同 相位 的 外 力 决定 。 为 了 重 排 微 
分 方程 ,在 y(s) 的 泰勒 展开 式 


g(9) =yCO) 二 oO) 二 | Gy Ca 


中 ,根据 (4), 用 f(t) 一 xy(t) 去 蔡 代 多。 对 特殊 情形 *--? 记 下 这 ~- 展 开 
式 , 并 用 边界 条 件 y(0) =y(?) =0, y《0) 可 消去 , 于 是 得 到 方程 


(8) yCs) -人 Ke Dy CE aths), 
这 是 关于 ys) 的 第 二 闫 线性 积分 方程 。 核 大 类 似 前 述 的 影响 画 教 至 (ay 
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起; h(s) 由 f(s) 算得 , 特别 当 外 力 为 0 时 它 便 等 于 0(f = 0; 自由 振动 )。 
另外 的 边界 条 件 不 再 出 现 。 

第 二 类 积分 方程 研究 得 特别 透彻 尤其 是 在 斯 米 特 (Schmidt) 的 著作 
中 。 现 在 讨论 这 种 类 型 方程 的 某 些 重 要 性 质 。 

弗 来 德 墨 姆 二 者 择 一 律 。 一 个 第 二 类 的 线性 积分 方程, 或 者 对 每 一 
给 定 的 右 站 秋 数 po) 有 唯一 现 定 的 匈 4(5)。 或 者 只 对 某 点 太 冲 生 数 有 
解 ,但 这 时 总 有 无 限 多 个 解 。 


和 这 两 种 情况 相对 应 ， 从 (5) 得 来 的 齐 次 方程 
(6) y(s) —A [ ps, tT A =0 


或 者 有 唯一 的 平凡 解 Y=0， 或 者 存在 非 平凡 的 所 谓 零 解 。 第 一 种 情形 
y 三 0, 其 物理 意义 是 , 对 于 % 所 决定 的 频率 , 不 可 能 存在 自由 排 动 (也 叫 
固有 拔 动 )。 因 此 ,不 论 外 力 如 何 分 布 ,总 存在 一 种 完全 确定 的 振动 形式 。 
在 第 二 种 情形 , 它 具 有 零 解 ， 从 另 一 方面 看 则 存在 固有 振动 。 因 此 对 于 给 
定 的 外 力 分 布 zs) 可 能 存在 弦 的 振动 y(s), 而 且 任意 的 固有 振动 Y(s) 可 
以 和 它 迁 加 : y(s) 十 y(s) 也 是 问题 的 解 。 然 而 , 它 也 可 以 根本 没有 解 。 这 
种 情况 在 物理 学 中 是 会 出 现 的 ， 当 施加 的 力 恰 好 能 造成 国有 振动 (共振 》 
时 ,将 推出 弦 的 位 移 变 成 无 限 大 。 

特征 值 ”一般 地 , 使 (6) 有 非 平凡 解 的 那些 参数 相对 地 说 是 比较 少 
的 。 它 们 称 为 特征 值 , 相应 的 零 解 称 为 特征 函数 。 例 如 , 弦 振 动 的 特征 值 是 
数 加 一 续 -2(n 一 1， 2，,…), 而 相应 的 特征 函数 是 加 一 Sin(sV 各 )。 特 
征 值 和 特征 函数 在 积分 方程 的 理论 和 实践 中 都 起 着 重要 作用 。 例 如, 将 
已 知 函 数 按 特征 函数 展 成 级 数 是 解 微分 方程 和 积分 方程 的 重要 手段 ， 熟 
知 的 傅立叶 级 数 属于 这 一 范畴 。 

预 解 式 ”车 (5) 有 唯一 解 , 则 解 y(s) 可 借助 解 核 或 预 解 式 工 (s, 四 表 
示 为 
(7) h(s) 4% [re h(a =y (8), 
对 充分 小 的 入 值 , 预 解 式 可 用 选 代 过 程 加 以 计算 。 为 此 , 我 们 将 (5) 的 积 
分 号 下 的 y(t) 替换 为 值 

hh +A | EKG, yar, 
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这 个 值 由 (5) 本 身 给 出 ; 这 就 导致 一 个 方程 , 形 如 
y() 一 7 人 "Ealsy YC) Ar 一 NS) 二 和 Ets, ACD 
在 此 , 积分 号 下 的 yy 再 次 用 上 面 给 出 的 表示 式 加 以 替代 , 如 此 反复 , 最 后 
与 (7) 相 比较 ,得 到 展开 式 
Tls, t)=K(s, ?+ARols, b) + NES, D+ 

这 就 是 所 谓 纽曼 (Neumann) 级 数 。 迄 代 核 天，，K3, … 可 从 重复 积分 
而 得 出 。 

其 他 类 型 的 方程 ” 除 方 程 (3) 和 (5) 外 , 还 有 第 三 类 的 线性 积分 方程 
G@) gG)g(9 -4 {KCs, Dy d=h(s), 
其 中 hls) 和 9g(s) 是 已 知 函 数 。 第 一 类 和 第 二 类 积分 方程 是 它 的 特殊 情 
况 , 当 9g(s) 是 常数 时 即 可 从 9) 得 出 。 

进一步 还 可 以 扩展 到 非 线 性 积分 方程 。 它 还 没有 一 般 的 理论 。 在 这 
种 方程 中 , 欲求 的 芒 数 y 在 积分 号 下 不 是 以 单 因子 出 现 , 而 是 取 更 一 般 的 
形式 ,通常 很 复杂 , 例如 


人 ) 一 | 有 [xD] 环 = 后 
是 非 线性 积分 方程 


第 27 章 泛 函 分 析 
抽象 空间 pp.665 泛 也 分 析 方法 在 近似 理 
算 子 eve 670 论 中 的 应 用 ee 067 和 


泛 函 分 析 在 近 四 十 年 内 取得 了 重大 的 发 展 。 它 的 出 发 点 在 于 认识 到 
从 算术 的 基本 运算 到 微分 和 积分 的 范围 广泛 的 各 种 数学 运算 之 间 有 着 许 
多 明显 的 共同 特征 ， 以 及 参与 这 些 运算 的 数学 对 象 在 同 运算 的 关系 方面 
显示 出 相同 的 或 类 似 的 性 质 ， 尽 管 这 些 对 象 从 属于 数学 中 极为 不 同 的 领 
域 。 象 角 的 加 法 、 数 的 加 法 、 向 量 的 加 法 等 都 满足 同样 的 加 法 法 则 。 从 这 
个 意义 上 来 说 , 泛 函 分 析 一 开始 就 横 跨 分 析 的 若干 分 支 , 例如 积分 方程 理 
论 、 变 分 法 和 线性 代数 , 形成 了 一 门 综合 学 科 。 . 

由 于 对 这 些 深刻 的 共同 性 质 的 探索 和 认识 ， 凡 及 为 了 谋求 同 特定 的 
数学 对 象 无 关 而 仅 由 抽象 关系 决定 的 最 一 般 的 叙述 ， 结 果 产 生 了 许多 新 
的 概念 , 它们 形成 了 泛 函 分 析 的 基础 , 并 且 经 常 应 用 于 现代 数学 之 中 。 

抽象 空间 

与 日 常用 语 不 同 , 泛 函 分 析 中 空间 这 个 概念 同 几何 , 甚至 同 我 们 所 处 
的 空间 没有 直接 的 关联 。 但 是 由 于 同 几何 , 尤其 同 解析 几何 与 线性 代数 
有 某 些 相 象 之 处 , 空间 这 个 名 洞 还 是 被 引用 作为 泛 函 分 析 中 的 一 个 慨 念 。 
类 似 地 , 还 有 其 他 一 些 概念 , 例如 距离 或 长 度 , 原 是 取 自 解析 几何 的 语汇 ， 
但 用 在 泛 函 分 析 中 以 后 就 失去 了 它们 原 有 的 几何 意义 。 

抽象 空间 的 概念 “在 泛 函 分 析 中 ， 如 果 在 一 个 集合 里 定义 了 一 个 极 
限 过 程 , 即 所 谓 空间 的 元 素 序列 pt wo Za … 驳 向 于 极限 Z=lim zw” 的 
说 法 有 明确 的 含义 , 则 称 这 个 集合 为 拍 象 宝 间 。 

【 例 且 上 维 欧 几 里 得 空间 Bx 的 元 素 是 由 有 序 的 x 个 实数 组 成 的 
向 量 rz= (6 6 … 后 ) 。 如 果 对 于 每 个 i=1) 2，…, 及 当 -> oo 时 ， 
数列 长 外} 趋向 于 相应 的 饭 ， 则 称 元 素 列 z= (69 多 ,1= 
2,，…, 趋向 于 元 素 4 一 ($1 62，…, 4) 。 当 =3 时 ， 了 就 由 三 个 实 
数 的 向 量 4 二 《$1 名 $s) 全 体 所 组 成 。 在 立体 几何 中 ， 可 以 把 看 作 一 
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个 点 ,5 6 名 是 它 的 坐标 。 

[ 例 2] 自 变量 为 如 次 数 不 起 过 和 的 多 项 式 空间 的 元 素 为 一 z(b 
一 ao 十 odt 十 x 江 十 十 antm 其 中 系数 q， ol …，cm 表示 复数 。 在 这 些 
多 项 式 的 集合 中 定义 一 种 极限 过 程 后 就 成 一 空间 。 根 据 泰 勒 公式 : 


s(t0) + (0) G0) + Ct 
+ i)", 


即 次 数 为 % 的 多 项 式 2C) 由 它 及 其 前 % 次 导数 在 i 一 to 的 值 唯一 确定 。 
因此 极限 概念 可 以 这 样 定义 ， 多 项 式 序 列 zs 一 wn(#) 称 为 收 黎 于 多 项 式 
=x( 访 ， 如 果 函 数 zs 及 其 各 阶 导数 在 点 1= 加 同时 收效 于 函数 值 z(h) 
和 各 阶 导数 值 2 (Go)，2 (to 2)t)， 即 

lm mr (to) 一 z(to)， lin zn(t) 一 2 (to), lim wi (to) = (to)o 

线性 空间 ”在 线性 空间 中 ， 定 义 了 元 素 mw y，s,…， 与 实数 或 复数 
和 1, … 的 乘法 , 以 及 空间 的 任意 两 个 元 素 的 加 法 , 即 对 每 个 数 和 和 空间 
的 每 个 元 素 z 唯一 对 应 于 空间 的 一 个 元 素 . 记 为 Xe。 类 似 地 , 对 每 对 元 
素 (w y), 唯一 地 对 应 于 空间 的 元 素 z+y。 然而 在 具体 情况 下 这 些 乘法 
和 加 法 究竟 是 怎样 的 , 则 完全 不 须 确定 ,它们 只 贫 满足 下 列 条 件 : 


在 线性 空间 中 本 法 和 加 法 的 条 件 
(1) ACpz) = CNA), (2) 二 7 一 少 
(3) (十 六 DZ 一 22 十 (4) z+Y =y +%, 
(5) (+) +s=r+ (y+2), (6) Az+Y) =r+ yo 

(7) 存在 零 元 素 0, 恒 有 0.z=0.9=O( 乘 实数 0) 。 青 者 , 加 法 
和 乘法 必须 是 连续 运算 , 即 它们 必 有 颁 满 足下 列 附 加 条 件 : 
: (8) 人 lim z= 与 dngy, =y 可 得 Bm (sn + yn) 一 2 十 yo 


(9) 从 lm 加 一 人 与 jimm=z 可 得 jimGuooxo 一 Mr 


满足 所 有 这 些 公理 的 合子， 
1. 如 果 在 维 软 几 里 得 空间 Re 中 定义 乘法 
N=Aé, 2, 1 Eo) = (NE1, Mn, 1 Mn) 
以 及 两 个 元 素 z=( 刀 89… 名) 和 y 一 《mm oo …， 0 的 加 法 x+ 一 
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(和 二 ml 5 十 79，…， 吉 十 和 %), 则 成 为 一 个 线性 空间 , 零 元 素 是 0 一 (0， 0， 
0)。 

2. 在 次 数 不 超 过 m 的 多 项 式 空间 中 定义 

AT=Mo+ Mettt thont™ 

和  z 二 9 一 2 的 十 9 的 一 (ao 十 Bo) tart BOE + Cant Bn)i"o 

零 元 素 是 多 项 式 0=0($) =0。 

距离 和 距离 空间 的 概念 ”从 三 维 几何 空间 中 一 点 卫 到 男 一 点 Q， 有 
一 确定 的 距离 , 车 两 点 不 相 重合 , 则 距离 不 等 于 0。 这 个 距离 用 连结 P,， 9 
的 线段 长 |P@| 来 量度 ， 当 忆 关 @ 时 ，|P@j>0。 已 和 4 间 的 距离 等 于 
9 和 卫 间 的 距离 ， 即 |P@| = 19P|。 如 果 在 过 忆 ，g 的 直线 外 取 第 三 个 
点 BE, 则 得 到 人 PR9R。 由 初等 几何 中 的 定理 可 知 , 三 角形 的 任意 一 边 , 比 
如 P98, 小 于 其 余 两 边 PR 和 QE 之 和 , 即 1PQ| <|PR|+19Ri， 这 个 关 
系 叫做 三 角 不 等 式 。 形 式 |P9|<1PR|+19R| 四 


无 条 件 成 认 ， 甚 至 当 了 ，8 和 BB 落 在 同一 条 直 
线 上 而 不 构成 一 个 真正 三 角形 时 也 是 成 立 的 
〈 见 图 27-1)。 . . 


在 分 析 中 也 经 常 需要 度量 距离 ,形象 地 讲 ， 卫 9 
在 所 考虑 的 元 素 z, y, z，… 之 间 , 需要 确定 两 ”图 37-1 三 角 不 等 式 
个 元 素 相隔 的 距离 是 “大 ”还 是 %wjv。 为 了 度量 距离 ,必须 定义 距离 阵 数 或 
距离 ， 即 对 任意 两 个 元 素 zm y, 定义 一 个 非 负 的 实 值 冰 数 (Cz, 9) 。 


距离 公理 : 《dt) 4(z, y) 一 Gy，2)， (2) 当 且 仅 当 x%=y 时 , d(%,， 


幼 一 0 (3) dao y)<<d(z, #) 十 Q(z 纺 ( 三 角 不 等 式 )o。 
这 里 并 没有 给 出 距离 函数 的 解析 形式 。 定 义 了 距离 函数 的 空间 叫做 
距离 空间 。 在 抽象 空间 中 的 极限 过 程 1 lim Zn 一 和 定义 为 lim dx, Zn) =06 
在 大 维 欧 几 里 得 空间 中 距离 的 机 于 : 
1. do = VV 对 G69” 这 是 解 术 几 何 中 长度 公式 的 推广 。 
2. Gl, )— max, |é—"mhlo 


3. dz =D Ié -ml 
对 于 这 些 距离 中 的 每 一 个 , 均 须 证 明 满足 这 三 条 公理 除了 在 证 明 第 
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一 个 距离 满足 三 角 不 等 式 时 有 点 困难 外 ， 共 余 的 证 明 都 是 十 分 容易 的 。 
赋 范 空间 “众所周知 , 每 个 复数 < 一 十 轨 都 对 应 一 个 非 负 实数 
t=VET， 
作为 《的 地 对 值 或 楼。 在 有 关 函 数 , 向 量 、 距离 的 研究 中 , 提出 问题 的 形 
式 经 常 要 求 将 每 个 对 象 归结 为 一 个 非 负 实数 , 以 作为 它 的 “大 小 "的 量度 。 
这 种 与 空间 的 元 素 zy,… 相关 的 数值 量度 如 果 具有 下 列 性 质 就 叫做 范 

数 ,并 记 为 jz, yl …。 


范 数 |z| 的 性 质 : (1) 当 二 O 时 , |z1>>0, 101=0; (2) [2zj = 


Xlizl, 其 中 入 是 任意 实数 或 复数 ; 《3) 1z 十 引 和 上 zj 十 上 oj 上 三 角 不 
等 式 )。 


例如 , 复数 的 绝对 值 或 模 就 具有 这 些 性 质 。 若 空间 的 元 素 赋 有 范 数 ， 
则 称 为 赋 范 空间 。 

用 两 个 元 素 2 9 之 差 的 范 数 定义 距离 函数 dzZ，) 二 上 2 一 串 ， 就 可 
以 从 范 数 导出 距离 。 

在 k 维 欧 几 里 得 空间 Rx 中 下列 范 数 具 有 所 需 的 性 质 : 


加 = 六 各 3 lol- max ll; 3. js-= 汶 I&1l。 

从 这 些 范 数 ; 可 以 导出 前 面 例子 中 B* 的 距离 。 对 于 特定 的 空间 , 取 哪 一 
种 范 数 定义 是 适用 的 , 往往 取决 于 研究 的 目的 。 | 

完备 距离 空间 ”如果 距离 空间 X 的 元 素 序列 m4，xs,，… 收敛 于 元 素 
必 则 距离 Wai 2)， d(wo, 2)，… 趋向 于 0。 由 三 角 不 等 式 , 元 素 序列 中 
任意 两 个 元 素 ww，xzx 之 间 的 距离 4Cww，zx)， 当 下 标 i 和 % 无 限 增 大 时 ， 
也 趋 于 0。 它们 构成 柯 西 序列 。 

如 果 对 任意 的 正 数 &, 能 找到 一 个 下 标 m(€), 使 对 所 有 的 i, kK>>n(s)，, 
都 有 da(xe xx) 专 5， 则 称 序列 {zn} 为 柯 西 序列 。 

每 个 收敛 序列 是 柯 西 序列 , 但 柯 西 序列 不 一 定 收 敛 。 如 果 对 空间 中 
任何 柯 西 序列 {m} 都 能 在 这 个 空间 中 找到 极限 元 2 则 称 这 个 空间 是 
完备 的 。 完 备 的 赋 范 线性 空间 称 为 巴 拿 赫 (Banach) 空 间 ， 这 是 以 巴 拿 趟 
(1892~1945 年 ) 的 姓 命 名 的 ,他 是 泛 函 分 析 的 创始 人 之 一 。 所 有 有 限 维 
空间 , 例如 次 数 不 超过 和 的 多 项 式 空间 , 都 是 完备 的 。 空间 Lzla, 5) ( 参 
见 希 尔 伯 特 空间 ) 也 是 完备 的 。 一 般 地 , 一 个 内 积 空间 要 成 为 希 尔 伯 特 空 
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闻 , 须 断 定 它 是 完备 的 。 1 

希 尔 伯 特 空间 ”以 希 尔 伯 特 的 姓 命 名 的 着 尔 伯 特 空间 是 赋 范 线性 空 
间 的 重要 特例 。 对 其 中 任意 两 个 元 素 xz, y, 定义 一 个 复 值 函数 人 2 9), 叫 
做 内 积 , 具 有 以 下 性 质 《 内 积 上 的 横 线 袁 示 共 斩 复数 ); 

(1) (zz =, 1); 

(2) (42, 9) = 和 A(z, y), 其 中 入 是 任意 复数 ; 

《3) 《2 2) 之 0, 当 且 仅 当 2 一 0 时 , 等 号 成 立 ; 

(4) (w+Yy, 们 一 (or 2 十 (Gy 8)o 
这 个 空间 是 赋 范 空间 ; 范 数 是 用 内 积 定义 的 ， ||z|=V (z，z 

希 尔 伯 特 空间 的 例子 1, 复 的 维 空间 人 有 


《2 Y) -Bm 


及 相应 的 范 数 fz| = /为 1&4l? (5o mh 是 复数 )。 
2. 空间 Za(o, b, 它 的 元 素 是 定义 在 fm 轨 上 的 复 信函 数 >()， 且 
人 GD PP 存在 。 由 Co 分 =| =GD7C2 定义 的 内 积 具有 所 要 求 的 
性 质 。 
渤 函 分 析 论 证 的 例子 “ 许 瓦 效 不 等 式 的 几 个 结果 表明 从 泛 函 分 析 的 
白 念 能 甸 区 得 基 和 酒 案 。 
和 rr 
y)>0, 再 用 其 他 性 质 得 到 
(z+ ry, TFTA) = (2, 2 十 和 7) 十 和 +2y) 
=(7+My, 2) tT AXAYy, Y) 
~ D+AY, 网 + 的 二 本 矶 
一 (2 办 十 Ko Y) TAY, 2 十 MX Yy) >0o 


特别 地 , 当 和 = 一 《2 的 时 ,此 式 也 成 立 , 因而 得 


(人 二 一 人 Cz, W/EY, 办 一 人 YYy, zy, Y) 
十 (2 Yy) Cz, Y/Yy, Yy) >0。 
由 此 推出 “2 纺 @, 2)=C%, Ys DW =|C, DSIzl yb, 
即 为 所 求 。 ， 
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下 面 是 这 个 一 般 结 果 的 应 用 。 当 证 明 出 定义 在 某 个 空间 任意 两 个 元 
素 上 的 数值 运 算 满足 希 杀 伯 特 空间 内 积 的 条 件 后， 就 能 从 这 个 特定 空间 
成 立 许 瓦 兹 不 等 式 , 直接 得 到 重要 的 关系 , 例如 下 表 。 


在 空间 了 中 有 不 等 式 
k [re 
Sem | -VE VD 

在 空间 LaCa, 5) 中 有 不 等 式 


| sD | < 小 1zCt) 1 -由 yt) [as 


柯 西 、 彭 牙科 天 斯 基 (BunyakovsKi). 许 瓦 兹 等 人 早 就 对 个 别 的 空间 
独立 地 发 现 了 这 些 不 等 式 及 其 他 一 些 类 似 的 公式 。 但 引用 泛 函 分 析 的 概 
念 后 , 这 些 分 析 的 不 同 分 支 的 共同 的 重要 性 质 就 一 起 被 揭示 、 被 解决 了 。 

类 似 地 ， 许 多 已 经 知道 的 关系 可 以 作为 泛 函 分 析 中 定理 的 结果 而 非 
常 容 易 地 得 到 。 例 如 , 从 许 拟 站 不 等 式 可 以 推出 范 数 的 三 角 不 等 式 , 这 是 
因为 zl=Vz, 2)， 

z+yl2= (r+Yy, T+Y) = (z, 2)+ 2, YN+ CY, 2) + Cy, Y) 
<|zl+ y+i(C, 1+|(y, | 
<fzE+lyl+2lzl: yl = dsli+ yD 于 是 得 证 。 

由 此 可 以 得 到 空间 及 和 Za(a，D) 中 的 柯 西 不 等 式 和 闵可夫 斯 基 不 
等 式 , 这 些 不 等 式 也 是 以 前 就 知道 的 。 


柯 西 不 等 式 VB tn < VE 
闵可夫 斯 基 不 等 式 
V) lsc lsas + Vf lv) Las 


人 小 [2 YC [dt < 
算 子 . 

借助 于 空间 的 概念 只 是 使 数学 研究 的 对 象 在 本 质 上 被 典型 化 ， 而 算 

子 则 是 描写 在 空间 的 元 素 上 所 能 够 施行 的 确定 的 数学 运算 。 几 乎 每 个 数 

学 运算 , 都 能 看 作 一 个 对 应 , 它 由 一 个 确定 的 运算 法 则 所 决定 , 并 且 将 抽 

象 空间 及 的 每 个 元 来 唯一 地 映照 为 空间 了 内 的 一 个 元 素 Yy， 空 间 了 

可 以 与 空间 耻 相 同 , 也 可 以 不 相同 , 这 个 对 应 也 叫做 下 到 了 了 内 的 映照 。 


算 子 671 


对 应 法 则 叫做 算 子 4， B,… 或 机 将 对 应 关系 写 为 形式 y= Az 或 ACz) 
《 见 图 27-2)。 

实 变 量 生 的 实 函 教 丸 是 特殊 的 划 
子 , 它们 映照 实数 空间 Ri 或 其 子 空 间 


及 到 了 一 RI 内 。 
对 次 数 不 超过 思 的 多 项 式 空间 也 
中 的 每 个 多 项 式 x(), 若 令 “图 27-2 算 子 的 图 示 ; 4 将 五 映 昭 
y= Ax=2"(t) — 3 (t) — ar?(t), 到 了 了 内 ,0 将 映照 到 2 内 


则 y=4s 是 从 到 次 数 不 超 过 2m 的 多 项 式 空间 了 内 的 一 个 映照。 

线性 算 子 ”就 应 用 而 言 ,线性 算 子 是 最 重要 的 一 类 , 它们 由 以 下 性 质 
定义 ; (1) 对 任意 的 数 2 有 4(Xx) =)4z (2) A(z+y) 一 4z+ Ay。 例 
如 , 上 面 给 出 的 算 子 在 =0 时 是 线性 的 , 否则 就 是 非 线性 的 。 

算 于 的 组 合 。 如 果 4 和 电 痢 是 从 且 到 了 内 的 映照 , 入 是 任意 的 数 ， 
则 用 乘 各 4 表示 将 < 映照 为 (4z) 的 算 子 ， 于 是 (44)z 一 和 (4z)。 另 
算 子 的 和 妇 二 BB 将 fz 映照 为 4z 十 Bz, 于 是 (4 二 DJz= Azx+ By 

后 ， 如 时 第 三 个 算 子 0 是 空间 了 到 空间 2 内 的 映照 ， 那 末 算 子 
G4 将 每 个 元素。 院 妥 为 了 中 的 元 案 0C45)， 妈 在 上 这 应 用 生子 
和 0C; 并 用 公式 (04)z=C(4az) 表示 。 

有 界线 性 算 子 ” 设 4 为 赋 范 线性 空间 了 到 赋 范 线性 空间 了 内 的 映 

照 ,如 果 对 关中 所 有 x 都 有 不 等 式 

ly 一 14zl<Klzlh， 其 中 下 >0 
成 立 ; 则 称 -4 为 有 界 的 。 使 不 等 式 成 立 的 最 小 数 下 叫做 算 子 4 的 范 数 ， 
并 记 为 上 4。 在 室 间 了 了 中 的 范 数 yl 可 以 不 同 于 空间 X 中 的 范 数 zi 
下 文 不 再 一 一 说 明 。 

[ 例 】 设 XX 是 BR, 范 数 为 zl 一 max|t:|。 了 是 RB， 范 数 为 |yl 一 
max|h|, % 二 1, 2。 对 每 个 一 (E164, 8&9), 通过 方程 一 0111 叶 042s 十 
Gia63; 加 一 olE1 十 42062 十 02353 对 应 一 个 y 一 (mm)o 这 样 定义 的 算 子 是 
有 界 的 , 因为 


ln < jcal | 各 [上 [al |é21+ lawl Iés1< 总 aul zl, 


3 
即 lvl =maslnl <(mas 2 (aul )lole 
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进一步 计算 可 以 证 明 max 六 Iaul 正好 是 最 小 的 数 瑟 ， 因 此 就 是 4 的 


范 数 。 

根据 上 面 给 出 的 算 子 的 加 法 、 算 子 与 数 的 乘法 以 及 算 子 范 数 的 定义 ， 
将 空间 下 映照 到 了 内 的 有 界线 性 算 子 4，, B,，… 全 体 组 成 一 个 赋 范 线性 
空间 。 建 立 这 个 空间 对 地 泛 荡 分 析 及 泛 函 方法 的 应 用 具有 不 平常 的 意义 。 
考察 问题 的 范围 如 所 希望 的 那样 仍 是 封闭 的 ， 作 为 两 个 空间 媒介 物 的 算 
子 似乎 处 在 空间 理论 之 外 , 然而 它们 自身 却 又 归于 空间 的 范畴 。 

泛 函 “在 空间 的 各 种 映照 中 , 数值 函数 占有 独特 的 地 位 , 它们 是 从 空 
间 到 实数 或 复数 集合 内 的 映照 , 称 为 汽 函 。 沱 函 分 析 由 此 而 得 名 。 

例如 在 降 范 线性 空间 申 的 范 数 就 是 一 个 泛 西 。 为 简单 起 见 ， 以 下 仅 

考虑 赋 范 线性 空 有 间 。 

线性 汽 防 更 处 于 独特 的 地 位 ,对 于 空间 了 X 的 每 个 元 素 x, y,…, 通 过 
它 确定 一 个 实数 或 复数 了 (x), f(y),…， 使 得 对 于 入 中 的 所 有 元 素 z, 9 
以 及 所 有 实数 或 复数 mw 满足 线性 条 件 ; F(z 十 内 一 F(z) 十 fFCy)， 太 (az) 一 


of(z)。 和 如 果 f 的 范 数 1 上 满足 条 件 /| -sup (和 )<ee (其 中 zz 


lzll 

0); 则 称 这 个 线性 泛 画 是 有 界 的 或 连续 的 。 

定义 让 了 上 的 连续 线性 泛 函 全 体 组 成 对 俩 空间 X*。 车 x 是 赋 范 线 
性 空间 , 则 了 X* 也 是 赋 范 线性 空间 。 

泛 函 分 析 的 一 个 重要 问题 是 确定 连续 线性 泛 函 的 性 质 ， 用 和 式 或 积 
分 来 表示 它们 及 其 值 了 (zx)，z &€ 已 以 及 有 由 对 偶 空间 邓 * 的 元 素 及 其 映照 
来 描述 原来 空间 耻 的 集合 和 映照 。 从 这 些 问题 的 观点 来 看 , 泛 函 分 析 可 
以 说 是 几何 学 的 进一步 发 展 , 即 线性 几何 学 。 

连续 线性 泛 函 的 理论 在 线性 算 子 方程 或 积分 方程 的 理论 方面 ， 在 近 
似 积 分 法 的 理论 方面 ， 在 广义 函数 的 理论 方面 以 及 在 不 定 乘 子 的 拉 格 朗 
日 方法 的 理论 等 方面 起 着 重要 的 作用 。 下 面 是 一 些 关于 特殊 空间 的 结果 
的 

1. 在 Bx， 它 的 元 素 是 由 万 个 实数 Zi 二 ]，2，…， 龙 所 决定 : 2 一 

(zl za zzjo 对 应 于 玉 < 上 的 每 个 线性 泛 函 方 必 存在 天 个 实数 廊 ， pv 


A 


这 称 为 了 借助 于 这 个 关系 式 的 一 个 表示 。 反 之 , 对 应 于 任意 % 个 实 
数 广 ,…, fx， 用 此 式 可 以 定义 一 个 连续 线性 范 函 。 根据 峰 给 Br* 中 元 素 
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儿 的 林 同 范 数 (参见 赋 范 空间 ), 可 以 证 明 ， 
x 为 
1 =Y 训 高 2. 1-= 训 I 或 3. Il = max jd。 
2. 在 区 间 [a,b] 上 勒 贝 格 (Lebesgue) 平 方 可 积 的 函数 空间 Za(G， D) 
中 , 笋 站 表示 定理 称 ， 对 应 于 每 个 连续 线性 泛 函 jj 必 存 在 叭 一 确定 的 函 


A 人 vy》-~ 


数 gSTs(an D)， 恢 各 运动 在 zE To(a， Db) 的 位 了 (2) 能 不 未 为 形式 
f(0)— | sd, 9)o 

更 一 般 地 ,在 每 个 (完备 的 ) 希 尔 伯 特 空间 区 中 , 泛 函 f(z) 的 值 能 名 
表示 为 内 积 (2, 9)。 反 之 ， 任 取 元 素 9€ ,可 以 定义 一 个 连续 线性 泛 本 
f(w) 一 (s，9)。 而 县 能够 证 明 泛 函 了 的 范 数 上 就 等 于 生成 元 素 g 的 范 
数 lol。 

3， 次 数 不 超 过 各 的 单 变量 多 项 式 空间 可 以 看 作 具 有 东 数 

lel = Go 


的 赋 范 线性 空间 。 
对 了 上 的 线性 泛 函 上访 必 能 确定 了 关于 多 项 式 1, 如 记 “1 的 某 
组 复数 值 fo,，f1, f2,，…, fm， 且 当 多 项 式 2 具有 形式 
xz =£ (to) EA 


时 ,有 fC) ri) fotv bofit + am fo) fn 


反之 ,对 任意 的 一 组 数 fo，…, fm 根据 这 个 关系 式 可 忆 定义 一 个 线性 汉 
子 , 而 且 由 于 上 f= max 《|fe|/i!), 它 还 是 连续 的 。 


4， 超 平面 在 三 维 空间 了 中 ,一 个 三 元 wy, x2, za 的 线性 方程 确定 
一 个 子 集 , 即 平面 。 作 为 这 种 情况 的 推广 , 在 线性 空间 中 , 满足 方程 jz) 
= 的 解 的 全 体 就 叫做 一 个 起 平面 妃 , 其 中 了 (2) 是 连续 线性 泛 函 ,a 是 一 
个 数 。 把 元 素 yE 到 超 平面 瑟 的 距离 定义 为 所 有 距离 is 一 zj, ye 瑟 的 
下 确 界 , 即 d(y, 五 ) =inf |y 一 可 。 在 立体 几何 中 , 是 用 距离 的 绝对 值 加 
以 度量 的 ， 而 距离 表达 并 由 海 赛 法 线 式 给 出 。 类 似 地 , 在 一 般 的 赋 范 线性 
室 间 并 中 , 宥 do, 五 )=|f(y) 一 a1/f。 若 下 还 是 完备 的 ; 则 象 三 维 
空间 一 样 , 必 存 在 某 个 元 素 m6 互 , 距离 |y 一 xoll 正好 等 于 元 素 y 到 超 平 
面 互 的 距离 。 
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控制 论 的 最 优化 问题 经 常 归 结 为 确定 已 知 元 素 y 到 超 平面 的 距离 问 
题 。 

5 相应 于 赋 范 线性 空间 中 的 一 个 元 过 中 必 存 在 一 个 ; 范 数 为 荆 的 连 工 的 连 
续 线性 泛 函 万 使 得 | 一 Fo)。 

元 素 % 的 范 数 有 时 较 难 直接 处 理 , 但 根据 以 上 定理 , 可 将 它 表 示 为 一 
个 线性 泛 函 的 值 。 例 如 , 设 2(B) ==[ 刀 (C2),…,&4(t)] 是 具有 实 的 可 微分 
量 4(t) 的 天 维 向 量 值 函 数 , 其 中 二 为 实 变量 。 又 设 * 是 自 变 量 的 另 一 个 


售 , 则 可 用 自 变量 之 差 s 一 来 给 出 范 数 lz(D) 2Gs)1 一 宫 |&(t) 一 5(3)| 


的 上 界 估计 。 由 上 面 的 定理 选取 空间 Rr 的 泛 函 了， 使 得 /x(t) 一 zs)) 
=jzG) 一 ze) 有 县 一 1 即 找 出 无 个 实数 户 fz, '…, fi 满足 


[>(GD -zs)1 = - ee(s)] 以 及 max fl=le。 现 取 ? 人 ) 
-Sf &00), 应 用 微分 学 第 一 中 值 定理 , 可 得 


lz@-z 人 [= 的 -egG)| = lpg) Gt) 1 <DEL lt-sl, 


其 中 为 s 与 4 之 间 的 某 个 点 。 
6. 渤 画 的 扩张 。 有 时 一 个 连续 线性 泛 函 仅 定义 在 一 个 线性 子 空间 
上 ， 因 此 产生 这 样 一 个 问题 , 就 是 使 泛 函 在 空间 的 其 余部 分 也 有 定义 , 而 
且 保 持 线性 和 连续 性 , 如 果 可 能 的 话 , 还 可 保持 范 数 不 变 。 有 关 这 种 扩张 
的 定理 已 由 汉 恩 (Hahn)、 巴 拿 赫 , 克 来 因 和 路 特 曼 (Hutman) 证 明 。 
泛 函 分 析 方 法 在 近似 理论 中 的 应 用 
近似 理论 是 关于 各 种 类 型 的 方程 ， 例 如 微分 方程 或 积分 方程 寻求 近 
位 解 的 方法 问题 。 在 这 些 方程 的 抽象 模式 下 ,往往 已 给 出 将 完备 赋 范 空 
间 和 中 的 元 素 * 变 为 炭 范 空间 了 中 的 元 素 y 的 算 子 4, 而 要 寻求 冬 中 的 
元 素 x*, 4 将 其 变 为 了 的 零 元 素 0。 因 此 适合 4(z*) 一 0。 在 许多 情形 下 
确定 时 ， 采 用 逐次 逼近 的 克 代 进程 。 将 方程 4z=O 改写 为 等 价 形式 
2 了 (zy， 话 当 半 取 第 一 个 还 似 上 mo 然后 得 到 以 后 的 近似 点 四 一 BCes)， 
oo 一 BCzD， 红 一 局 (za)，…， Tn 一 日 (zn_1)，…， 巴 合 赫 不 动 点 原理 可 以 作 
为 判断 序列 {xs} 是 否 收 绩 于 cr 的 准则 。 
巴 拿 茜 不 动 点 原理 :， 若 吕 是 巴 拿 霖 空间 的 子 集 加 :到 自身 的 映照 , 且 
对 所 有 元 京 全 YEML， 消 中 地 偶 硕 疾 基 件 |BC(o) 一 ty)[ 坟 Zz 一 yl 并 
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六 放下 六 要 则 对 每 个 任意 的 初始 近似 点 Zo0€ MMM， 近似 点 列 
1 二 B(%o), za B21), “Zn = Bn), … 收 化 于 方程 2 二 B(2Z) 的 叭 
pe EM 且 由 下 式 给 出 误差 估计 : 
A 
[ 例 i1] 设 X= 了 是 实数 集 ，4(%) 三 x 一 sinz 一 1 ~ BC) ~ =sinz+t+1, 
子 集 必 是 区 间 w/2<x<2。 曙 将 了 映照 到 区 间 3>z>I+sin3(>m/3) 
上 ， 对 所 有 的 x, y€ 必 ， 满 足 李 普 希 获 条 件 1BC2) 一 B(y)| 二 |sinz 一 
Singy | < 工 |z 一 外 |， 其 由 也 一 |eos3|。 从 四 =m/2=1.571 出 发 , 得 到 x1 一 
2 ms 一 sm 2 十 1 一 1.909， …， 误差 估计 为 jz* | <0.066， 精 确 到 三 位 
小 数 的 精确 解 是 2* 1.935… 
【 例 踢 设 卫 = 了 =~La(0， 1, 
[AG)JC) 08) -CD TO -2 
(=0, 当 0<s<1l 时 ) | 
~ v(t) 
BO ~13 [2 at, 
用 二 Lo(0，, 1)。 昌 将 平方 可 积 函数 映照 为 平方 可 积 沙 数 。 对 所 有 的 2 9 
& La(0, 1), 有 


1B( 一 BGDO | DD a 


1 
?js < Fh lsc -yb a 


= 工 lz-yl?。 
4 . 

因此 满足 巴 拿 赫 不 动 点 原理 的 条 件 , 其 中 工 =1/2。 取 适当 的 初始 函数 
zo(3) 一 0, 于 是 得 到 近似 序列 mi(s) ==2, za(s) In[(24+s)/(143)] ++2,…， 
对 函数 四 给 出 误差 估计 jz 一 zl 一 (人 lnfC+e/G+eijsaj ~ 
0.48。 精 确 解 z*(s) 是 不 知道 的 。 
”由 上 可 见 ， 泛 函 分 析 的 方法 即使 对 每 天 在 工程 实践 中 产生 的 数值 问 
不, 也 有 巨大 的 价值 
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欧 几 里 得 几何 是 最 古老 的 、 历史 上 最 重要 的 演绎 科学 学 科 。 直到 今 
天 , 它 仍 是 精密 科学 的 典型 ,并 成 为 几何 学 基础 系统 发 展 的 出 发 点 。 随 着 
十 九 世 纪 发 现 非 欧 风 何 ,这 一 发 展 进程 出 现 了 转折 , 并 在 希 尔 伯 特 的 研究 
中 达到 了 它 的 顶峰 , 它 现在 涉及 着 广 阅 的 研究 范围 。 

几何 基础 

欧 几 里 得 几何 原本 ”在 几何 原本 一 书 中 , 亚历山大 城 的 欧 几 里 得 ( 公 
元 前 365~300 年 给 出 了 他 那个 时 代数 学 知识 的 概要 。 其 中 包括 关于 数 
论 的 命题 , 例如 , 欧 几 里 得 算法 和 存在 无 限 多 质数 的 证 明 , 包括 正 多 面体 
理论 的 立体 几何 ,还 有 与 不 可 公 度量 的 讨论 一 起 的 比例 和 相似 理论 , 以 及 
平面 几何 问题 。 这 本 著作 的 重要 性 在 于 其 中 几何 定理 一 -根据 现代 的 知 
识 , 它 具有 某 些 局 限 一 一 的 证 明 不 依靠 现实 世界 , 而 完全 依靠 从 一 个 公理 
系 出 发 的 还 笃 非 理 。 

亚 里 斯 多 德 (Aristotle， 约 公元 前 384~322 年 ) 将 公理 看 作 自 明 的 陈 
述 , 它 直 痰 从 经 验 产 生 , 而 且 只 包含 那些 意义 无 可 怀疑 的 概念 。 为 此 ， 欧 
几 里 得 为 基本 概念 下 了 定义 。 例如 , 点 是 没有 大 小 的 。 但 是 在 以 后 的 推 
理 中 , 这 些 定义 并 没有 用 处 。 

一 直到 十 九 世 纪 ， 人 和 人们 才 发 现 欧 儿 蜂 得 暗中 用 了 序 的 性质 而 没有 将 
它 列 为 公理 。 欧 几 里 得 公理 系 的 这 种 不 完全 性 由 希 尔 伯 转 在 他 1899 年 
的 著作 几何 类 础 中 消除 了 。 那 本 书 同时 回答 了 新 的 、 基 础 性 的 科学 问 
题 。 根据 帝 尔 伯 特 公理 学 说 , 关于 基本 概念 的 本 质 或 它们 与 现实 对 象 的 
关系 等 问题 不 属于 有 关 的 数学 理论 ， 而 属于 它 的 元 理论 。 公理 只 规定 基 
本 概念 之 问 的 某 些 关系 。 欧 几 里 得 的 许多 定理 基本 上 和 象 公理 一 样 容易 证 
实 ; 这 样 ， 从 现代 的 思想 方法 来 说 ， 使 用 特殊 的 公理 展开 只 是 使 理论 系 
统 地 发 展 方便 一 些 。 
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平行 公理 ” 殉 几 里 得 自己 关于 这 个 公理 (或 如 他 所 称 为 公设 ) 的 叙述 
已 经 使 它 看 来 比 其 他 公理 缺少 自明 性 。 
欧 几 里 得 平行 公理 ; 如 果 一 条 直线 与 另外 两 
条 直线 相交 ， 使 得 在 这 直线 的 一 俩 的 同 旁 内 角 和 
小 于 两 直角 ， 那 末 这 两 条 直线 适当 延长 后 必 在 这 
一 全 相交 ( 见 图 28-1) 。 图 28-1 欧 几 里 得 的 
因此 有 一 系列 显然 自明 的 陈述 导致 这 个 公理 平行 公设 
的 错误 的 “证 明 ”。 其 中 大 多 数 陈述 是 和 这 个 公理 等 价 的 。 
等 价 于 平行 公设 的 论述 : 
1. 1， 波 塞 多 留 斯 (Poseidonius， 约 公 元 前 135 135~51 年 ): 两 条 平行 线 
是 等 距 的 。2， 波 罗 克 拉 斯 (Proolag， 约 公元 500 年 )， 如 果 如 果 一 条 直线 与 


1700 年 ): 三 角形 的 内 角 之 和 是 两 直角 。4， 勘 让 德 ， 通 过 不 是 平角 的 角 
的 内 部 一 点 的 直线 至 少 与 这 个 角 的 一 边 相交 ( 见 图 28-2)。 5. 了. 波 利 
” ” 埃 ; 通过 你 何 三 个 不 共 线 的 点 有 一 个 国 。 
AD 。 ” 当 高 斯 . 罗 巴 切 夫 斯 基 (Lobachevskit 1792~ 
AAA 1856 年 ) 和 J. 波 利 埃 彼此 独立 地 建立 一 种 平行 公 
设 不 成 立 的 几何 时 ， 这 个 公理 的 重要 性 就 很 明显 
图 3238-2 惑 让 德 的 论 壕 了， 而 且 为 几何 公理 以 及 一 般 公理 系 的 现代 解释 
商定 了 基础 。 这 种 非 欧 几 何 显示 出 与 欧 几 里 得 几何 有 类 似 的 高 度 和 谐 和 
一 致 性 。 罗 巴 切 夫 斯 基 去 世 十 年 以 后 , 贝尔 塔 拉 米 (Beltzami) 成 功 地 在 
一 个 曲面 上 发 现 了 这 种 几何 基本 部 分 的 第 一 个 实现 ， 以 后 克 来 因 将 欧 几 
里 得 几何 和 非 欧 几 何 都 安置 于 射影 几何 的 这 个 较 大 的 框架 之 中 。 
欧 几 里 得 几何 的 公理 特征 ”网 几 里 得 几何 是 一 种 范畴 理论 ， 其 中 每 
一 个 陈述 或 者 是 正确 的 , 或 者 是 不 可 证 明 的 , 意 即 假设 它 为 真 将 会 导致 也 
盾 。 另 一 方面 , 它 直觉 地 和 直接 经 验 有 关 , 许多 定理 是 用 直 尺 、 圆规 以 及 
类 似 工具 实验 的 结果 。 这 种 完全 赁 经 验 的 方面 随 着 解析 几何 重要 性 的 增 
长 而 汕 弱 。 在 解析 几何 里 , 欧 几 里 得 平面 和 实数 对 的 集合 是 一 致 的 。 希 
尔 伯 特 圆满 地 阐明 了 这 种 联系 ， 并 且 证 明了 他 的 公理 系 是 范 时 的， 也 就 
是 说 这 个 公理 系 的 任何 两 个 模型 是 同 构 的 ; 同 构 类 型 是 实数 城 上 的 欧 几 
里 得 平面 模型 。 希 尔 伯 特 在 将 他 的 公理 解释 扩张 到 其 他 数 系 时 ， 利 用 本 
质 上 是 训 德 金 的 发 现 为 基础 的 实数 的 一 个 公理 特征 ， 证 明了 表示 欧 儿 里 
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得 几何 特征 的 公理 系 是 完备 的 。 

关于 欧 几 里 得 平面 的 希 尔 伯 特 4 A 理 系统 的 基本 概念 是 点 、 直 线 ， 点 和 
直线 间 的 关联 关系 ,三 个 点 的 介 干 关系 以 及 线段 和 角 的 合同 。 公理 分 四 
部 分 : A. 关联 公理 , B, 顺序 公理 , CG. 合同 公理 , D. 连续 公理 ， 在 每 一 
部 分 中 要 用 到 前 几 部 分 的 概念 。 对 于 立体 几何 ， 必须 进一步 引入 平面 的 
概念 ， 而 且 公理 也 须 补充 。 范畴 的 公理 系 的 概念 由 于 塔 斯 基 (Tarski) 
在 葡 几 里 得 几何 的 完备 性 和 可 判定 性 方面 的 结果 而 大 大 加 深 了 ， 即 知 将 
它 看 作 一 种 不 出 现 或 者 至 少 在 原则 上 可 以 避免 变量 的 初等 理论 。 除 了 某 
些 与 连续 有 关 的 问题 ， 这 是 可 以 实现 的 。 完 全 的 戴 德 金 连续 公理 已 经 
被 一 个 连续 格式 代替 ， 它 只 要 求 那些 可 以 用 基本 几何 概念 定义 的 直线 的 
晓 僧 金 分 割 点 的 交 存 在 (参看 II, 第 2 章 )。 塔 斯 基 的 结果 是 ， 初 等 几何 
的 每 个 陈述 可 以 用 这 些 公理 通过 形式 逻辑 予以 证 明 或 有 反驳， 而 且 总 存在 
一 种 规则 可 借以 确定 一 个 已 知 命题 是 否 能 从 公理 系 出 发 子 以 证 明 ， 
因而 判定 其 正确 与 错误 。 这 种 可 在 机 器 上 实现 的 规则 系统 还 有 实际 的 用 
处 , 因为 有 许多 初等 几何 的 不 平凡 问题 , 象 柑 装 花 纹 问题 或 将 多 边 形 分 解 
为 较 简 单 的 多 边 形 的 问题 , 现在 可 以 用 机 器 解决 了 。 正如 用 解析 几何 的 
方法 可 以 将 初等 几何 的 可 判定 性 化 为 实数 算术 的 可 判定 性 那样 ， 对 于 其 
他 几何 理论 , 例如 非 欧 ( 双 册 ) 几 何 的 可 判定 性 也 被 解决 了 。 

.出 于 殉 几 里 得 几何 的 基本 概念 和 公理 的 挑选 是 相当 随意 的 ， 又 由 于 
方便 ,甚至 还 有 个 人 爱好 的 问题 , 所 以 产生 了 希 尔 伯 特 的 选择 能 否 简化 的 
问题 。 

表示 三 个 点 的 共 绕 的 三 元 关系 col(4, B, 0) 的 直观 意思 是 4,B 和 OC 
在 同一 直线 上 。 如 果 用 这 种 三 元 关系 来 表示 直线 和 关联 的 概念 ， 那 末 平 
行 公理 可 以 重 述 如 下 。 
网 
成 立 ; 而 且 ， 如 果 @l 是 另 一 个 这 样 的 点 ， 那 末 colCP、@、G7) 成 主 。 | 

共 线 本 身 容易 化 归 为 介 于 关系 ， 因 为 当 且 仅 当 三 点 之 一 落 在 其 他 两 
个 点 之 间 时 ,三 个 点 显然 是 共 线 。 要 用 共 线 性 表示 介 于 关系 就 稍微 困难 
些 。 度 重 关系 也 可 以 简化 ， 事 实 上 ， 项 尔 伯 特 的 所 有 基本 概念 可 以 用 单 
一 的 三 元 关系 cir(4, B, 0) 来 建立 , cir(4，B; 0) 的 意思 是 4, B 到 0 等 
距 高 。 另 一 方面 可 以 证 明 ， 欧 几 里 得 几何 不 能 以 点 的 二 元 关系 为 基础 。 
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以 运动 为 基础 的 平面 几 傈 公理 系 ”以 运动 的 概念 为 基础 的 欧 几 里 得 
”几何 的 群 论 基础 不 同 于 平面 几何 中 与 希 尔 伯 特 公理 系 或 多 或 少 紧密 相关 
的 其 他 公理 系 ， 在 那里 ， 合 同 公理 用 有 关 运 动 的 陈述 来 代替 。 在 证 明 合 
同 命题 时 使 用 许多 元 理论 的 陈述 。 基本 概念 是 点 、 直 线 〈 作 为 一 个 特定 
的 点 集 )、 介 于 和 运动 。 关联 公理 和 介 于 公理 保留 下 来 了 ， 而 合同 公理 
用 有 关 运 动 群 性 质 的 陈述 所 代替 。 在 下 面 的 公理 系 中 ， 如 果 略 去 平行 公 
理 , 就 导致 多 对 几何 ,如 果 代 以 它 的 否 命题 就 导致 非 欧 几何 。 记 号 P|1 表 
示 点 卫 和 直线 ! 是 关联 的 , 换 句 话说, 义 通 过 已 “P 在 1 上 "或 亿 含 有 
Po | 


和 人 AAA 人 人 人 人 人 人 人 人 vv 


人 人 人 


CU 


而 且 P, Q, BR 证 同 二 条 直下 上 未 同 认 吉 〈 见 图 28-3) 。 Ba. 一 条 直线 上 
的 三 个 不 同 的 点 中 , 恰 有 一 个 点 在 另外 两 个 点 之 问 。 Bs. 如 果 尺 在 P 和 
QQ 之 间 , 且 忆 在 P 和 SS 之 问 , 那 末 RR 在 P 和 S 之 间 ( 见 图 中 -8)。Bs. 如 
有 果 卫 ，Q 和 及 不 共 线 ， 又 如 果 直 线 1 与 PQ 相交 于 .已 和 书 之 间 的 一 点 
Z， 那 末 1 含 有 玉 ， 或 含有 介 于 卫 生 之 间或 介 于 六 和 Q 之 间 的 一 个 


和 全 人 人 作伪 人 人 作 wwe 人 仆人 人 人 仆仆 个 全 下 


图 28-3 介 于 公理 有 BU 和 Bs 图 28-4 介 于 公理 Ba 


. 图 8-5 .以 ?为 边 的 半 平 面 ”图 28-6 由 三 元 组 (2, hb， 加 确定 的 标 形 
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定义 : Di. 如 果 P 了 ,8，0|l, 且 0 不 在 号 和 8 之 间 , 称 已 和 多 
相对 于 直线 ? 在 点 O 的 同 合 。 对 于 给 定 的 ?和 012 这 种 关系 的 两 
个 等 价 类 称 为 1 的 以 0 为 顶点 的 两 条 半 直 线 。 Ds, 如果 卫 , 941, 而 且 
在 卫 和 8 之 间 没 有 i1 的 点 , 则 卫 , 8 在 直线 ] 的 同 个 。 对 于 给 定 的 直 
线 忆 这 种 关系 的 两 个 等 价 类 称 为 以 ! 为 边 的 丰 平 面 ( 见 图 28-5)。 DD;. 
由 一 个 半 平 面 辽 \ 它 的 边 上 的 一 条 半 直 线 丸 和 的 顶点 忆 组 成 的 三 
元 组 (了, 加 瓦 ) 称 为 一 个 标 形 ( 见 图 28-6)。De, 平面 的 自 同 构 是 平 
面 到 自身 的 一 个 双方 单 值 的 映射 a， 使 得 当 且 仅 当 嫩 在 PE 和 gr 
之 闻 时 , 点 吾 在 点 己 和 昌之 间 。 


容易 证 明 , 在 序 自 同 构 下 , 直线 、 半 直线 和 半 平 面 分 别 被 映射 为 直线 、 
半 直 线 和 半 平 面 。 特 别 地 , 标 形 也 映射 为 标 形 。 有 些 自 同 构 被 称 为 运动 , 
它们 需要 满足 下 列 公理 。 

运动 公理 、 玉 1. 如 果 % 和 是 运动 , 闭 末 它们 的 组 合 .8( 先 gc， 然 
后 6) 也 是 运动 。 攻 2 . 恒 同 映射 荆 是 运动 。Ms. 如 果 玉 和 F' 是 两 个 标 形 ， 
屠 末 恰好 存在 一 个 运动 把 玉带 到 玉 把 F 带 到 FF。 攻 ，， 对 于 任何 两 个 点 P 和 Q, 存在 

二 个 运动 使 它们 互 换 ; 对 于 任何 两 于 任何 两 条 具有 公共 条 具有 公共 项 点 的 半 直 线 , 存 存在 一 个 运 

动 使 动 使 它们 互 换 。 

这 些 公理 的 一 个 推论 是 运动 构成 一 个 群 ， 特 别 地 ， 如 果 4 是 一 个 运 
动 , 那 末 a 1 也 是 ; 因为 如 果 a 将 任意 一 个 标 形 下 映射 到 "， 那 末 根 据 
Ms, 存在 运动 8 把 Fr 映射 到 玉 。 映射 XY=a6 把 刀 上 映射 到 自身 。 这 样 ， 
7 必须 是 恒 同 的 ， 因 为 否则 y? 关 y 将 是 把 玉 映 射 到 自身 的 第 二 个 运动 。 
另 一 个 推论 是 ;运动 由 三 个 不 共 线 的 点 和 它们 的 象 叭 一 确定 。 


合同 和 反射 的 定义 ，Ds. 如 果 存 在 一 个 运动 把 卫 带 到 P', 把 
带 到 @， 则 称 点 对 也, @ 为 合同 于 另 一 对 点 P', YY。Ds. 恰 好 使 一 条 


直线 上 的 点 固定 的 运动 称 为 (对 于 这 条 直线 的 ) 反 射 ,反射 p 是 对 合 ， 
即 p+*L1, P=1。 


反射 的 主 定理 说 ， 对 于 具有 公共 jr 
积 仍 是 一 个 反射 ( 见 图 23-7)。 这 个 定理 和 另外 一 些 陈述 不 用 平行 公 
就 可 以 证 明 ， 所 以 在 非 欧 几何 中 也 是 正确 的 。 对 于 放免 代 用 平生 公设 光 
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证 明 ,引入 反射 计算 法 是 特别 方便 的 。 为 取代 前 面 引入 的 一 部 分 群 论 化 
的 概念 体系 ， 可 以 完全 从 反射 系 了 出 发 进行 讨论 , 而 工 看 作 由 群 (运动 
群 ) 的 对 合 所 组 成 的 生成 集 。 直 
线 被 认为 是 和 工 的 元 素 同一 的 ， 
所 以 工 的 元 素 也 称 为 直线 。 点 是 
那样 两 条 直线 1 和 m 的 乘积 1.%， 
它 仍然 是 对 合 的 , 即 Qmm) (1.m) 
二 1。 这 等 价 于 1.m=m.7。 这 样 ， 
直观 地 ， 点 可 以 和 对 于 它 的 反射 
同一 。 如 果 书 .! 一 !.P, 点 卫 和 直 图 38-7 三 个 接连 的 反射 , 它们 
线 7 是 关联 的 。 当 所 有 基本 概念 的 轴 通 过 一 个 公共 点 或 有 一 条 公 
用 同样 方法 定义 时 ， 几 何 定理 就 垂 线 ， 合 起 来 是 一 个 反射 
简单 地 成 为 由 工 生成 的 群 的 计算 规则 。 除 了 经 典 的 解析 几何 , 这 种 反射 
计算 法 又 表明 了 一 种 将 几何 改变 为 代数 的 新 方法 。 
坐标 的 引入 ”除了 给 一 种 几何 的 单个 模型 以 完全 的 公理 化 特征 以 
外 , 在 一 类 几何 命题 的 模型 和 它们 的 代数 特征 之 间 的 联系 也 是 重要 的 。 这 
类 问题 导致 下 列 的 课题 ; 由 模型 论 和 映射 论 出 发 ,为 保证 某 些 标准 程序 的 
存在 性 , 最 少 需要 那些 公理 。 例 如 , 坐标 的 引入 就 是 这 样 。 为 处 理 这 类 问 
题 已 经 创立 的 理论 具有 几何 的 术语 ， 但 在 这 些 理论 的 方法 论 的 展开 中 ， 
更 类 似 于 群 论 或 格 论 ; 例如 向 量 空 
间 的 理论 或 仿 射 或 射影 平面 的 理 
论 。 
公理 I,Ts 和 Is 的 模型 构成 信 
射 平 面 族 ,它们 还 没有 完全 分 类 。 平 
移 平 面 是 根据 这 样 的 事实 从 中 区 分 
和 出 来 的 : 对 于 任何 两 个 点 , 至 少 存在 
一 个 平移 或 平行 移动 ， 把 一 个 点 带 
到 另 一 点 。 它 们 还 需要 满足 苗 沙 格 
B 小 定理 
. 了 箭 沙 格 小 定理 继 _ 如 果 两 个 三 
图 28-8 和 攻 沙 格 定理 卫 和 4 角形 的 对 应 顶 点 对 落 在 平行 直线 
上 ,而 且 两 对 对 应 边 平行 , 那 末 第 三 对 对 应 边 也 平行 ( 见 图 28-8)。 
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可 以 证 明 , 平移 平面 了 的 平移 全 体 构 成 体 玉 (PF 的 标量 场 ) 上 的 一 个 
向 最 空间, 它 在 及 上 是 偶数 维 或 无 限 维 的 。 定义 标量 的 最 好 方法 是 作为 
平移 群 的 特殊 线性 映射 。 

如 果 平 面 了 是 笛 沙 格 平面 ， 即 如 果 币 沙 客 大 定理 DD 成立, 平移 的 向 
量 空间 的 维 数 恰好 是 2。 

笠 沙 格 定理 D; 如 果 通 过 一 对 三 角形 的 对 应 顶点 的 直线 交 于 一 点 ， 


而 且 两 对 对 应 边 平行 ， 那 末 第 三 对 对 应 边 也 平行 ( 见 略 28-9) 。 

-论述 卫 只 是 为 了 证 明 对 于 所 有 a bE T, 其 中 a 二 0, a fb, 至少 存 
在 向 量 群 的 一 个 线性 映射 " 把 映 到 思 。 这样, 如 果 选 定 原点 0 以 及 过 
0 的 两 条 坐标 轴 ? 和 mw, 任何 点 刁 可 以 用 它 的 位 置 向 量 唯一 表示 ,而 且 这 
个 向 量 可 以 分 解 为 它 的 关于 7 和 m 的 分 量 。 显 然 ,如 果 将 体 (标量 ) 的 元 
素 与 直线 上 的 向 量 联 系 起 来 , 从 而 与 直线 上 的 点 联系 起 来 , 我 们 便 得 到 线 
上 的 点 的 坐标 。 如 果 在 直线 上 选取 任意 向 量 e 关 0， 那 末 每 个 平行 向 量 a 
就 和 使 。 带 到 a 的 标量 联系 。 

命题 4 和 是 封闭 定理 的 例子 。 另 一 对 封闭 定理 是 帕 普 斯 定理 了 
和 也 P 的 成 立 是 关于 标量 体 下 为 可 换 的 充 要 条 件 。 
为 上， 其中 没有 一 个 顶点 同时 在 这 
两 条 直线 上 ， 又 如 果 两 对 对 边 是 平 
行 的 ， 那 末 第 三 对 对 边 也 是 平行 的 
( 见 图 38-9)。 由 普 斯 小 定 旭 刀 为 
同样 的 陈述 再 加 上 人 和 为 平行 的 条 
件 。 

和 8 9 林芝 斯 定理 P 。 “如 果 关联 公理 成 立 ， 郑 未 这 些 
封闭 定理 按照 次 序 卫 -> D> 4-> 了 逻辑 地 一 个 依赖 于 另 一 个 。 最 后 一 
个 艇 头 能 否 颠 倒 ， 这 是 一 个 悬而未决 的 问题 ; 前 三 个 是 不 能 斯 倒 的 。 然 
而 ， 对 于 有 限 信 碳 平 面 有 卫 人 3D， 因 为 根据 韦 德 伯 思 《Wedderburn) 定 
至; 每 个 有 限 体 是 可 换 的 。 这 个 事实 的 几何 证 明 还 没有 发 现 。 
非 欧 几何 

欧 几 里 得 几何 、 非 哆 几何 和 射影 几何 之 间 的 联系 是 在 1860 年 前 后 由 
凯 菜 发 现 的 ， 并 且 在 以 后 的 十 年 间 为 克 来 因 进一步 发 展 了 。 他 认为 遍 菜 
的 陈述 ; “射影 几何 是 全 部 几何 "是 正确 的 。 
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射影 几何 可 以 用 关联 公理 ,顺序 公理 和 连续 公理 来 描述 , 它 和 欧 几 里 
得 几何 公理 的 差别 主要 有 以 下 儿 点 : 任何 两 直线 都 相交 ; 介 于 公理 被 两 对 
点 偶 的 四 元 分 离 公理 所 代替, 因为 射影 直线 总 认为 是 封闭 的 。 

人 身影 几 何 到 欧 几 必得 几何 或 非 约 几何 的 转变 是 通过 引咎 行 和 
直 的 概念 实现 的 。 

两 条 直线 或 两 个 平面 称 为 平生 的 ， 如 果 它们 相交 于 空间 的 非 正常 平 
面 或 理想 平面 上 。 这 样 , 在 殉 几 里 得 几何 中 , 通过 不 在 给 定 直线 上 的 点 只 
有 一 条 平行 直线 ， 因 为 通过 这 个 点 和 在 给 定 直线 上 的 非 正常 点 只 有 一 条 
直线 。 如 果 绝 对 配 极 , 即 没有 基本 曲线 的 配 极 , 是 从 非 正常 平面 中 诱导 出 
来 的 ,就 可 以 定义 欧 几 里 得 空间 的 正 交 性 。 

任何 一 个 集合 可 以 代替 平面 而 被 称 为 是 非 正常 的 , 例如 , 射影 空间 中 
的 二 次 曲面 ， 它 将 空间 划分 成 这 个 曲面 (例如 球面 或 梢 球面 ) 的 内 部 和 分 
部 。 以 特定 的 二 次 曲面 为 非 正常 曲面 所 作 的 整个 空间 的 配 极 确定 了 曲面 
内 部 的 直线 和 平面 的 “ 正 交 性 ”如 果 一 条 直线 通过 一 个 平面 的 极点 ， 则 
它 是 垂直 于 这 个 平面 的 。 进一步 还 可 看 到 , 在 基本 曲面 内 部 的 那 部 分 平 
面 上 , 通过 给 定 直线 外 的 一 点 有 许多 平行 线 。 用 这 种 方法 就 得 到 了 戏曲 
几何 它 是 由 高 斯 ` 波 利 埃 和 罗马 切 夫 斯 基 发 现 的 。 

如 果 在 射影 空间 中 没有 特定 的 曲面 ， 而 正 交 性 是 由 整个 空间 的 没有 
基本 曲面 的 配 极 所 确定 ， 那 末 所 得 的 非 史 几何 是 冰 图 几何 ， 它 是 由 B. 黎 
曼 首 先 研究 的 。 

双 曲 几何 平面 双 曲 几何 是 最 容易 闭 得 的 , 只 要 在 欧 氏 几何 的 公理 
系 中 用 下 列 公理 代替 平行 公理 ; 对 于 任何 给 定 的 直线 和 直线 外 的 任何 点 ， 
至 少 存 在 两 条 直线 , 通过 这 个 点 > 潭 和 给 定 的 直线 不 相交 。 

”为 了 取得 这 种 几何 的 模型 , 用 关于 基本 曲线 的 配 极 定义 正 交 性 (参看 
II. 第 12 章 》。 在 平面 的 情况 下 ; 可 选 圆 作 为 基本 曲线 ( 见 图 28-10)。 圆 
局 上 的 点 作为 这 个 模型 的 非 正常 点 。 内 部 的 点 和 弦 是 双 曲 几何 的 真正 的 
点 和 直线 4 以 后 它们 称 为 天 点 和 态 直 线 )。 容易 验证 训 点 和 头 直 线 满足 除 
平行 公设 以 外 的 关联 公理 和 顺序 公理 。 例 如 , 给 定 一 条 4 直线 P@ 和 点 
BBU 和 RV 都 “平行 > PO(I 和 不 是 点 ), 而 且 还 有 疡 直线 5,o 
也 “平行 ” PQ。 为 定义 正 交 性 ,可取 欧 几 里 得 平面 中 以 这 个 圆 作为 基本 
曲线 的 配 极 。P 直线 STh 正 交 于 hb 直线 PP'Y', 如 果 欧 几 里 得 直线 P'8' 的 
极点 么 落 在 欧 几 里 得 直线 8ST 上 ; 而 欧 几 里 得 直线 8T 的 极点 尾 落 在 欧 
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图 28-10 双 曲 几何 的 模型 


几时 得 直线 P'Q! 上 。 出 于 欧 几 里 得 直线 P'9 上 任何 点 的 极 线 都 通过 4， 
所 以 为 了 向 2(@' 作 力 垂 线 或 在 8 上 作 姑 得 线 , 只 要 通过 了 简 4 或 8 和 4 
引 -2 条 直线 就 可 以 了 。 有 合同 定义 如 下 : 两 条 态 线 段 PO 和 了 '@' 称 为 
合同 的 ,如 果 出 它们 和 基本 圆 的 交点 所 形成 的 交 比 的 对 数 绝对 值 相等 , 即 
如 果 |InD(P, 入 DiP) 一 | 有 了 PP 8@5 2 了) 则 PPO@ 合同 于 29'。 
当 有 连续 性 的 时 候 , 这 个 定义 也 决定 了 应 用 无 合同 线段 的 方法 。 在 这 个 
基础 上 建立 了 关于 广角 的 下 合同 以 后 ， 可 以 证 明 三 角形 的 三 个 角 之 和 
小 于 两 直角 ; 也 可 以 证 明 ; 如 果 两 个 天 三 角形 的 三 个 产 角 是 一 致 的 ， 这 
两 个 三 角形 是 合同 的 。- | 

上 述 论 证 给 出 了 构成 双 曲 几何 基础 的 变换 群 的 基本 知识 。 根 据 远 来 
因 的 说 法 , 问题 是 ; 在 怎样 的 变换 群 下 , 刚才 定义 的 概念 不 变 ? 为 了 回答 
这 个 问题 , 再 次 将 模型 解释 为 殉 岂 里 得 平面 的 对 象 。 首 先 , 有 关 的 映射 灵 
然 必 须 是 直射 变换 ， 它 将 这 个 阅 和 它 的 内 部 对 应 到 它们 自身 。 这 种 映射 
的 例子 有 绕 辆 心 的 旋转 和 关于 直径 的 反射 ; 但 是 移动 或 者 扩张 和 收 纵 都 
被 排除 了 。 这 样 ,前述 的 直射 变换 形成 群 。 这 只 要 注意 到 这 个 群 的 映射 
保留 线段 和 角 的 合同 就 够 了 。 线 眉 合 同 的 不 变性 正 是 由 于 它 是 用 交 比 力 
定义 的 , 因为 包 极 是 被 保留 的 , 一 对 正 交 的 直线 变 为 另 一 对 正 交 的 直线 ， 
用 融 的 这 些 自 字 直 射 变换 ,我 们 就 有 了 这 个 模型 的 合同 群 。 

椭 辐 几何 ”这 种 几何 不 能 象 双 曲 几何 那样 ， 从 欧 几 里 得 几何 通过 略 
去 或 修改 一 条 公理 这 种 篇 单 的 方法 获得 。 因 为 从 平面 欢 几 里 得 几何 的 关 
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联 公理 、 顺序 公理 和 合同 公理 可 以 导出 , 对 于 任何 直线 , 存在 男 一 条 直线 
和 它 不 相交 。 因 此 , 这 些 公理 组 必须 改变 ; 特别 地 , 任何 两 条 直线 总 是 相交 
的 。 椭 圆 几 何 基本 上 和 球 血 几何 一 致 。 我 们 将 球面 作为 李 圆 平面 , % 站 
线 是 球面 的 大 圆 , 而 忆 点 是 球面 的 一 对 对 
径 点 ( 见 图 28-11)。 

两 条 e 直线 总 有 一 个 公共 的 @l 点 ， 因 
为 球面 上 的 任何 两 个 大 圆 相交 于 两 个 对 径 忆 
点 。 引 点 (NV, 与) 和 (ML, 了 ) 决定 唯一 的 好 


鼻 线 ,就 是 CNMST), 但 是 从 所 点 CN, 5S) 
到 & 直 线 (M07TP) 可 以 引 无 限 多 & 垂 线 。 
如 果 取 连结 两 点 的 大 加 上 较 短 的 强 长 作为 


两 点 之 间 的 距离 , 那 末 在 椭 加 几何 中 , 最 大 。 图 8- 了 1 构 四 几何 的 模型 
的 距离 是 夺 。el 三 角形 的 内 角 和 总 是 大 于 两 直角 。 

在 开 . 第 4 章 中 已 经 证 明 , 球 绕 它 中 心 的 旋转 构成 群 。 现在 这 个 球 
面 变换 群 是 酉 圆 平面 几何 的 合同 变换 群 
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上 世纪 末 , 数学 基础 跟 数理 逻辑 一 起 开始 了 它们 的 近代 发 展 。 至 今 
这 两 个 领域 仍然 紧密 联系 着 。 : 

教学 基础 或 “元 数学 ”的 问题 ,包括 着 从 特殊 数学 学 科 的 科学 研究 , 直 
到 关于 数学 命题 和 数学 知识 的 性 质 的 哲学 问题 等 广泛 范围 的 题目 。 只 要 
问题 的 性 质 允 许 ， 有 关 重 要 问题 的 分 析 和 澄清 是 按照 通常 数学 问题 的 成 
功 处 理 所 需 要 的 同样 精确 和 严格 来 进行 的 。 当 然 , 在 这 里 数学 工具 不 能 老 
是 无 保留 地 加 以 使 用 ， 因 为 所 讨论 的 问题 常常 要 求 把 这 些 工 具 本 身 的 基 
础 搞 清 楚 。 下 面 的 介绍 只 能 给 出 这 类 问题 的 最 初步 的 引导 , 而 且 只 能 考 
起 某 些 观点 。 对 数学 基础 问题 特别 有 兴趣 的 读者 ， 可 参考 莫 斯 托 夫 斯 基 
《Andrzej Mostowskii) 的 综合 报告 “基础 研究 的 三 十 年 2 文章 发 表 在 
Acta philosophica Fennica (Fase. XVII，1965) 。 

可 以 断言 ,元 数学 给 出 了 一 个 特殊 科学 学 科 的 最 先进 的 科学 学 。 这 是 
基于 下 列 事实 : 数学 较 之 其 他 科学 , 在 早期 发 展 阶段 就 面临 着 对 其 基础 作 
出 批判 性 分 析 的 问题 。 这 主要 是 由 于 对 具体 事 易 的 高 度 抽象 , 以 及 由 此 
产生 的 对 数学 定义 和 演绎 推理 的 精确 性 要 求 。 一 个 反映 客观 现实 某 些 属 
性 的 数学 理论 的 概念 ,几乎 总 是 在 集合 论 基础 上 的 某 种 理想 化 或 抽象 化 ， 
尽管 这 些 抽象 概念 的 名 称 往往 是 从 狭义 的 具体 用 法 借用 过 来 的 , 如 集合 、 
测度 点 .算法 及 自动 机 的 抽象 概念 。 

二 十 世纪 的 数学 较 之 本 世纪 之 前 在 本 质 上 有 了 重大 的 改变 ， 几 乎 所 
有 的 数学 学 科 已 按 公 理 演绎 法 进行 处 理 ， 因 而 可 允许 的 数学 推论 的 规则 
被 精确 地 规定 下 来 ( 见 II. 第 2 章 )。 然 而 , 在 表现 它们 的 主题 时 , 大 多 数 
理论 不 仅 用 到 纯粹 逻辑 , 而 且 也 用 到 集合 论 和 初等 算术 的 某 些 部 分 , 只 要 
这 些 部 分 没有 明确 地 禁止 使 用 。 尤其 是 , 为 了 发 现 知识 和 实施 证 明 技巧 
时 的 思维 经 济 , 在 实际 处 理 一 门 特 定 的 数学 学 科 时 , 经 常 要 越 出 这 一 学 科 
的 效 义 框架 ,离开 它 的 特殊 的 语言 , 以 便 事 实 上 部 分 地 开展 这 一 学 科 的 元 


数学 哲学 思想 的 传统 趋势 687 


学 中 最 引 人 注 目的 问题 之 一 ,是 数学 陈述 的 真实 性 问题 。 果真 
所 一个 被 了 水 为 放学 全 央 部 站 了 家 天 事 信 的 和 还 
少 有 某 些 这 类 的 命题 , 例如 实数 良 序 化 可 能 性 定理 , 它们 只 不 过 是 名 词 上 
的 构造 ， 仅 仅 是 根据 一 些 有 效 的 应 用 才能 得 到 承认 的 ? 这 些 问题 将 在 后 
面 更 详细 地 处 理 。 
数学 哲学 思想 的 传统 趋势 

在 某 种 程度 上 说 ， 数 学 研究 总 是 要 联系 到 对 于 和 当时 知识 状况 相对 
应 的 数学 基础 的 评价 。 这 不 仅 适用 于 十 希腊 时 期 , 也 适用 于 中 世纪 和 早期 
资本 主义 社会 。 由 于 现时 通常 主要 引证 的 是 数学 基础 方面 19 世纪 的 结 
果 , 所 以 现在 将 它 简要 地 提 一 提 。 

经 过 一 段 飞速 发 展 的 时 期 ， 大 约 在 上 一 世纪 的 中 时， 发 生 了 对 分 析 
基础 的 批判 性 的 细致 审查 。 除了 柯 西 、 韦 尔 斯 特 拉 斯 .高 斯 和 柏 扎 诺 (EB 
Bolzano 1781~1848 年 ) 之 外 , 戴 德 金 和 康 托 尔 的 名 字 必 须 提 到 。 一 个 主 
要 的 问题 是 实数 概念 的 确切 定义 。 由 戴 德 金 、 韦 尔 斯 特 拉 斯 和 康 托 尔 给 
出 的 数 的 概念 的 阐述 , 是 现今 数学 室 沪 的 一 部 分 。 

1. 逻辑 主义 。 戴 德 侈 和 弗 雷 格 (Gd. Frege,1848~1925 年 ) 彼此 独 
立地 用 逻辑 建立 起 自然 数理 论 , 或 者 按 现 今 的 说 法 , 建立 在 集合 论 的 基础 
上 。 首 先 , 章 雷 格 建立 了 自然 数理 论 , 并 相继 将 整个 数学 建立 在 纯粹 候 维 
的 法 则 上 , 因而 建立 在 逻辑 法 则 上 。 用 康 特 (Kant 的 术语 来 说 , 这 拌 意 
球 着 证 实 了 数学 命题 的 分 析 人 性 质 。 弗 雷 格 建立 了 数学 和 汲 辑 之 间 的 联系 。 
他 枫 定 了 通常 称 为 逻辑 主义 的 一 种 纲领 的 基础 ， 罗 素 着 到 弗 雷 格 的 构造 
是 不 相 容 的 , 并 发 展 出 一 种 改进 了 的 系统 , 发 表 在 著名 的 著作 《数学 原理 ? 
上 [和 怀特 海德 (A. N Whitehead) 合 著 ]。 它 的 主要 内 容 是 最 后 证 明了 
整个 数学 可 以 在 集合 论 的 (分 此 ?类 型 论 的 基础 上 发 展 起 来 。 

逻辑 主义 的 一 个 变种 是 数学 补 拉 图 主义 ， 他 们 的 解释 是 把 数学 看 作 
理性 思维 的 产物 。 例 如 , 在 康 托 尔 集合 论 基 础 的 思想 中 便 反 映 出 这 一 点 。 
在 这 种 解释 中 ， 集 合 是 理想 的 对 象 ， 它 独立 地 存在 于 智力 活动 之 外 。 数 
学 工作 者 的 任务 ， 间 探索 在 非常 一 般 的 客体 世界 ( 康 托 尔 字 宇 ) 中 占 支配 
地 位 的 法 则 。 

在 某 种 意义 上 说 , 带 辑 主义 已 融合 到 数学 的 集合 论 基础 中 去 , 这 在 下 
面 将 会 更 详细 地 加 以 描述 。 ; 
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2 形式 主义 。 形 式 主义 解释 的 出 现 , 是 为 了 回答 在 逻辑 主义 中 所 展 
现 的 认识 论 上 的 困难 的 。 这 个 方向 的 一 个 决定 性 步骤 是 希 尔 伯 特 于 1899 
年 出 版 的 4 几何 基础 2。 这 里 , 他 第 一 次 用 几何 作为 例子 , 指出 怎样 理解 形 
式 的 公理 系统 和 它 的 元 逻辑 分 析 。 形 式 主义 数学 基础 的 网 要 最 终 由 希 尔 
信 特 于 1920 年 建立 起 来 , 并 由 他 和 他 的 学 派 继续 工作 下 去 。 按 照 这 一 纲 
要 , 甚至 象 数 论 、 分 析 和 集合 论 这 样 一 些 数学 领域 , 虽然 初 看 上 去 各 具有 
畦 定 的 内 容 , 但 就 其 本 质 来 说 ,都 可 以 当 作 一 种 形式 的 理论 。 对 一 个 数学 
基础 的 初学 者 ， 首 先 遇 到 的 问题 是 如 何 形式 地 来 证 实 一 个 系统 的 无 矛盾 
性 。 这 就 是 要 证 明 , 一 个 陈述 和 它 的 反面 , 不 可 能 两 者 都 由 公理 通过 逻辑 
规则 而 得 出 , 这 一 任务 应 当 用 一 种 之 无 疑问 的 可 竹 方 法 来 完成 , 希 尔 伯 特 
称 这 个 方法 为 有 限 的 方法 , 它 是 一 种 初等 的 组 合 方法 , 例如 , 数学 归纳 法 
证 明 的 原理 就 是 , 但 其 中 不 包括 超 限 集合 论 的 所 谓 无 限 方法 。 这 些 努 力 
的 结果 (到 1938 年 为 止 ) 在 项 尔 伯 特 和 伯 内 斯 (P. Bernays) 的 两 卷 集 < 数 
学 基础 ?中公 诸 于 世 。 这 是 继 < 数 学 原理 ?之 后 , 本 世纪 最 有 意义 的 一 本 数 
学 基础 著作 。 

希 尔 伯 特 的 最 初 意图 由 于 哥 德 尔 的 结果 不 得 不 作 修改 。 这 些 结果 之 
一 说 ,任何 一 个 形式 系统 的 无 矛盾 性 的 证 明 , 必须 使 用 超出 这 一 系统 本 身 
所 能 提供 的 方法 之 外 的 方法 才能 得 出 。 因此 ， 人们 不 可 能 用 严格 意义 下 
的 有 限 方法 证 明 数 论 是 无 矛盾 的 。 

今天 , 在 允许 将 有 限 方 法 扩充 到 什么 类 型 和 范围 的 问题 上 ,仍然 没有 
明显 的 一 致意 见 。 其 中 可 能 性 之 一 便 是 并 入 递归 函数 。 这 些 问 题 在 这 里 
不 能 再 往 下 讲 了 ,只 能 说 关于 有 限 方法 并 不 限于 无 矛盾 性 问题 , 而 是 涉及 
诸如 可 判定 性 问题 和 更 一 般 地 来 分 析 芝 础 数学 和 元 数学 的 具有 无 限 本 质 
结论 的 有 限 内 核 。 

3. 直觉 主义 。 由 布 罗 瓦 (L. 也. J. Bronwer, 1881~1966 年 ) 建立 
的 这 种 观点 , 和 逮 辑 主义 ,形式 主义 的 解释 截然 相反 。 类 似 的 思想 曾 由 克 
罗 奈 克 (L. Kronecker, 1823~1891 年 ?和 庞 卡 菜 提 出 过 。 以 下 的 观点 是 
直觉 主义 的 特征 ; 1. 拒绝 实 无 限 , 2. 要 求实 际 可 构造 性 成 为 定义 数学 对 
象 的 唯一 方法 , 3. 构造 的 原始 材料 由 自然 数组 成 ， 而 这 些 自 然 数 应 当 仅 
仅 看 作 潜 在 的 (不 完全 的 ) 已 知 集合 。4， 禁止 经 典 逻 辑 原 理 用 于 无 限 集 
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go 出 车 2(nt+1) 是 两 个 质数 之 和 
I 其 他 

实数 9=0.ata… 称 为 哥 德 巴赫 数 , 它 可 计算 到 要 求 的 任何 精度 ， 然 而 至 

今 却 不 知道 9=0 是 否 成 立 。 由 于 人 们 尚 不 能 判定 哥 德 巴赫 问题 ( 见 IT. 

第 18 章 ) 是 否 能 解决 , 因而 有 某 种 理由 主张 : 9 一 0 或 者 g++0 是 没有 意义 

的 。 然 而 , 这 显然 意味 着 对 排 中 律 是 存在 某 些 限 制 的 。 

4 现今 的 状况 。 上 述 凡 个 思想 派别 都 没有 一 个 能 够 达到 他 们 最 初 
的 目的 。 尽 管 如 此 , 从 不 同 观点 处 理 元 数学 问题 , 带 来 了 他 们 未 曾 料 到 的 
有 价值 的 看 法 和 结果 。 元 数学 中 提出 的 可 判定 性 问题 在 早期 阶段 就 导致 
可 计算 性 和 一 种 算法 概念 的 确立 。 由 希 尔 伯 特 及 其 学 派 使 之 精确 化 的 形 
式 数 学 语言 , 形成 构造 算法 语言 的 基础 (例如 Algol 和 fortran 请 言 ), 而 
且 这 类 例子 还 会 不 断 地 增多 。 今 天 , 就 学 者 个 人 来 说 , 极 少 有 人 属于 一 个 
固定 的 方向 。 他 宁愿 采取 辩证 的 路 线 , 用 各 种 不 同 的 部 分 是 相互 矛盾 的 
立场 来 研究 问题 和 结论 。 在 一 项 研究 工作 中 遵循 某 些 不 同 的 构造 性 的 公 
设 ,很 少 能 表明 研究 者 的 哲学 立场 ,更 多 的 是 为 了 不 至 于 不 必要 地 越 出 知 
识 可 靠 的 边界 这 样 一 个 方法 论 的 准则 。- 

数学 基础 的 某 些 主要 成 果 
”1 数学 的 集合 论 基础 。 从 逻辑 主义 的 最 初 计划 贸 下 来 的 是 这 样 一 
个 认识 ; 全 部 数学 能 建立 在 公理 集合 论 的 基础 之 上 。 这 就 是 说 , 现存 的 每 
一 种 数学 理论 ,无 论 它 是 否 有 公理 化 的 特点 或 者 涉及 一 些 确定 的 对 象 , 只 
要 根据 有 关 理 论 的 目标 加 以 适当 地 规范 都 可 以 把 它 看 作 公理 集合 论 的 一 
部 分 。 

对 集合 论 的 公理 基础 作出 重大 贡献 的 是 罗素 、 策 胡 罗 、 冯 ' 诺 意 螺 、 弗 

兰 克 、 伯 内 斯 和 哥 德 尔 。 布 尔 巴 基 (Bourbaki) 学 派 从 集合 论 观点 出 发 ， 
以 巧妙 的 构思 对 数学 进行 了 整理 ， 因 而 为 公理 集合 论 普及 到 各 数学 领域 
作为 它们 的 基础 作 了 重要 的 贡献 。 
”公理 集合 论 的 语言 , 比如 策 墨 罗 ~ 弗 兰 克 系统 是 一 种 很 简单 的 谓词 语 
言 , 具有 单一 的 谓词 符号 “Ee ”。 与 集合 论 内 容 中 很 少 的 几 条 原则 相应 的 
公理 已 在 集合 论 一 章 中 列 出 。 推 论 的 规则 是 自然 推理 的 形式 规则 一 一 在 
数理 逻辑 初步 一 章 已 给 出 一 一 或 者 是 可 由 这 些 规则 推出 的 规则 。 概 念 的 
定义 只 用 显 式 定义 进行 ; 其 他 形式 的 定义 , 隐 式 的 或 递归 的 , 能 在 公理 集 
合 论 的 框架 内 归结 为 显 式 定 义 。 
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数学 家 原则 上 不 准 越 出 形式 集合 论 的 框架 ， 但 这 实质 上 仅 对 数学 研 
究 是 如 此 , 而 数学 应 用 在 物理 学 或 非 数 学 学 科 的 过 程 中 则 不 受 此 限制 ,对 
这 类 过 程 的 适当 的 数学 模型 的 问题 严格 地 说 , 不 是 一 个 数学 问题 。 

”应 当 看 到 , 许多 数学 理论 有 着 复杂 的 可 形式 化 的 潜在 机 制 , 但 是 , 如 
何 将 它们 归结 为 集合 论 ,将 它们 的 语言 适当 地 “ 编 ” 成 简单 的 集合 论语 言 ， 
往往 是 不 清楚 的 。 这 一 点 甚至 在 介绍 集合 论 本 身 时 也 是 如 此 。 例如 , 看 
看 集合 论 那 一 章 中 构成 集合 的 例子 ， 其 中 的 大 多 数 必须 严格 地 在 公理 集 
合 论 的 范围 内 作成 。 你 要 构造 所 有 实数 集 的 所 有 子 集 所 成 之 集 ， 就 必须 
对 实数 概念 在 公理 集合 论 范围 内 加 以 定义 ， 接 着 要 求 对 自然 数 集 的 概念 
采取 同样 的 定义 ， 而 这 又 归结 为 最 原始 的 关于 在 一 般 集合 论 中 有 限 概念 
的 公理 化 分 析 。 

此 外 , 形式 语言 的 语义 学 中 的 所 有 概念 , 可 以 集合 论 地 加 以 定义 , 特 
别 地 , 对 语言 学 的 对 象 本 身 也 是 这 样 。 它们 可 以 解释 为 某 些 “符号 ”的 有 
限 序列 。 正 如 集合 论 化 拓扑 中 ,用 某 种 方法 构造 的 集合 元 素 可 以 称 为 点 ， 
任意 一 个 集合 (通常 是 可 数 的 ) 的 元 素 也 可 以 认为 是 一 个 符号 。 

2， 以 数学 基础 中 结论 为 根据 , 对 集合 论 基础 的 批评 。 我 们 产生 了 这 
样 的 问题 : 整个 数学 基于 集合 论 之 上 的 可 能 性 , 是 否 能 对 数学 的 一 个 元 数 
学 基础 问题 带 来 足够 的 启示 ? 尽管 串 过 将 整个 数学 归结 为 集合 论 ， 元 数 
学 问题 似乎 在 很 大 程度 上 能 归结 为 有 简单 语言 和 易 懂 公理 集合 论 的 相应 
问题 ,然而 这 事实 上 是 廖 误 的 。 在 各 种 各 样 的 理由 中 ,我们 现在 就 其 中 一 
部 分 简短 地 讨论 一 下 。 

GD 一 个 立即 会 提出 的 反对 意见 是 集合 论 形 式 系统 的 无 矛盾 性 问 
题 ,就 实际 的 经 验 而 言 ,集合 论 公理 系 由 于 抽象 程度 太 高 而 难以 直接 地 证 
实 。 一 类 感性 的 经 验 充其量 只 能 把 握 住 这 些 公理 的 某 些 推论 。 比 方 说 , 具 
有 某 些 边界 条 件 的 微分 方程 的 解 的 存在 性 命题 就 是 如 此 。 

因此 , 毫 不 惊奇 的 是 , 集合 论 在 开始 发 展 的 初期 就 不 得 不 消除 它 的 概 
念 体系 中 相当 数量 的 严重 的 悖 论 。 尽 管 这 些 停 论 已 经 移 开 ， 仍然 使 得 多 数 
数学 家 对 于 自由 使 用 无 限 方法 持 怀 疑 态度 。 

(i) 进一步 的 反对 意见 涉及 集合 论 公理 系统 的 不 完备 性 bpy 
讨论 ), 其 意思 是 : 任何 一 个 广泛 的 (递归 的 ) 公 理 系统 ,总 存在 若干 命 
独立 于 这 个 公理 系统 。 天 此 相通 过 汉 好 的 固定 的 公开 系统 守信 把握 ( 基 
至 近似 地 7 直觉 的 集合 总 体 是 毫 无 希望 的 。 
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《 诗 》 尽管 有 上 述 事 实 ,我 们 仍然 可 以 假定 ， 相 应 于 一 个 被 接受 的 集 
合 公理 系统 4, 存在 某 一 个 对 象 域 UV (直觉 的 集合 总 体 ), 而 且 任 意 一 个 
集 论 命题 或 是 对 的 《在 可 中 恒 真 ) 或 是 错 的 。 然后 可 以 在 一 个 适当 的 元 
语言 到 中 讨论 构造 (4, 0》, 在 ZL* 中 ， 斯 柯 来 姆 (T. Skolem，1887~ 
1963 年 ) 建立 起 一 个 著名 的 结果 , 即 斯 柯 来 姆 悖 论 , 它 断 言 , 不 仅 公理 系 
4， 甚 至 对 于 由 7 中 所 有 恒 真 的 命题 所 组 成 的 一 个 语法 上 完备 的 体系 ， 
也 存在 互 不 同 构 的 模型 。 这 样 , 标准 模型 ( 即 公理 集 论 中 以 某 种 方式 作为 
鉴别 准绳 的 一 个 模型 ) 的 思想 ,就 变 得 十 分 可 疑 了 。 

这 些 反 对 意见 清楚 地 表明 ， 将 数学 建立 在 一 个 逻辑 一 一 经 验 基 础 之 
上 的 目标 ， 特 别 是 康 托 尔 的 柏拉图 主义 的 经 典 形 式 ， 那 是 远 远 不 能 实现 
的 。 人 们 有 理由 问 : 数学 建立 在 万 能 的 集合 论 基础 之 上 的 要 求 是 不 是 现 
实 ? 或 者 要 问 , 一 个 更 具 构 造 性 特征 的 原理 是 否 足以 表达 上 述 目的 9 就 
数学 方法 在 数学 久 外 领域 中 的 应 用 而 言 ,经 过 更 细致 的 考察 , 实质 上 只 有 
构造 性 方法 是 切实 可 行 的 。 在 现今 情况 下 , 又 必须 肯定 地 说 , 集合 论 的 无 
跟 方 法 也 不 能 放弃 。 打 个 比方 说 , 无 限 集合 论 这 尊 炮 的 射程 是 迄今 为 止 
所 不 能 超越 的 。 数 学 应 用 中 的 构造 性 方法 的 收获 也 同样 不 能 代替 它 。 进 
一 步 可 以 说 ， 尽 管 更 详细 的 分 析 表 明了 康 托 尔 宇宙 只 是 一 个 意思 ， 但 是 
数学 家 , 特别 是 研究 基础 论 的 数学 家 , 在 原则 上 只 有 通过 关于 抽象 的 数学 
实体 的 某 种 直觉 观念 , 才能 获得 他 的 结论 。 

3. 公理 理论 的 不 完备 性 和 真实 性 概念 的 不 可 定义 性 。 评 价 一 个 由 
在 对 某 个 特定 的 对 象 域 (例如 物理 空间 或 某 个 物理 的 或 经 济 的 过 程 ) 提 供 
模型 的 数学 理论 ,唯一 有 意义 的 依据 是 看 它 的 成 功 如 何 。 因 为 这 仅仅 表示 
把 一 种 实际 过 程 人 为 地 理想 化 而 已 ,其 中 命题 的 真实 性 问题 是 次 票 的 。 然 
而 ， 对 整个 数学 来 说 , 由 于 它 是 一 个 封闭 的 料 学 , 提出 真实 性 问题 便 是 恰 
当 的 了 。 这 对 某 些 数学 分 支 也 是 对 的 。 例如 自然 数理 论 或 集合 沦 , 它们 最 
初 并 不 是 公理 化 理论 ， 而 只 是 对 某 个 可 能 是 抽象 的 对 象 域 的 一 种 描述 。 

确实 ， 很 多 数学 命题 尽管 它们 有 抽象 的 特征 ， 却 和 现实 有 明显 的 联 
系 。 例 如 考虑 下 列 定 理 ,其 正确 性 是 显然 的 :“ 如 有 果 有 限 集 8 能 分 划 成 1 
个 不 相交 的 类 01,…，0n, 其 中 每 一 类 都 有 m 个 元 素 ， 那 么 5S. 也 一 定 能 
分 成 四 个 不 相交 的 类 , 其 中 每 一 个 具有 入 个 元 素 ”。 

当 涉及 一 个 现今 已 被 广泛 接受 的 命题 : “实数 集 存在 一 个 良 序 关 系 ” 
时 , 一 般 地 ， 涉 及 对 存在 性 的 命题 (其 中 并 不 提 及 构造 问题 中 所 讨论 对 象 
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理 的 相对 无 子 盾 性 。 二 十 五 年 后 , 科 享 (P. Cohen) 证 明了 连续 统 假说 之 
否 命 题 亦 相 容 于 其 他 (集合 论 ) 公 理 。 

虽然 这 些 结论 与 几何 学 有 形式 上 的 相似 处 , 但 实际 情况 全 然 不 同居 
为 可 以 从 统一 的 观点 即 一 般 集 合 论 出 发 ， 建 立 起 各 种 不 同类 型 的 几何 学 
来, 然而 却 还 未 有 一 个 统一 的 原理 , 据 此 可 建立 起 各 种 不 同 的 甚至 是 互相 
排斥 的 集 论 体系 。 就 目前 情形 来 看 , 这 种 具有 数学 本 质 的 原理 似乎 根本 
就 不 存在 。 这 是 因为 , 比 集合 论 更 抽象 的 数学 理论 , 是 绝对 不 可 想象 的 。 

哥 德 尔 自 己 曾 发 表 过 这 样 一 个 看 法 ， 集 合 论 的 进一步 发 展 将 会 导致 
出 新 的 公理 ， 从 这 一 新 公理 出 发 可 得 出 否定 连续 统 假设 的 证 明 。 至 今 所 
讨论 的 一 些 用 来 扩展 集合 论 传 统 星 界 的 公理 ， 例如 关于 存在 不 可 达 芷 数 
的 塔 斯 基 公理 , 还 不 足以 达成 哥 德 尔 的 设想 。 

塔 斯 基 公理 是 那 种 用 来 保证 不 能 由 构 集 原理 或 选择 公理 来 作出 集 的 
存在 性 公理 中 的 一 个 例子 。 接 受 这 类 公理 可 被 描绘 成 是 对 数学 的 一 次 无 
限制 的 延 拓 。 然 而 必须 记 住 , 这 种 具有 无 限制 特征 的 新 公理 的 出 现 , 并 非 
是 一 种 令 人 信服 的 要 求 ， 而 且 会 导致 新 的 严重 的 相 容 性 问题 。 存在 某 种 
有 限制 的 途径 ， 可 达到 上 述 扩张 的 可 能 人 性, 其 中 有 全 然 是 构造 竹 的 命题 
哥 德 尔 的 可 构造 性 公理 的 接受 ， 会 对 集 的 那 种 随意 形成 赋 以 一 种 半 构 造 
性 的 约束 。 由 哥 德 尔 公理 可 推出 连续 统 假设 之 真实 性 。 

”作为 结束 详 可 以 说 ,数学 基础 的 研究 成 果 , 对 于 阐明 基础 论 中 一 些 经 
典 问题 的 范围 与 界限 ,作出 了 基本 的 贡献 。 另外 还 提供 了 .一 些 有 实际 意 
义 的 应 用 例子 ,如 算法 理论 及 形式 系统 理论 。 
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